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Introduccién

B Interesa relacionar tensiones e intensidades del origen con las del destino
B En temas anteriores se han estudiado los pardmetros R, L, Gy C

B Puesto que la linea es complicada de modelar se suelen hacer simplificaciones

B Modelo de la linea de pardametros distribuidos

Se supone que el estado de operacién de la linea es equilibrado

Ademas los pardmetros se distribuyen uniformemente a lo largo de la linea

Un poco de historia:
En 1855 William Thomson (Lord Kelvin) inicié el estudio de la linea eléctrica ante la
pregunta de si seria factible una linea telegrafica entre Europa-EEUU
En 1885 Oliver Heaviside lo completé

B Primero vamos a ver la obtencién fisica del circuito equivalente de un elemento de la
linea de longitud Ax

i(X,t) LAX RAX i(X+AX,t)
v(x,t) GAX —_— CAx V(x+Ax,t)
X AX
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Modelo fisico de un elemento de linea

B En temas anteriores hemos visto como calcular el flujo en la superficie que hay entre
un conductor y el neutro y la carga en la superficie del conductor

B Inductancia aparente = & = L/
B Capacidad aparente = Q = CV

o
- a

" = LAz - ic
Q¢ =CAz - vey,

Circuncentro

B ; Como se llega al circuito equivalente partiendo del modelo fisico? = Leyes de
Kirchhoff

m Célculo del trabajo a lo largo de una curva cerrada
B Principio de conservacién de las cargas en un volumen
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Modelo fisico de un elemento de linea: calculo del trabajo

C i, t) a b ia+Axt)
Q
-, Ee
Ec
w(a, 1) " = LAz -ic (e + A, t)
n d Exc =0 c
x e ¢ Az

Er = Ec + Enc
Y
Sapea Br - dl = [oq Bc - di+ [, Enc - dl
[ 1]
fabcd ET ~dl
m Ley de Ohm: J = oEr = E7 = =
JpEr-di= [, 2 di= [ 0O gl =i(x,t) 28k = RAx-i(x,1)

b_Sconductor & onductor 7

beET~d7:beEC+ENC-d7:fbcE_C+beENC~dI:fbc—@V~d7:u(x+Ax,t)

|«

de Et - dl = 0 puesto que Eyc =0y Ec es normal
[ Er-di=[_ —VV.dl=—u(x1)
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Modelo fisico de un elemento de linea: calculo del trabajo (II)

C i, t) a b ia+Axt)
a -
Fe
Ee
u(z, t) " = LAz -ic (e + Az, t)
n d Exc=0 c
x e 'L Ax

Ep = Ec + Enc
U
fab(‘,d ET dl = -[abcd E(,' ~dl + -[(1[){1(‘] ENC -dl
[ 1]

fadeT dl = RAx - i(x,t) + u(x + Ax, t) — u(x, t)

jab J Ec - dli, al ser un campo conservativo = 0

fabcd Enc - d, es igual a la femapeg = femapeg = — 923kt = — [ Ax - ’()Xtt)
W lgualando (1 = 2+43): RAx - i(x, t) + u(x + Ax, t) — u(x) = —LAx - 20
M Y, reordenando términos:

U(X+ijt)—u(x):7RAX,i( )*LA 9i(x,t)

ot
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Modelo fisico de un elemento de linea: conservacién de la carga

CO o) _a+ddddbdbdtddbdbddd b i+ )
Frf++FFr++FFr++
\ \ \ Q€ =CAz-vey L]

GA.T cu(z + Az, t)i l

u + Aw,t)

C

—T |

Principio de conservacion de la carga

B Principio de conservaciéon de la carga:
B Suma de cargas que entran igual a la variacién de la carga en el volumen
i(x, t)At — i(x + Ax, t)At — GAxu(x + Ax, t)At = Q(t + At) — Q(t)
B Dividiendo por At y haciendo el limite At — 0
i(x,t) —i(x + Ax, t) — GAx - u(x + Ax, t) = %—?
m Teniendo en cuenta que Q(t) = CAx - u(x + Ax, t), reordenando y despreciando
infinitésimos de segundo orden:

i(x + Ax,t) —i(x,t) = —=GAx - u(x,t) — CAx - u(x;t)

ot
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Circuito equivalente de un elemento de linea: soluci

I
Oy ai(xt) WX RAX i+ s i)
| | |

u(ot) u(xt) GAX CAx ulx+Axt)  u(l,b
v v v v

d o
. SN
X+AX

B La escritura de las leyes de Kirchhoff al elemento de linea Ax permiten obtener las
mismas ecuaciones que las del modelo fisico = Circuito equivalente

di(x, t
u(x + Ax,t) —u(x) = — RAx - i(x,t) — LAx - %
t
i(x + Ax,t) —i(x,t) = — GAx - u(x,t) — CAx - %
B Dividiendo por Ax y haciendo el limite Ax — 0
Au(x, t) ) 9i(x, t)
———= = —R - L——= 1
Ox i, t) ot )
Qi(x, t) — Gu(x,t) - C@u(x, t)
ox ot
m Cuya solucién general son las ecuaciones de ondas viajeras en la linea
u(x,t) = f(t £ x/c) (2)

i(x,t) = f(t £ x/c)
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Ecuaciones en el dominio de la frecuencia: solucién dependencia espacial

B Puesto que los sistemas eléctricos utilizan tensiones e intensidades senoidales
interesa obtener soluciones ante excitaciones senoidales

u(x, t) = Re(Ue*/9) = Re(U(x)e™) (3)
i(x,t) = Re(Te&"/9) = Re(1(x)e™")

B Sustituyendo estas soluciones en (1) obtenemos las ecuaciones en el dominio de la

frecuencia _
dljiiX) = —(R+jwL)I(x) = —zI(x) *)
dil(;) = (G + jwC)U(x) = —yU(x)

m Donde se han introducido las variables z = R + jwlL (2/m)y y = G + jwC (S/m)
B Cuya solucién para la dependencia espacial es:

D(X) = l_J,-e_:YX + l_J,eMX (5)
T(x) = Te 7 4 e
m Definiendo la constante de propagacion, 7, como:

TEVZy=atjB

A « se le conoce como cte de atenuacion 'y a 3 como cte de fase
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Significado de las soluciones: onda incidente y reflejada

B Las soluciones en el tiempo y en el espacio serian:
u(x, t) = Ul_efnxRe[ej(wtfﬁme’)u,-)] + UreuxRe[ej(thrﬂerc‘ou,)] (6)
i(X. t) = le uxRe[ej(wt ﬁx.o,i)] + lre(yxRe[ej(Wt+{3X+‘/>lr)]

® Ondas incidente, reflejada y suma de ambas

(a) Incidente (b) Reflejada (C) Incidente+Reflejada
Figura: Ondas propagandose en la linea

B Puesto que son ondas:
B Longitud de onda, A =

m Velocidad de fase, v =

Sl gy
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Solucién en forma hiperbélica: condiciones de contorno

B Para determinar la solucién particular a partir de la general hay que determinar las
constantes U;, U,, liy I;
B De estas cuatro sélo dos son independientes:
U= Z];

U =-21,

. . . s > A
Definiendo a la impedancia caracteristica como: Z. =

(Q/m)

B Determinar U;, U,, I; y I, a partir de las condiciones de contorno no es conveniente
B Las condiciones son dos fasores de tensiones e intensidades, a elegir entre origen y
destino, y habria que separarlas en parte incidente y reflejada = Inconveniente
m Es mas conveniente aplicar dichas condiciones sin tener que separarlas en parte
incidente y parte reflejada = Solucién en forma hiperbédlica

U(x) = Uie ™™ 4 U,e™*

e e X e
:(Ui'f‘Ur)f"F(Ur_Ui)i

2
= K cosh(7x) + Kz senh(7x)
B Solucién en forma hiperbdlica
U(x) = Ki cosh(7x) + Kz senh(x) (M)
1(x) = K3 cosh(7x) + Ka senh(7x) (8)
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Solucién en forma hiperbélica: determinaciéon de K1, Kz, K3y Ky

B Determinaciéon de K; y K3
B En x = 0 se cumple U(x) = U(0) y I(x) = 1(0) =

K1 = U(0)
K3 =1(0)

B Determinacion de Ky y Ka
B Sustituyendo las soluciones hiperbdlicas, (7) y (8), en (4):

K17 senh(yx) + Ko7 cosh(yx) = —2(K3 cosh(7x) + Ky senh(9x))
K37 senh(7yx) + K47 cosh(yx) = —y (K1 cosh(7x) + Ka senh(7x))

B Estas dos ecuaciones se deben cumplir para todo punto, en especial para x =0 =

_ 7 _ 7z _ _

Ky = —=K3 = ———=1(0) = —Z1(0)
Y VZzy

_ vV - vV - 1 -

Ki=—2k = ——2_0(0) = — = U(0)
v zy Zc

Donde Z, =

(22/m) es la impedancia caracteristica
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Parametros de transmisién de la linea

B Solucién hiperbdlica:

U(x) = U(0) cosh(7x) — Z.1(0) senh(7x)
- U(0) _ - _
I(x)=— > senh(yx) + 1(0) cosh(yx)

C

B Solucién en forma matricial:

U(x)| | cosh(3x) —Z.senh(7x)] [0(0) 9
I(x)| — —zic senh(7x) cosh(7x) 1(0) ©)
B Pardmetros de transmisién de la linea
B Invirtiendo la solucién matricial para x = [:
U(0)] _ | cosh(¥/) +2Z. senh('_yl)- un
[7(0)} = |:Zlcsenh('_yl) cosh(7/) {7(,)} (10)

B Permite obtener los pardmetros de transmisién de la linea:

A = cosh(7/)

B = Z.senh(7/)

- 1

C = = senh(¥/
2 senh(F/)

D = cosh(71)
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Modelo en pi equivalente de la linea de transmisién

B Circuito en pi equivalente

u(o) u
m Calculando sus pardmetros de transmisién
7] = b T 0]l v vz 1052 [10)]
10)] = [Ypr 1] [0 1] |Ye2 1] LI(N)]  [Yor+ Yoot Yo Yp2Zs 14 YuZs| [ 1))

m E igualando con los obtenidos para la linea obtenemos los pardmetros del
equivalente que, como se puede ver, es simétrico:

Zs = Ze senh(¥/)

- 1 h(y/) -1 1 ol
Voo LGN -1 1, (l)
Z. senh(3/) Z: 2
- 1 h(3) —1 1 ol
Vo= L coshGN =1 _ 1 (1)
Z. senh(3/) Z: 2

modelo linea
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Modelos aproximados para la linea de transmision
1)

B Transformando las expresiones obtenidas para el 7 equivalente en:
s senh(7
/

7. = Z. senh(¥/) = z senh(¥/) = Elsenij('yl) =7—
y ¥l 3
o 1. (3 _yl 3\ _ Ytanh (3)
p = = tan (3)—atan (?)—ET

C

m Definiendo Z=2z-1(Q)y Y =y-1/2(S)
B Como las funciones senh(x)/x y tanh(x)/x tienden ambas a 1 cuando |x| < 1 =

o~
I
[SR]

7 =Zsenh(;7l)
7 ' 7l 7 7 Z=Z 7 7 Z=Z 7
(0 —7 () 7(0) : 10 7(0) . 10
| | L T
Y, l U(I)U(O)J [70)

Y, :ita"h(?%) J [HOHO) J

T(0) Y,
2 ry
2

(c) Linea corta, para | < 80km

(b) Linea media, para | < 250km

(a) Linea larga, para todo /
Figura: Modelos de la linea eléctrica y sus limites (para linea aérea)

modelo linea
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Potencia natural de la linea

B Potencia natural £ potencia transportada por la linea cuando es terminada por Z.
m U()) = ZI())

- 2
B La potencia transportada, la potencia natural, serd: 5. = U-(Q
Tensiones Aéreas Subterraneas
Z: = 3509 Z:. = 40Q
(kv) (MVA) (MVA)
20 1,14 10
66 12,4 109
132 49,8 435
220 138 1200
400 457 4000

Potencias naturales tipicas de lineas aéreas y subterraneas

B Para lineas ideales Z. € %
B Si Zcarga < Zc = la tensién va disminuyendo a lo largo de la linea
B Si Zcarga = Zc = el perfil de tensiones es plano
B Si Zcarga > Zc = la tensién va aumentando a lo largo de la linea (efecto ferranti)
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Caida de tensién en lineas inductivas: férmula exacta y aproximada

>

B Caida de tensién en una linea £ diferencia entre los médulos de la tensién a la

Z=R+jX S=P+

factor de potencia:

entrada y a la salida

*ﬁi

-— .
+ +
[/ Linea 7 7 Linea (7 o
Vs Eléctrica Vi, s Eléctrica V. cos(e)
Corta
— — _ _
AN
AV 2V, -V,

A
AV =2V, -V,
B Para el caso del modelo de linea de longitud corta las caidas de tension son:

B Expresado con |y ¢

Exacta: AV = Rlcos ¢ + Xlsen ¢ + Vs — \/V52 — (Xl cos ¢ — RIsen )?
Aproximada: AV = Rl cos ¢ + Xlsen ¢

m Expresado con Py Q@

Exacta: AV = R{- + X+ Ve—y/V2 - X& - RVE,)2

Aproximada: AV = Rvﬂr + Xv%
Qtr/'

linea
vy

ptri
vlinea

= Aproximada: AV/"? = R
!

m De tensién de linea: AV/inea

AVlita = \/ZAV
ptri y Q Qtr/'
Vr \/§V’/mea

P _
Como v, — V3vlinea
r
m De circuito monofasico: AV =2AV

modelo linea
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Caida de tensién en lineas inductivas: justificacidn

WAV =V.—V,=MQ=MN+NP+PQ
m MN = Rl cos ¢
B NP = Xlcosv = Xlsenp
B PQ=AQ - AP
E:Vs
AP = \/fo(choscprlcosdz)Z: \/fo(X/coscprlsenap)z

B Férmula exacta: AV =V, — V, = MN + NP + PQ
B AV = Rlcosp + Xlsenp + Vs — \/Vs2—(chos<,o—,‘:\’lseng0)2

B Férmula aproximada: AV =V, — V, = MN + NP
B AV = Rlcosp + Xlsenyp
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