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Introduccion

Dedicaremos el ultimo tema del curso a resolver ecuaciones diferenciales de
orden uno y lineales de orden superior.

Empezaremos la lecciéon dando los conceptos bésicos sobre ecuaciones
diferenciales y un teorema sobre la existencia y unicidad de soluciéon. Pos-
teriormente, daremos métodos sobre el calculo de soluciones de ecuaciones
diferenciales de orden uno y lineales de orden superior y terminaremos la
leccion dando las leyes de Kirchhoff que son una aplicacién directa de las
ecuaciones diferenciales.

Este tema consta de los siguientes apartados:

e Definicién de ecuacién diferencial y problemas de condiciones iniciales.
Un teorema de existencia y unicidad de solucién de un problema de
condiciones iniciales.

e Ecuaciones diferenciales de primer orden. Ecuaciones diferenciales ho-
mogéneas. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Ecuacion
de Bernoulli. Ecuaciones exactas. Factores integrantes.

e Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior. Existencia y unici-
dad de soluciones. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas. Ecua-
ciones lineales homogéneas con coeficientes constantes. Ecuacién difer-
encial lineal homogénea con coeficientes variables de orden 2. Ecuacion
diferencial lineal no homogénea de orden 2.



Definicién de ecuacién diferencial y problemas de condiciones ini-
ciales

Definicién 1 Una ecuacion diferencial de orden n € N* es una expresion
F(z,y,v,...,y™) =0 donde F : A — R, siendo A un subconjunto abierto
de R"2, ey = y(x)es una funcion real de variable real. Diremos que x es la
variable independiente e y la variable dependiente a determinar.

Diremos que y :la,b[— R es una solucion de la ecuacion diferencial
anterior Si:

i) Emiste y™ (x) para todo x €|a,b|.
i) (z,y(x),y(x),...,y"™(z)) € A para todo x €]a,b|.

iii) F(z,y(x),y'(z),...,y™(z)) = 0 para todo = €a,b].
Presentamos el concepto de problema de condiciones iniciales:

Definicién 2 Un problema de condiciones iniciales o de Cauchy es una
ecuacion diferencial F(x,y,1y/,...,y™) = 0 junto con una serie de condi-
ciones llamadas condiciones iniciales de la forma y(xo) = vo, ¥ (x0) = y1,
o,y (20) = vy, donde (20,0, Y1, -, Yn-1) € A. Una solucién de éste
es una solucion y(x) de la ecuacion diferencial que satisface y(xg) = yo,

Y (z0) =1, -, YV (20) = Y

El siguiente resultado nos dice que cuando un problema de condiciones
iniciales satisface ciertas hipotesis, entonces éste posee una tnica solucién.

Teorema 1 Seane€,§ >0, zo,y0 € Ry f :Jzo—€, yo+€[X|yo—0, yo+6[— R
continua con g—?’: continua. Entonces existe A > 0 tal que 0 < A < € e
Y :]zo — A\, o + A[— R que es la dnica solucion definida en |xg — X\, xo + A

del problema de condiciones iniciales:

{ y = f(z,9)
y(wo) = yo
Ecuaciones diferenciales de primer orden

En este apartado damos métodos para resolver algunos tipos de ecuaciones
diferenciales de primer orden.



1. Ecuaciones de variables separables

Son ecuaciones de la forma

y' = f(y)g(z)
Si f(y) # 0 para todo y del dominio de f entonces se tiene

/

Y = X
w—g()

Integrando en ambas partes se obtiene

/ f?zl/((?))dx - [ st

Si es posible calcular dichas primitivas, despejando y(z) se obtiene una
solucion de dicha ecuacién diferencial.
En el caso de que f(y) se anula, por ejemplo, si consideramos el problema
de condiciones iniciales:
{ y =y
y(0) =0~

la tnica solucién es y(z) = 0. Estas son conocidas cémo soluciones sin-
gulares del problema de Cauchy.

2. Ecuaciones homogéneas
Empezamos presentando el concepto de funcién homogénea.

Definicién 3 Sean D C R? tal que (tx,ty) € D para todot € R, (z,y) € D,
keRyf:D—R.

Se dice que f es homogénea de grado k si f(tz,ty) = t*f(z,y) para todo
t € R y para todo (z,y) € D.

Entonces se dice que una ecuacion diferencial de la forma
,_ flzy)
y =
9(z,y)

es homogénea si f(z,y) v g(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado
k e N.

Para resolver ésta, hacemos el cambio de variable v = £ de donde se
obtiene la ecuacion de variables separables
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Resolviendo ésta y deshaciendo el cambio se obtiene una solucién de la
ecuacion diferencial inicial.

3. Ecuaciones lineales de primer orden
La ecuacion lineal de primer orden es de la forma
f@)y + faz)y = g(z)

donde fi, f2, g :Ja,b]— R son continuas. Si fi(x) # 0 para todo x € [a, b],
entonces dividiendo por fi(x) se obtiene

o) o)
flx)” i)
y llamando p(z) = }?Ezg y q(z) = jf’l((?) se obtiene

Y + p(x)y = q(=).

Llamaremos a la ecuacién diferencial ¢y + P(z)y = 0 ecuacién diferencial
lineal homogénea asociada.

Si resolvemos dicha ecuacion, que es de variables separables, se obtiene
y = Kel P@d donde K > 0 luego, si G(z) es una primitiva de —p(z),
y = Ke®®),

Para calcular la solucién de y' + p(z)y = ¢(z), supondremos que ésta
es de la forma y = K(2)e®®, donde K () es una funcién a determinar.
Imponiendo a ésta el ser solucién de dicha ecuacién se obtiene que K(x) =
[ q(z)e~€@dz y de esto se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial.

4. Ecuacién de Bernoulli

Es una ecucién diferencial de la forma fi(z)y’ + fo(z)y = f3(z)y* donde
a€Ry fi, fa, f3 :]Ja,b]— R. Sia = 0 0 a = 1, la ecuacién anterior es lineal
o de variables separables respectivamente.

En otro caso, si se efectia el cambio z = y!=%, a partir de la resolucién
de la nueva ecuacién se obtiene las soluciones de la ecuacién incial.

e

5. Ecuaciones diferenciales exactas

Consideremos la ecuacion diferencial

’ —M(Qi,y)
T Ny



donde M, N :]a,b[x]c,d[— R continuas y N no se anula. Esta ecuacién

puede expresarse como

M(z,y) + N(z,y)y’ = 0.

Diremos que la ecuacién anterior es exacta si existe una funcién f :
Ja,b[x]e, d[— R tal que Z(z,y) = M(z,y) v ZL(z,y) = N(z,y).

Entonces es sencillo demostrar que la ecuacién f(z,y) = C, variando
C € R, define de forma implicita a todas las soluciones y de la ecuacion

diferencial.

En siguiente resultado nos dice cuando una ecuacion diferencial es exacta.

Teorema 2 Consideremos la ecuacion diferencial M (x,y) + N(z,y)y’ =0

donde M, N € C'(]a,b[x]c,d[,R). Entonces, la ecuacidn diferencial anterior

oM

es exacta si y solo si a—y(x,y) =

Para calcular la funcién f tal que f(x,y) = ¢ que define las soluciones y
de la ecuacién, impondremos a f que satisfaga las condiciones

{

y de ello calcularemos f.

Puede ocurrir que una ecuacién diferencial de la forma M (x, y)+N(x, y)y’
0 no sea exacta pero al multiplicar ésta por una funcion si lo que sea.

Diremos que una funcién continua que no se anula v :|a,b[x]c,d[— R
es un factor integrante de la ecuacién diferencial anterior si v(z,y) M (z,y) +

v(z,y)N(z,y)y = 0 es exacta.

Se tiene que en ese caso, las soluciones de la segunda ecuacion son solu-

ciones de la primera.

El calculo de factores integrantes suele ser complicado. Para su busqueda,
se suele suponer que éstos verifican alguna hipétesis adicional, como que sé6lo

of
.

of
0y

W (z,y).

= M(z,y)
= N(z,y) ’

dependen de una de las variables, etcétera.

Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
Una ecuacién diferencial de orden n es una ecuacion diferencial de la forma:
an(2) Y™ + ap_1(@)y™ Y + .+ ay(2)y + aolz)y = c(z)

donde a,, a,_1,...,aq,c:|a,bj— R son continuas.
Sin =1 tenemos que la ecuacion diferencial lineal de primer orden estu-

diada anteriormente.



Si a,(z) # 0 para todo = €]a, b], entonces podemos escribir la ecuaciéon
diferencial anterior como:

An-1(z) (1 ay(x ap(x c(x
0 @ oy, @) ) )
an(x) an() an() an(x)
En primer lugar se obtiene el siguiente resultado de existencia y unicidad
de solucién:

Teorema 3 FEl problema de condiciones iniciales

{ Y™ 4 pp_1(2)y™ Y + L+ pu(x)y + po(z)y =

g(ﬂf)
Y(zo) = Yo,y (v0) = 937 ce ,y("fl) (z0) = Yo

siendo p;,q :la,b|— R continuas, tiene una tunica solucion definida en el
intervalo |a, b|.
Ahora nos ocupamos de la resolucion de la ecuacion diferencial homogénea
Y™ + o1 (@)y™ Y + ()Y + polz)y =0
siendo p; :]Ja, b|— R continuas, 1 <1i < n.

Teorema 4 FEl conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial
anterior tiene estructura de R-espacio vectorial de dimension n.

Del resultado anterior se deduce que si yy, . . . , ¥, son n soluciones, cualquier

solucion y se expresa como:

y=ciyr+ ...+ Cln

para ciertos valores cy,...,¢c, € R.
Asi, nuestro problema se divide en:

1. Determinar n soluciones.
2. Demostrar que son linealmente independientes.

Para lo segundo, se introduce el concepto de Wronskiano:

Definiciéon 4 Sean yi,...,y, :|a,b[— R son (n — 1)-veces derivables. Se
define el Wronskiano de dichas funciones como la funcion W (yy,...,y,) :
la,b[— R:
/ (n—1)
() plz) ... wo (z)
vo(z) wa(z)(@) ...y (z)
W(ylavyn)( ): . ? . . 2 .
(@) ya(@) o ow V(@)



Entonces se obtiene:

Proposicion 1 Las soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea
de orden n yi, ..., Yy :Ja,b[— R son linealmente independientes si y sdlo si
W (1, ..,9n)(x) # 0 para todo x €]a, b].

6. Ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes

Una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes es una ecuaciéon
lineal homogénea:

y(")+pn71y(”*1)+...+p1y’+p0y:0, p,€R,0,1,....,n—1.

Si suponemos que €"* es una soluciéon de dicha ecuacién, sustituendo se
obtiene:

n_re n—1_rx

r'e™ + p,r" e + .+ pre” +poe” =0

y sacando factor comun:

e (r" + P +p0) =0

de donde 1™ + p,_17™ L 4+ ...+ pir +po = 0 y entonces 7 es raiz del
polinomio p(x) = 2™ + p, 12" ' + ... + p1x + po.

Definicién 5 FEl polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes anterior es p(z) = x™ + p, 12" 1 +
...+ P12+ po.

Por el teorema fundamental del dlgebra se tiene que p(x) = (z — ay)™ -
coo(w—ay)i (2 — Ajx+ By)*t - .. (2? — Agx+ By)®* donde ay, . . ., a; son las
raices reales de p(z) y 22+ Ayx + By, . . ., 2% + Axz + By, tienen dos soluciones
complejas conjugadas con multiplicidades si, ..., s respectivamente.

Entonces se obtiene:

Teorema 5 Si las raices del polinomio caracteristico de la ecuacion difere-
cial lineal con coeficientes constantes y™ + pp_1y" D + ... 4+ p1y/ +poy =0
son:

1. ai,...,a; con multiplicidades 1, ...,r; respectivamente.

2. a1 £1i61, ..., £ 0, con multiplicidades s+, ..., s, respectivamente.
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Entonces, los elementos de una base de las soluciones de la ecuacion son:

1. De a; se obtienen e®®, xeM® .. . gh—len®,
2. De ay se obtienen %%, xe®® .. . x"2~le®®,
3. De a, se obtienen e¥®, xe¥® .. . x" lea®,

4. De aq £ 181 se obtienen:

o ™% cos(f1z), 1e®® cos(f1x), . . ., x5 L™ cos(fz).

o M sin(fx), e sin(Bix),. .., x5 e sin(B ).

5. De aq = i3 se obtienen:

o ™ cos(Bpr), 1€ cos(Brx), . . ., " 1e T cos( ).

o T gin(Byr), ze“ T sin(Bx), . . ., x5+ Le T sin(Byx).

Ecuacién diferencial lineal homogénea de orden 2 con coefi-
cientes variables

Esta ecuacion diferencial tiene la forma:

y' + pu(x)y + po(x)y = q(z).

Veamos dos métodos para determinar una solucién particular de dicha
ecuacién diferencial. 7. Método de la variacién de constantes Si j(z) =

ca1y1(x) + coya(x) con ¢y, ¢y variando R es la solucién general de la ecuacién
homogénea asociada, buscaremos una solucién de la forma c¢i(x)y:(x) +
ca(x)ya(x) y ademds le impondremos que ¢ (z)y; (x)+cy(z)y2(z) = 0. Sustiyen-
do lo anterior en la ecuacion diferencial inicial se obtiene un sistema cuyas
incognitas son ¢} (z) y c,(z). Tras resolver dicho sistema se obtendran c;(x)
y co(x), y de éstas la solucion particular. 8. Método de los coeficientes

indeterminados Supongamos que g(z) es:



1. Un polinomio de grado n. Entonces supodremos que la solucién par-
ticular es un polinomio de grado n y determinaremos dicho polinomio
imponiéndole que es solucién.

2. q(x) = €" siendo r € R. Supondremos que la solucién es de la forma
yp = Ae™ y determinaremos A.

3. q(z) = cos(ax) o q(x)sin(ax) donde @ € R. Supondremos que la
solucién particular es de la forma y, = A cos(ax) + Bsin(ax) y deter-
minaremos A y B.

4. Suma o producto de funciones de los tipos anteriores. Veamos algunos
ejemplos que ilustran este caso:

Si g(x) = e”sinz, entonces buscaremos una solucién particular de la
forma y, = Ae” cosx + Be”sinx.

Si g(x) = e"z, entonces supondremos que la solucién particular es de
la forma y,(x) = Aze” + Be”.

Si q(z) = e** + 22, entonces supondremos que la solucién particular es
de la forma y,(z) = Ae** + Bz? 4+ Cx + D.

Una aplicacién de las ecuaciones diferenciales. Las leyes de
Kirchhoff

Para finalizar este capitulo, presentamos un ejemplo de aplicacién de

las ecuaciones diferenciales lineales a la Electrénica como son las leyes de
Kirchhoff.

Supongamos que tenemos un circuito en serie que contiene:

e Una fuerza electromotriz (fem) E que produce una corriente I.

e Una resistencia R, que se opone al paso de corriente produciendo una
caida en la fem de magnitud

FEr=RI (Ley de Ohm).

e Un inductor de inductancia L, que se opone a cualquier variacion de la
corriente, produciendo una caida en la fem que viene dada por

E, = L2,
L=t



e Un condensador de capacitancia C que almacena una carga (). La carga
que acumula el condensador se resiste a la entrada de nueva carga y
ello lleva a una caida de la fem de magnitud

1
Fo——
C CQJ

y como la corriente es el ritmo con el que la carga se acumula en el
condensador, se tiene
oQ

p— E-
La ley fundamental en el estudio de los circuitos eléctricos es la ley de
Kirchhoff que dice que la suma de las fuerza electromotrices entorno a un

circuito cerrado es 0.
En nuestro caso

I

E—-Ep—FE,—Ec=0

de donde se obtiene 51 .
L—+4+RI+=Q=F 1
5 TR+ 0 (1)
que es una ecuaciéon con dos variables I y @) que dependen del tiempo.
Utilizando que I = %—? podemos eliminar [ en (1) y se obtiene
0%Q 0Q 1
R—=41+ _0O=E 2
oo T Tev @)
Por otra parte, si derivamos respecto de t la ecuacién (1), de nuevo usando
que I = %—? podemos eliminar () de la ecuacién (1) obteniendo

L

o*1 oI 1 OF
L—+R—+==— 3
a2 et T )
Asi, tenemos dos ecuaciones diferenciales de segundo orden (2) y (3) para
la carga () y para la corriente I respectivamente.
Observemos que hay dos casos donde el problema se reduce a una ecuacién

diferencial de primer orden:

e Si el circuito no contiene condensador entonces la ecuacién (1) se reduce
a

oI
L—+RI=F.
ot
e Si el circuito no contiene un inductor, la ecuacién (2) se reduce a
0Q 1
R—+—=Q=F.
o ¢
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