INTEGRALES MULTIPLES

En este tema se estudia la integral de Riemann de funciones de varias variables. Como
veremos, la forma de introducirla es similar a la de la integral de Riemann de funciones
reales de variable real. Se hara el desarrollo para funciones reales de dos variables, para

méas de dos variables se introduce de forma analoga.
Integral doble sobre rectangulos

Definicién. Consideremos el rectangulo [a, b]x[c,d] y sean Py = {a = xg, 21, ..., T, =
b} y P2 ={c=190,Y1,--.,Ym = d} particiones de |a,b] y [c, d] respectivamente. Entonces
diremos que

Py x Py = {(z;,y;) ER* | 1 <i<n,1<j<m}

es una particién de [a,b] X [¢,d]. A partir de P; X P se obtiene una descomposicién
del rectangulo como unién de los rectangulos R;; = [zi, xi+1] X [y;,9j+1], 0 <i<n—1
0<j<m-—1.

Se define la norma de una particién P = Py x Py y se denota por 6(P) como el maximo
de las areas de los rectangulos de P.

Si Py Q son dos particiones de [a,b] X [c,d], diremos que P es mds fina que Q si

QCP.

Supongamos ahora que f : [a,b] X [¢,d] — R estd acotada.
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i) Se define la suma inferior de Riemann de f asociada a la particion P; X Ps

como

S(F,PLX Po) =D Y mi(wir — 20) (Y41 — j)

i=0 j=0
donde m;; = inf{f(z,y) | (z,y) € Ri;}.
ii) Se define la suma superior de Riemann de f asociada a la particién Py X Ps

como

S(f,P1 x Pz2) = Z Z M;j(zit1 — i) (Yj+1 — Yj)

i=0 j=0
donde M;; = sup{f(z,y) | (z,y) € Ri;}.
Sea f : [a,b]x][c,d] — R acotada y (P™)$2_, una sucesion de particiones de |a, b] X [c, d]
tales que P™ C P™*! y lim,,_,od(P™) = 0. Diremos que f es integrable en [a,b] X [c, d]

si existen y coinciden los limites
limp, e s(f, P") = limp—oe S(f,P").

A este valor se le llama integral de Riemann o integral de f en [a,b] X [c,d] y se denota
f[a,b]x[c,d] f(z,y)dxdy.

El calculo de integrales dobles en rectangulos puede reducirse al calculo de integrales

de funciones de una variable como muestra el teorema de Fubini para rectangulos:

Teorema. Si f : [a,b] X [¢,d] — R es integrable entonces
d b b d
//[ e f(z,y)dzdy =/ (/ f(z,y)dz)dy :/ (/ flz,y)dy)dz.
a,b]x|c, c a " .

Cuando la funcién f es positiva, la integral de f en [a, b] X [¢, d] coincide con el volumen

delimitado por la grafica de la funcion f y dicho rectdngulo.

Teorema. Si f : [a,b] X [¢,d] — R es continua entonces es integrable Riemann en

[a, b] x [c,d].
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Integral doble sobre recintos basicos

Un subconjunto €2 de R? se dice que es un recinto basico si es acotado, su interior
es no vacio y su frontera se puede expresar como unién de curvas y = g1(z) y = = g2(y)
donde g1 y g2 son funciones reales de una variable continuas.

Vamos a introducir la integral de Riemann de funciones reales de dos variable definidas
en recintos basicos.

Definicion. Si f : 2 — R es una funcién acotada donde €) es un recinto basico,

sea [a,b] X [¢,d] un rectdngulo que contiene a ). Entonces definimos

N flz,y) si (2,y) €Q
f(fv,y)Z{
0 si (z,y)¢Q

Entonces se dice que f es integrable en Q si lo es f en [a,b] x [c,d]. En ese caso se

define la integral de f en ) como:

/ /Q flag)dody = [ /[a,b]x[c,d] F (2, y)dudy.

Se puede probar que el valor de la integral no depende del rectangulo conteniendo a

) que elijamos.
Si consideramos 1q : 2 — R entonces [ [, 1o(z,y)dzdy coincide con el 4rea de €.

Al igual que para funciones definidas en rectangulos, se obtiene:
Teorema. Si Q es un recinto basico de R? y f : @ — R es continua entonces es
integrable Riemann en (2.

También se obtienen:
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Proposicién. Sea Q C R? un recinto bdsico, f,g : 8 — R integrables y o, 3 € R.
Entonces:

i) af 4 Bg es integrable en Q) y
/Lmﬂaw+@@wmmw=a/Lfmwmw+ﬁ/mewmmU

i) Si f(z,y) > 0 ¥(x,y) € Q entonces

[ | #adody = o
Q
iii) Si f(z,y) > g(z,y) Y(z,y) € Q entonces

//Qf(a:,y)dxdyZ//Qg(:r,y)d:rdy_
//Qf(a:,y)dxdyz//Int(mf(:r,y)d:rdy_

v) SiQ=Q;UQs con Q1 NQs = ) entonces

//Qf(x,y)dxdyI/ o f(x,y)dxdy—i—//gz f(z,y)dxdy.

Finalmente, el teorema de Fubini permite calcular integrales en recintos bésicos:
Teorema. Sean h,g :Ja,b[— R continuas con h(x) < g(z) para todo = € [a,b]. Si

D={(z,y) eR?* |a<x<bh(z)<y<g(x)} y f: D— R continua, entonces:

//D f(z,y)dzdy = /ab(/hj:) f(x, y)dz)dy.
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Nota. El teorema de Fubini también se tiene para recintos de la forma D = {(z,y) €

R? | c <y <d,h(y) <z <g(y)} y entonces se tiene que

//Df(:r,y)d:rdyZ/cd(/hZ?) Flz,y)dz)dy.

Cambios de coordenadas en R?

Muchas veces, los cambios de variable son necesarios para el calculo de integrales. En
R? se tiene el siguiente resultado:

Teorema. Sea () un subconjunto abierto de R? y sea f : 0 — R integrable. Supong-
amos que ® : A — R? donde A es un subconjunto abierto de R? tal que ®(A) = Q, ®
es diferenciable en A y |J(®(u,v))| # 0 para todo (u,v) € A. Entonces si consideramos

el cambio de variable x = ®1(u,v), y = ®2(u,v) se tiene que

[ | s@wdets= [ [ p@opiaea@e)idud.

El cambio de variable que més emplearemos en R? es el cambio a coordenadas polares

que ya conocemos.
Cambios de coordenadas en R?

Como ya hemos adelantado, la integral de Riemann en R? se introduce de forma
andloga a la integral de Riemann en el plano. Con respecto a las integrales y los cambios

de coordenadas se obtiene también un resultado anslogo al obtenido en R?:
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Teorema. Sea Q0 un subconjunto abierto de R y sea f :  — R integrable.
Supongamos que ® : A — R3 donde A es un subconjunto abierto de R? tal que ®(A) =
Q, ® es diferenciable en A y |J(®(u,v,w))| # 0 para todo (u,v,w) € A. Entonces si
consideramos el cambio de variable v = ®1(u,v,w), y = ®o(u,v,w), z = P3(u,v,w) se

tiene que
///Qf(x,y,z)dxdydz:///Af(CD(u,v,w))|det(J(cI>(u,v,w)))|dudvdw_

Los cambios de coordenadas més importantes en R3 son los cambios a coordenadas

esféricas y cilidricas.

i) Coordenadas cilindricas

®:RT x [0,27[xR — R3\ {(0,0,0)} | ®(r,0,2) = (rcosf, rsind, z).

Si (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)} tal que ®(r,0,2) = (x,y,2) entonces r = /22 + y? y 0 es
el dngulo que forma el vector de posicién del punto (x,y,0) con la parte positiva del eje
0X.

ii) Coordenadas esféricas

o : R’ \ {(07070)} — RT x [0,271’[)([—71’/2,77’/2] ‘
D(r,0,p) = (rcosbcosp,rsinb cos g, rsin p).

Si (z,y,2) € R\ {(0,0,0)} tal que ®(r,0,¢) = (z,y, z) entonces r = /a2 + y2 + 22, 0
es el angulo que forma el vector de posicién del punto (x,y,0) con la parte positiva del
eje OX y ¢ es el dngulo que forma el vector de posicién del punto (z,y, z) con el vector

de posicién del punto (z,y,0).



