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Introducciéon

Iniciamos este bloque dedicado al estudio del andlisis de varias variables
introduciendo los conceptos topolégicos que necesitaremos en los restantes
temas del curso.

Las demas secciones las dedicaremos al calculo de limites y al estudio de
la continuidad de funciones de varias variables.

El tema queda dividido en los siguientes apartados:
e Topologia en R".

Funciones de varias variables.

Definicién de limite de una funcién de varias variables. Propiedades.

Calculo de limites de funciones de dos variables: Limites iterados, di-
reccionales y cambio a coordenadas polares.

Continuidad de funciones de varias variables. Propiedades.

Topologia en R"

En esta apartado vamos a generalizar los conceptos de intervalo, puntos
interiores, conjuntos abiertos y puntos de acumulacion.
En R” se define la norma euclidea como || . ||: R" — R tal que

| (z1,. . 20) [[n= /23 + ...+ 22.



Cuando trabajemos en un tnico R™ escribiremos simplemente || z || en
lugar de || z ||-
Se tiene que es norma ya que verifica:

i) |z|>0VaxzeR"y || x|=0siysdlosiz=0.
i) [[az|=a| |z]|VaeR, ¥V zeR"
i) [z+yl<lfzl+[ylVzyeR"

Sin =1 se tiene que || z [|= |z|.

La distancia euclidea en R" es la distancia asociada a la norma anterior,
osea, d(z,y) =||z—y || Vz,yeR"

Si zg € R® y r > 0 se define la bola abierta de centro xy y radio r
como B(zg,r) = {zx € R" | ||z —x |[< r}. En R se tiene que B(xg,r) =
|zo — 7,20 + 7|, €n R?, B(xg,7) es el interior de la circunferencia de centro
y radio r y en R3, B(zg, r) es el interior de la esfera de centro xq y radio r.

Si ACR"yzy € A, se dice que xg es un punto interior de A si existe un
r > 0 tal que B(zg,7) C A. El conjunto de todos los puntos interiores de A
es denotado por Int(A). Por definicién se tiene que Int(A) C A.

Se dice que A C R™ es un conjunto abierto si Int(A4) = A.

Si ACR"yxy € R" sedice que xy es un punto de clausura de A si para
todo 7 > 0 se tiene que B(zg,7) N A # (). El conjunto de todos los puntos de
clausura de A es denotado por Cl(A). Por definicién se tiene que A C CI(A).

Se dice que A C R™ es un conjunto cerrado si C1(A4) = A.

Se verifica que A es abierto si y s6lo si R™ \ A es cerrado y A es cerrado
si y s6lo si R™\ A es abierto.

Si ACR"yz € R"” se dice que g es un punto de acumulacién de A
si para todo r > 0 se tiene que (B(zo,7r) \ {zo}) N A # (. si zp € A no es
un punto de acumulacion de A, se dice que es un punto aislado de A. El
conjunto de los puntos de acumulacién de A es denotado por A’ y se le llama
conjunto derivado de A. Observemos que todo punto de un conjunto abierto
es punto de acumulacién de éste.

Funciones de varias variables

Definicion 1 Una funcion de varias variables es una aplicacion f : D —
R™ siendo D C R", n,m € N* yn > 1. Sim = 1 diremos que f es un
funcion real de varias variables.

Entonces se puede expresar

flxe,..oxn) = (filzr, s 2n)s oo ST, - o, T0))-



Se dice que f; : D — R son las funciones coordenadas de f, 1 <i < m. Se
tiene que si p; : R” — R tal que p;(x1,...,2,) = z; 1 <i < m, que son las
proyecciones de R™, entonces f; =p;o f 1 <i < m.

Asi, las funciones coordenadas son funciones reales de varias variables.

Definicién 2 Una funcion de varias variables f : D — R™ siendo D C
R™, se dice que estd acotada si existe un r > 0 tal que f(D) C B(0,r).
Limite de funciones de varias variables

Como una generalizacion del concepto de limite de funciones reales de vari-
able real se tiene:

Definicién 3 Sea D CR", f: D — R™, g € D' yl € R™. Diremos que
lim, .., f(x) =1 si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x € D verifica que
0 <[] x — 0 ||n< 6 entonces || f(z) =1 ||m<e.

Observemos que esta definicion coincide con la dada para funciones reales
de variable real.

Al igual que en una variable, se tiene que el limite si existe es tnico y
ademas, con respecto al limite y las operaciones entre funciones se tiene:

Proposicion 1 Sean D C R", f,g: D — R™, zy € D' y a,0 € R.
Supongamos que im, .., f(z) =11 y lim,_,, g(x) = la. Entonces:

i) limg g (af + Bg)(x) =a li + B 1y,
i) Sim=1limy ., (f-9) =11l
i) Sim=1,1y#0 yg(x)#0 VY € D entonces limxﬁxo(g)(x) =4,

Ademas, el calculo de limites de funciones de varias variables se reduce
al calculo de limites de funciones reales de varias variables:

Proposicion 2 Si D CR" y f : D — R™ con funciones coordenadas

f1, fay .oy fmn entonceslim,_, f(z) =1 = (l1,1l2, ..., Ly) siysdlo silim, ., fi(x)



Calculo de limites de funciones de dos variables

A partir de ahora nos restringiremos a funciones reales de dos variables.

Sea D CR? f: D — Ry (x9,9) € D'. Veamos técnicas para reducir
el calculo de lim g ) (z0,40) (%, y) al célculo del limite de funciones reales de
variable real.

Las dos primeras técnicas no permiten asegurar, en caso de existir, el
valor del limite, aunque permiten algunas veces darnos el valor del candidato
a limite o incluso asegurarnos la no existencia del limite.

1. Limites Iterados

Proposicién 3 Supongamos que l,, = lim, ., (lim, .., f(z,y)) € R y
lye = limg o (limy_y, f(z,y)) € R, Si eviste limg ) (o) f(T,y) = 1,
entonces lyy =1y . = 1.

Como consecuencia del resultado anterior:

1. Silgy,lys € Ry lyy # 1y, entonces no existe lim, ) (zo.40) f (2, y) = L.

2. Silyy,l,» € Ry coinciden entonces, el tunico valor que puede tomar
im (3.4) s (20,50) J (@, ¥) €8 Iy = I, pero no podemos asegurar que exista
dicho limite.

3. Puede no existir I, 0 Iy, 0 los dos y que exista limz y)—(zo.40) f (2, ¥)-
2. Limites direccionales

En el caso de funciones reales de variable real, dado un punto de acu-
mulacién del dominio, podemos aproximarnos a éste por puntos del dominio
por la izquierda o por la derecha. Cuando el dominio de la funcién es un
subconjunto de R2, el niimero de formas de aproximarnos suele ser mayor e
incluso diferente ya que podriamos aproximarnos por pardbolas, etc...

Asi, introducimos el concepto de limite direccional:

Definiciéon 4 Sea g(x) una funcion real de variable real tal que xy € Dom(g)’
y lim, ., g(x) = yo. Se define el limite direccional de f(x,y) a lo largo de g

en (zo,Y0) como l, = lim,_,,, f(z,g(z)).
Entonces se tiene:

Proposicién 4 Si existe lim, ). (a0,40) f(7,y) = [ € R entonces | = I, para
toda funcion g que satisface las propiedades que aparecen en la definicion
anterior.



Asi:

1. Si encontramos dos funciones g; y ¢» que satisfacen la definicién de
limite direccional tales que Iy, # l,, entonces podemos afirmar que no

existe lim s )~ (z0,40) f(z,y).

2. Sil, ¢ R para alguna funcién g entonces podemos afirmar que no existe
1 2,y w0 90) f (2, Y)-

3. Si existe I, € R entonces si existe lim g ) (z0,4) f(%,¥), éste coincide
con .

A partir de ahora nos restringiremos al célculo de limites en (0,0) ya que
M (3 4) s (z0,50) J (%, ¥) coincide con lim g 4)—(0,0) (@ + o, ¥ + Yo)-

Para intentar demostrar que un cierto limite no existe, utilizaremos fun-
ciones del tipo g(z) = ma™. Algunos ejemplos que presentamos en clase
ilustran la forma de encontrar el n apropiado.

3. Paso a coordenadas polares

Presentamos un resultado que muestra como se calcula el limite de una
funcién en (0,0) usando coordenadas polares.

Aprovechando lo visto en el repaso de nimeros complejos al inicio del
curso, se puede establecer una biyeccién @ : R?\ {(0,0)} —]0, +00[X [0, 27|
tal que ®(z,y) = (++/22 + y2,0) donde 0 es el dngulo que forma el vector
de posicién del punto (z,y) con la parte positiva del eje OX.

Si ®(x,y) = (r,0) entonces se dice que (r, ) son las coordenadas polares
de (z,y) y entonces x = rcosf e y = rsinf.

Presentamos un resultado que muestra como se calcula el limite de una
funcién en (0,0) usando coordenadas polares.

Proposicién 5 Sea D C R? tal que (0,0) € D' y f: D — R% Si existe
l € R tal que lim,_o f(r,0) = [ para todo 6 € [0,2n] y |f(r,0)—1| < F(r) para
todo 6 € [0,2r] donde F es una funcion real de variable real que satisface
lim, o F(r) = 0, entonces limg 0,0 f(z,y) = L.

Continuidad de funciones de varias variables

En primer lugar, damos la definicién de continuidad de funciones de varias
variables que generaliza la dada para funciones reales de variable real:

Definicion 5 Sea D CR", f: D — R yxo€ D.



i) Sixg ¢ D', diremos que f es continua en xy.
it) Sixg € D', diremos que f es continua en xy silim, ., f(z) = f(xg).

Observemos que el estudio de la continuidad de una funcion se reduce al
calculo de limites.

Presentamos las propiedades de la continuidad de funciones de varias
variables con respecto a la operaciones entre funciones:

Proposicion 6 Sean D C R*, f,g : D — R™, o, € R yxg € D.
Supongamos que f,g son continuas en xo. Entonces:

i) af + Bg es continua en xy.
ii) Sim =1 entonces f - g es continua en xy.
iii) Sim =1y g(x)# 0 para todo x € D entonces % es continua en xg.

Proposiciéon 7 Sean D C R”, DCR™ f:D—R"yg:D — R
siendo f(D) C D. Supongamos que xo € D tal que f es continua en xo y g
es continua en f(xg). Entonces go f es continua en xg.

Acabamos el tema presentando el teorema de Weierstrass para funciones
de varias variables:

Definicion 6 Si f : D — R™ es una funcion continua, siendo D C R"
cerrado y acotado, entonces f(D) es un conjunto cerrado y acotado.
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