FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Definicién. Se define funcién real de variable real a una aplicaciéon f : D — R

donde D C R.

Ejemplo. Si consideramos f(x) = y/x entonces el dominio mdximo de f es D =

[0, ool

Definicién. Si f : D — R, se define la grafica de f como el subconjunto de R?

Graf(f) = {(z, f(z)) | © € D}.

Definicién. Si f,g: D — R y a € R se define:

i) f+g9:D—RI[(f+9)(x)=f(z)+g(x).

i) af : D — R | (af)(x) =a- f(x).

iii) f-g: D —R[(f-g)(x) = f(z) - g(x).

iv) Si g(x) # 0 para todo z € D, f/g: D — R | (f/g)(z) = f(z)/9(x).

Definicién. Sea f: D — R. Entonces:

i) Diremos que [ estd acotada superiormente si existe k € R tal que f(x) < kVx € D.
Entonces diremos que k es una cota superior de f.

ii) Diremos que f estd acotada inferiormente si existe m € R tal que f(x) > m
Vx € D. Entonces diremos que m es una cota inferior de f.

iii) Diremos que f estd acotada si estd acotada superiormente e inferiormente.
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Definicién. Sea f: D — R. Entonces:

i) Diremos que f es creciente si f(x) < f(y) cuando x < y.

ii) Diremos que f es decreciente si f(x) > f(y) cuando z < y.

iii) Diremos que f es estrictamente creciente si f(x) < f(y) cuando x < y.
iv) Diremos que f es estrictamente decreciente si f(x) > f(y) cuando x < y.

v) Diremos que f es mondtona si es creciente o decreciente.

Ejemplos. 1. Si f:[0,00[— R | f(x) = 2% entonces f es estrictamente creciente
y no esta acotada superiormente pero si inferiormente por 0.

2. f:R— R | f(r) = —2z + 1 es estrictamente decreciente y no estd ni acotada
superiormente ni inferiormente.

3. f:R— R | f(x) = —2 es creciente y decreciente. Ademds esta acotada.

Definicién. Si D C R y zg € R, diremos que x( es un punto de acumulaciéon de D
siVo > 0 (Jxg — 6,20 + 6[\{z0}) N D # 0. Denotaremos por D’ el conjunto formado por
los puntos de acumulacion de D. Intuitivamente, o € D’ si podemos encontrar puntos
de D\ {z¢} tan préximos a zp como queramos.

Ejemplo. Si D =| — 3,5[U{6} entonces D' = [-3,5].

Definicién. Sea f: D — R, 2o € D' yl € R.

i) Diremos que lim,_,,, f(z) =1 si Ve > 0 existe 6 > 0 tal quesiz € D, 0 < |z —xo| <
d entonces |f(z) — 1| < e.

ii) Diremos que limy,_.,, f(z) = oo si VM € R existe § > 0 tal que si x € D,
0 < |z — xo| < & entonces f(x) > M.

iii) Diremos que lim,_,,, f(z) = —oo si VM € R existe 6 > 0 tal que si z € D,
0 < |x — x| < 0 entonces f(x) < M. iv) Si D no estd acotado superiormente, diremos
quelim,_, o, f(x) =1siVe > 0 existe k € R tal quesix € D, x > k entonces |f(z)—1| < e.

v) Si D no estd acotado superiormente, diremos que lim,_, f(x) = oo si VM € R

existe k € R tal que si x € D, x > k entonces f(x) > M.
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vi) Si D no estd acotado superiormente, diremos que lim,_. . f(z) = —oo si VM € R
existe k € R tal que si x € D, x > k entonces f(x) < M.

vii) Si D no estd acotado inferiormente, diremos que lim, . o f(z) =1 si Ve > 0
existe k € R tal que si x € D, x < k entonces |f(z) — | < e.

viii) Si D no estd acotado inferiormente, diremos que lim,_, _, f(z) = o0 siVM € R
existe k € R tal que si x € D, x < k entonces f(x) > M.

ix) Si D no estd acotado inferiormente, diremos que lim,_, ., f(x) = —oco0 siVM € R

existe k € R tal que si x € D, x < k entonces f(x) < M.

Proposicion. Sean f,g : D — R, 29 € D' y a € R. Supongamos que
lim, ., f(x),lim,_., g(x) € R. Entonces:

i) limg .y, (f(z) + g(x)) = limy .y, f(z) + limy_— o, g(2).

ii) lim, ., af (z) = alim, ., f(z).

iii) limg .y, (f - 9)(z) = limy—p, f(2) - limy— sy, g().

iv) Si g(z) # 0 para todo x € D y lim,_.,, g(z) # 0 entonces lim,_.,, (f(x)/g(z)) =
(img— s, f(2))/(Umy .z g(2)).

Si D no esta acotado superiormente o D no esta acotado inferiormente, se tienen las

propiedades anteriores sustituyendo lim,_,,, por lim,_,o, o lim, . ., respectivamente.

Proposicién. Sean f,g: D — R y xz— € D’. Supongamos que lim,_,,, f(z) = 0o

y lim, ., g(z) =1 y existe lim,_,,, f(z)(g(z) — 1) € R. Entonces

lim g(z)f®) = elime—ay f(@)(g(@)=1)

T—Tg

Si D no esta acotado superiormente o D no esta acotado inferiormente, se tiene que la
propiedad es también cierta sustituyendo lim,_,,, por lim,_,., o lim,_, ., respectiva-

mente.
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Limites laterales

Definicién. Sea f: D — R.

i) Si xzg € (] — 00, 29[ND)’". Se dice que que el limite cuando x tiende a x por la
izquierda de f es | y se escribe hquxg f(x) =1siVe >0 existe d >0 tal que si x € D,
0 < zp—x < 6 entonces |f(x) — 1| <e.

ii) Si zp € (Jxg, +o0[ND)’. Se dice que que el limite cuando x tiende a xy por la
derecha de f esl y se escribe liquwar f(x) =1 si Ve > 0 existe § > 0 tal que si x € D,

0 <z —x <6 entonces |f(x) — 1] <e.

Proposicién. Sea f : D — R y sea z¢g € (] — o0, x9[ND)" N (,xg, +00[ND)".

Entonces lim,_.,, f(z) =1 si y sélo si liml,_mo_ f(x) = limx_mar flx) =1
Continuidad de funciones

Definicion. Sea f: D — R y xg € D.

i) Sixzg ¢ D', diremos que f es continua en x.

ii) Sizg € D', diremos que f es continua en xg si lim, ., f(z) € R y lim,_,,, f(z) =
f(zo). Diremos que f es continua en D si es continua en x, para todo x € D.

Proposicion. Sean f,g: D — R, xg € D y a € R. Supongamos que f y g son
continuas en xy. Entonces:

i) f+9, f—g,af y g son continuas en x.

ii) Si g(z) # 0 entonces f/g es continua en x.

Proposicion. Si f: Dy — R y g: Dy — R tal que Imf C Ds, f es continua en
xo € D1 y g es continua en f(x() entonces g o f es continua en xg.

Proposicién. i) Si f: R — R, f(z) =c € R Vz € R entonces f es continua en R.

ii) Sif:R— R, f(x) =2", n € N* entonces f es continua en R.

iii) Si f: R — R, f(x) € Rx] entonces f es continua en R.
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iv) Si f(z) = p(x)/q(z) con p(x),q(x) € R[z] entonces f es continua en R\ {c €
R | g(c) = 0}.

v) Si f(x) = {/p(x) con p(x) € Rlz| entonces f es continua en su dominio.

vi) f(z) = senz, g(z) = cosz, h(z) =e” y r(z) = a®,a > 0 son funciones continuas
en R.

vii) f(z) = tg(x) es continua en R\{x € R | cosx = 0} = R\{nn/2 | n € Z,n impar}.

viii) g(z) = logz, h(z) = log,= son continuas en |0, co|.

ix) j(x) = arcsenz, k(z) = arccosx son continuas en [—1,1].

x) l(x) = arctgx (tomar Imf =| — 7 /2,7/2[) es continua en R.

Clasificaciéon de las discontinuidades

Sea f: D — Ry xy € D. Supongamos que f no es continua en x.

1. Si existe lim, ., f(z) = | € R diremos que f presenta una discontinuidad
evitable en xg.

Si definimos f : D — R tal que f = f(z) si z # zo y f(x0) = limy_,, f(z), entonces
f(z) = f(z) six#x0y f es continua en .

2. Si no existe lim,_,,, f(x) pero existen limxﬁwg flz)y ﬁmx%g f(z) entonces
diremos que f presenta una disconitunuidad inevitable de primera especie o de salto
finito en xg.

3. Sino existe algin limite lateral o alguno es infinito entonces diremos que f presenta

en g una discontinuidad inevitable de segunda especie.

Teoremas sobre valores intermedios y valores extremos de las funciones

continuas

En primer lugar se tiene:
Teorema. (Bolzano) Sea f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces
existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.
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De este resultado se sigue:
Teorema. (Weierstrass de los valores intermedios) Sea f : [a,b] — R con-

tinua. Siy € R es un valor entre f(a) y f(b) entonces existe ¢ €]a, b tal que f(c) =y.

Con respecto a los valores extremos se obtiene:

Teorema. (Weierstrass de los valores extremos) Sea f : [a,b] — R continua.
Entonces:

i) f estd acotada.

ii) Existen x1,x2 € [a,b] tales que f(z1) < f(x) < f(z2) para todo z € [a,b].

La funcién f :]0,1] — R tal que f(z) = 1 muestra la necesidad de que la funcién

del resultado anterior tenga que ser continua en un intervalo cerrado.

Definiciéon de derivada y primeras propiedades

Definicién. Sea f :Ja,b[— R y xg €|a, b[. Se dice que f es derivable en x si existe

0 w y es finito. En ese caso denotaremos por f'(xg) el limite anterior.

_ f(zoth)—f(z0)
h

limh_>
Se dice que f es derivable por la izquierda en xq si existe limy,_,q y es
finito. En ese caso denotaremos por f' (xq) el limite anterior.

Se dice que f es derivable por la derecha en xq si existe lim;,_,q+ w y e

S
finito. En ese caso denotaremos por f! (xq) el limite anterior.

Asi, f es derivable en xq si y solo si es derivable por la derecha y por la izquierda en
zo y [ (x0) = f} (20).

Proposicién. Sea f :Ja,b[— R y x¢ €]a,b[. Si f es derivable en x( entonces f es

continua en xg.

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto en general. Para ello, basta con-

siderar f:] —1,1[— R, f(x) = |z| que es continua pero no derivable en x = 0.
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Interpretacion geométrica de la derivada
Si f :la,b|— R, xg €la,b] y f es derivable en xy entonces la derivada de f en z
coincide con la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en (zq, f(z0)).

Asi, la recta tangente a f(x) en x = x tiene por ecuacién:

y— f(zo) = f’(xo)(x — xp).

Recordemos finalmente que dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pen-
diente.

Definiciéon. Dado D C R y zg € D, se dice que x( es un punto interior a D si existe
h > 0 tal que |xg — h,z9 + h[C D. Denotaremos por Int(D) el conjunto de los puntos
interiores de D.

Notar que si D C R entonces Int(D) C D’.

SiDCRy f:D— R, podemos definir de la misma forma que hemos definido la
derivada y las derivadas laterales en intervalos abiertos, la derivada y derivadas laterales
en puntos interiores de D.

Si z¢p € Int(D) entonces existe h > 0 tal que Jzg — h,zo + h[C D. Consideremos
f = flzo—h,zo+n] : D — R. Se dice que f es derivable en zq si lo es f y en ese caso se
define f'(z0) = f(xo).

Diremos que D es abierto si D = Int(D). Asi, si f : D — R, podemos definir la
derivada en cualquier punto de D. Notar que R es un conjunto abierto.

Si f:D — R con D abierto, se dice que f es derivable si lo es en x, para todo
x € D. En ese caso se define la funcién derivada de f como f': D — R tal que a cada

x € D le hacemos corresponder f'(z).

Ejemplos. 1. Si f: R — R | f(x) = k con k € R entonces f es derivable y
f'(z) = 0 para todo x € R.
2. Si f:R— R | f(z) =x entonces f es derivable y f’(z) =1 para todo x € R.
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Proposicién. Sean f,g :|a,b]— R, a € R y xg €|a, b tal que f y g son derivables
en xg. Entonces:
i) f+g, f—gy of () son derivables en zo y (f+9)'(x0) = f'(z0)+9'(z0), (f—9)(z0) =
f(@o) = g'(wo) ¥ (af) (zo) = auf' (x0).

ii) f-g esderivable en xg y (f-g)' (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0).
_ [(zo)g(xo)—f(w0)g' (w0)

g(w0)?

iii) Si g(zo) # 0 entonces f/g es derivable en xo y (f/g)'(z0)
Teorema. (Regla de la cadena). Sea f :la,b|— R y g :]c,d[— R tal que
f(Ja,b]) Cle,d[ y sea xo €]a,b[. Si f es derivable en xo y g es derivable f(xg) entonces

(g0 f) (x0) = g'(f(20)) [ (o).
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Férmulas de las derivadas de las funciones elementales

Funcién Derivada
y=a" y' = na" !

y = f(=)" y' =nf(@)" " f'(x)

y =ef @) y = ef(x)f/(x)

y = af@ y = al® f'(x)loga

y = logf(z v =
y =log, f(z y = L8log,e

)
()
y = senf(z) y' = f'(z)cosf(x)
y = cosf(x) y' = —['(z)senf(z)
y=tgf(z) | v =L = f(a)1 +1tg’f(x)
y = senhf(z) y' = ['(x)coshf(z)
y = coshf(z) y' = ['(x)senhf(z)
Yy = tghf(.’l?) y/ Coéfhg?(w)
_ r_ _ fi(=)
y = arcsenf(z) Yy e
_ r_ _—f'(=@)
y = arccosf(x) Yy o
y = arctgf(x) y = 1if(&))z
_ r_ _ fi(=@)
y = arcsenhf(x) V= Arar
Y= arCtghf(x) y' = 1ff(($x))2
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Representacién grafica de funciones

Definicién. Sea f: D — R y zy € Int(D).

i) Se dice que xy es un maximo relativo de f si existe h > 0 tal que |xg—h, zo+h[C D
v f(z) < f(xg) para todo x €]zg — h,zo + h|[.

ii) Se dice que xy es un minimo relativo de f si existe h > 0 tal que |zg—h, xo+h[C D
v f(x) > f(xg) para todo x €]zg — h,zo + h|[.

iii) Diremos que x es un extremo relativo de f si es un maximo relativo o un minimo

relativo de f.
Ejemplo. Si f: R — R | f(z) = |z|, entonces z = 0 es un minimo relativo de f.
Proposicién. (Fermat). Sea f :Ja,b[— R y z¢ €]a, b[. Siz( es un extremo relativo
de f y [ es derivable en xg entonces f'(xg) = 0.
Definicién. Sea f : D — R y x¢ € Int(D). Supongamos que f es derivable en

xg € D. Diremos que xg es un punto critico de f si f'(xq) = 0.

Observemos que si f es derivable en g y zg es un extremo relativo de f entonces xq
es un punto critico de f. El reciproco de lo anterior no es cierto en general, como muestra
el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Si f: R — R | f(z) = 23, x = 0 es un punto critico pero no es un
extremo de f.

Teorema. Sea f :|a,b|— R derivable. Entonces:

i) fes creciente si y sélo si f'(x) > 0 para todo = €]a,b|.

ii) f es decreciente si y sélo si f'(x) < 0 para todo z €]a,b|.

iii) f es constante si y sélo si f'(x) = 0 para todo x €la,b].

También se obtiene:

Teorema. Sea f :]a,b[— R derivable. Entonces:

i) Si f’(x) > 0 para todo x €]a,b| entonces f es estrictamente creciente en |a, b|.

ii) Si f'(x) < 0 para todo x €]a, b[ entonces f es estrictamente decreciente en |a, b|.
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Los reciprocos de las propiedades anteriores no son ciertos ya que basta considerar
f,9 ] —1,1[— R con f(x) = 2® y g(x) = —23 que son estrictamente creciente y

estrictamente decreciente respectivamente y las derivadas de ambas se anulan en x = 0.
Derivadas sucesivas

Definicién. Sea f :]a,b|— R derivable y z¢ €|a,b|. Si existe la derivada de ' enxg y
es finita entonces diremos que f es dos veces derivable en xq y se define f"(xq) = (') (x0).
De la misma forma definimos la derivada tercera, cuarta, etc... Denotaremos por f(™ (z0)
la derivada n-ésima de f en xg. SIi f’ es derivable entonces diremos que f es dos veces
derivable y en ese caso definimos f"” : D — R como f"” = (f')'. Asi sucesivamente se
define la funcién derivada tercera, cuarta, etc...

Proposicién.  Sea f,g :Ja,b[— R, n € N* y g €la,b]. Si f y g son n veces
derivables en xo entonces:

i) f + g es n veces derivable en o y (f + g)™ (z0) = f (z0) 4+ g™ (z0).

ii) f-g es n veces derivable en xo y (f - )™ (z0) = 3 pey (Z)f(k)(xo)g("_k)(xo).
(Férmula de Leibnitz)

Teorema. Sea f :Ja,b]— R dos veces derivable y supongamos que xg €|a,b| tal que
f'(xz0) = 0. Entonces:
i) Si f"”(xo) > 0, entonces xy es un minimo relativo de f.

if) Si f"(z¢) < 0, entonces ¢ es un maximo relativo de f.
Concavidad y Convexidad

Si f :]a,b[— R, se dice que f es convexa si para todo z,y €]a, b[, el segmento que une
los puntos de la grafica (z, f(x)) e (y, f(y)) estd por encima de la grafica de f y convexa
si esta por debajo.

Notemos que el segmento que une los puntos anteriores es el conjunto {(1—t)(xo, yo)+
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Ast:

Definicién. Sea f :la,b[— R. (]a,b] puede ser R, | — 00, b[ 0 ]a,oc[).

i) Diremos que f es convexa si para todo x,y €|a,b| tales que x < y entonces f((1 —
iz +ty) < (1 —1t)f(x) +tf(y) para todo t €]0,1].

ii) Diremos que f es céncava si para todo x,y €|a,b| tales que x < y entonces
f(I=t)x+ty) > (1 —1t)f(x)+tf(y) para todo t €]0, 1].

Teorema. Sea f :]a,b[— R dos veces derivable. Entonces:

i) f es convexa si y solo si f""(x) > 0 para todo = €]a,b|.

ii) f es céncava en |a,b| si y sélo si f”(x) <0 para todo = €]a,b|.

Definicién. Sea f :Ja,b[— R derivable en xy €]a,b[. Se dice que f tiene un punto de
inflexion en xq si la recta tangente a f en (xg, f(xg)) cruza la grifica de f en (xg, f(x)),
o sea, si existe 6 > 0 tal que la funcién g(z) = f(z) — (f(xo) + f'(x0)(x — x0)) tiene
distinto signo en |xg — d, zo| que en |xg, xo + 0[. Esto es equivalente a que f es dos veces
derivable en xg y en xg, la funcion pasa de ser convexa a céncava o de ser concava a

convexa.

Proposicién. Sea f :Ja,b[— R dos veces derivable en ]a,b[. Supongamos que f"

es continua en xg €)a,b[. Si f tiene un punto de inflexién en x( entonces f"(xg) = 0.
Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

En primer lugar se tiene:

Teorema. (Rolle) Sea f : [a,b] — R continua y derivable en |a,b[. Si f(a) = f(b)
entonces existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.

Las hipfesis de continuidad y derivabilidad en el resultado anterior son necesarias.

Del resultado anterior se sigue:

Teorema. (del valor medio de Cauchy) Sean f,g : [a,b] — R continuas y

derivables en |a, b[. Entonces existe ¢ €]a, b| tal que
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Nota. Si ademads de las hip6tesis del resultado anterior se tiene que g(b) # g(a) y ¢
y f' no se anulan simultaneamente entonces ¢'(c) # 0 y entonces la expresion de la tesis

del resultado anterior se puede expresar como:

Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado:
Teorema. (del valor medio de Lagrange) Sea f : [a,b] — R continua y derivable

en |a,b[. Entonces existe ¢ €]a,b| tal que

Reglas de Bernoulli-L’Hopital

Teorema. (Bernoulli-L’Hépital) Sean f, g :Ja — h,a[ U |a,a + h[— R derivables
en la — h,a[ U Ja,a + h[. Supongamos que lim,_, f(z) = lim,_, g(x) = 0 (c0) y que

g'(x) # 0 para todo x €|a — h,a] U Ja,a + h[. Si existe lim,_,, g:gg =c € R (400, —00),
f(z)

entonces existe limg_q 075 = c€ R (00, —00).

0
0’

0

Esta resultado permite también resolver las indeterminaciones g, ==, 0 0o, 1°°, 00",

0>, 0° y 0o — oo0.
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Aproximacién polindmica de funciones derivables. Formula de Taylor

Supongamos que f : D — R, a € D y f es n veces derivable en a. Entonces nos
planteamos las siguientes preguntas:

1. ;Existe un polinomio p(z) € R, [z] tal que p¥)(a) = f*)(a), 1 <k < n?

2. ;Permite el polinomio anterior obtener buenas aproximaciones de los valores de f
evaluados en puntos proximos a a? ;Se controla el error cometido con tales aproxima-
ciones?

Observemos que la importancia de obtener tal polinomio es que, en general, los poli-
nomios son el tipo de funciones mas sencillas de evaluar.

El Teorema de Taylor afirma la existencia, bajo ciertas condiciones, de un polinomio
que satisface todo lo anterior.

Teorema. (Taylor) Seah >0,a € Ry f:]la— h,a+ h[— R una funcién (n + 1)-
veces derivable. Entonces para todo x €|a — h,a + h[ existe un valor { entre a y x tal

que:

" a " a (n) a
1) = flayt s @ -+ amap e D a8 gy,

Fr©)

n+1
(n+1)! '

(z—a)

Se define el polinomio de Taylor de grado n de f en a como:

o) = f(@) + P -y + -0 E v

Este polinomio es el tinico que cumple las propiedades que nos planteabamos. La ex-

f"(a)

n!

(x —a)™.

presion:
Fe(€)
(n+1)!
donde £ es un valor entre a y x, conocida como expresion del error de Lagrange, nos

(x —a)"t!

da el error cometido en cada aproximaciéon. Como normalmente el valor de & va a ser
desconocido, esta expresion solo nos dara una cota superior de dicho error.
Si a = 0, al polinomio obtenido se le llama polinomio de MacLaurin de grado n de f

en a.
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