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Introducciéon

En este tema estudiaremos espacios vectoriales reales a los que hemos anadi-
do una nueva operacion, el producto escalar, que a cada pareja de vectores les
hace corresponder un nimero real. De nuevo, en este capitulo introducimos
de forma abstracta un concepto que ya ha sido estudiado en la educacion se-
cundaria. Finalizaremos el capitulo estudiando algunos tipos de aplicaciones
lineales que tienen un significado geométrico y la diagonalizacion ortogonal.

Hemos dividido este tema en los siguientes apartados:

e Definicién y propiedades del producto escalar. Norma y distancia aso-
ciadas.

e Ortogonalidad. Bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt. Sube-
spacios ortogonales.

e Endomorfismos con significado geométrico: Homotecias, proyecciones,
simetrias y rotaciones en el plano.

e Diagonalizacion ortogonal.
Definicién y propiedades del producto escalar. Norma y distancia
asociadas.

En este tema, al igual que en el anterior, trabajaremos uinicamente con es-
pacios vectoriales reales.

Definiciéon 1 S5tV es un R-espacio vectorial, un producto escalar en V es
una aplicacion
(L):VxV—R

que verifica:



i)
ii)

(x +vy,2) = (x,2) + (y,2) para todo z,y,z € V.
{
iii) (z,y) = (y,z) para todo x,y € V.
{
{

az,y) = alx,y) para todo o € R, para todo x,y € V.

iv)
v)

x,z) > 0 para todo x € V.
z,x) =0 siy sélo si x = 0.
Entonces diremos que (V. {(.,.)) es un espacio vectorial euclideo.

Nota. Por simetria se tiene que (z,y + 2) = (z,y) + (z,2) y (z,ay) =
a(z,y) para todo a € R, para todo z,y € V.

Ejemplo.

En R" la aplicacién (.,.) : R"xR™ — R tal que {((x1,...,2Zn), (Y1, -, Yn)) =
T1Y1 + ... + Ty, es un producto escalar conocido como el producto escalar
canénico de R™.

Proposiciéon 1 (z,0) =0 para todo z € V.
Ortogonalidad. Bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt.
Subespacios ortogonales

Definicién 2 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo , se define la
norma asociada a la aplicacion || . ||: V — R que que || z [|= ++/(z, x).

Se obtienen las siguientes propiedades de la norma:
Proposicién 2 i) |z ||=0 siy solo si x = 0.
ii) || ax ||=|a| || z || para todo a € R, para todo x € V.
i) |z+yl>+lz—ylP=20lz>+1y?.
w) Kz,y)| <l 2|l y || para todo z,y € V.
v) lz+yll<lzll + 1yl para todo z,y € V.

Definicién 3 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo y x,y € V, se
define la distancia de x ay como d(z,y) =|| z —y ||
St ademas x,y son no nulos, se define el dngulo entre x e y como

(z,9)
(A

6 = arccos

Ast(x,y) = = ||| y || cos 6.



Definiciéon 4 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo y x,y € V' \ {0},
diremos que x ey son ortogonales si (x,y) = 0.

SiU=A{x1,...,x,} TV \ {0} se dice que U es un sistema ortogonal de
V' si los vectores que lo forman son ortogonales dos a dos.

Entonces se obtiene el teorema de Pitagoras:
Teorema 1 Siu,v € R™ son ortogonales entonces:
lu+o [P=]w |+ v]?.

Razonando por induccién, se obtiene una generalizacion del resultado
anterior para un sistema ortogonal finito de vectores:

Proposicién 3 Si {ui,...,u.} es un sistema ortogonal entonces
lur + o |P=l w2+ | |
Pasamos a definir los conceptos de vector unitario y ortogonal:

Definiciéon 5 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo :
i) Dado v €V, diremos que v es un vector unitario si || v ||= 1.

ii) Si B = {ey,...,e.} es una base de V, diremos que B es una base
ortonormal de V' si es un sistema ortogonal y todos los vectores que lo
componen son unitarios.

Es sencillo demostrar el siguiente resultado:
Proposicién 4 Siu eV \ {0} entonces u/ || u || es un vector unitario.

A continuacion presentamos el método de Gram-Schmidt para la obten-
cion de una base ortonormal a partir de una base de un espacio vectorial.

Método de Gram-Schmidt

Supongamos que B = {ej,ey,...,€e,} es un base de un R-espacio vec-
torial V' que posee un producto escalar ( . , . ). Definimos un conjunto
{uy,us,...,u,} de vectores de V' de la siguiente forma:

Definimos u; = (1/4/(e1, e1))e;.

Sea wy = ey — (e, U1)Us.

Entonces definimos uy = (1/4/(wa, ws) )ws.

Sea w3 = eg — (e3, ur)u; — (€3, Us)Us.
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Entonces definimos ug = (1/1/(ws, ws3))ws.

Supongamos que para un cierto j < n tenemos definidos uy, uz. . ., u;.
Sea wj1 = €11 — (€j41,Ur)u1 — (€541, U)o — ... — (€jp1, Uj)Uj-

Entonces definimos u; 1 = (1/y/(Wjt1, Wjt1))wjt1.

Entonces B’ = {uy,us,...,u,} es un base ortonormal de V.

Definiciéon 6 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo :

i) SiveVyS CV, sedice que v es ortogonal a S si (v,w) = 0 para
todo w € S. En el caso de que S <V, es sencillo demostrar que v es
ortogonal a S si lo es a una base de S.

i1) S1 S, T <V, se dice que S y T son ortogonales si (v,w) = 0 para todo
v € S y para todo w € T. Se puede demostrar facilmente que lo anterior
ocurre si y solo si cualquier base de S es ortogonal a cualquier base de
T.

1) Si.S <V, se define el subespacio ortogonal de S como:

St={veV|{ww =0V wecS}

Se obtienen las siguientes propiedades:

Proposicion 5 Sea S un subespacio de V. Entonces:
i) SNS+=0.

i) (STt =38.

i) VE=0y 0t =V.

i) Si V es finitamente generado entonces V =S @ S*+.

Del apartado iv) de la proposicién anterior se deduce que si S < R™,
entonces cualquier vector x € R" se puede expresar como x = u + v siendo
uc Syve St Entonces se define la proyeccién ortogonal de x en S como
Ps(x) =u.

Observemos que entonces x — Pg(x) = v € S*.

Definicién 7 Siv eV y S <V se define la distancia de v a S como:
d(x,S) = inf{d(v,w) | w € S}.

Proposicién 6 d(x,S) =d(x,Ps(x)).



Endomorfismos con significado geométrico

En primer lugar, definimos las homotecias de razén a € R en un espacio
vectorial real V' finitamente generado:

Definicién 8 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo , se define la
homotecia de razon a € R a f:V — V | f(v) = aw.
Claramente, para toda base B de V' se tiene que Mp(f) = al.

A continuacién definimos las proyecciones:

Definiciéon 9 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo , y S y T son
subespacios de R™ tales que S ®T = R"™, entonces se define la proyeccion de
base S y direccion T al endomorfismo P de R™ que verifica que P(v) = v
para todo v € S y P(w) = 0 para todo w € T'. Claramente, si B es una base
de R™ que resulta de unir una base de S con una de T, entonces

I O0px(n—
MB(P) _ ( r rx(n—r) ) 7
O(nfr)xr O(nfr)x(nfr)

siendo 7 la dimensién de S. En el caso particular de que T = S+, la apli-
cacion anterior recibe el nombre de proyeccion ortogonal de base S.

La tercera aplicacién que presentamos es la simetria:

Definiciéon 10 Si (V,(.,.)) es un espacio vectorial euclideo y S y T son
subespacios suplementarios de R™, se define la simetria de base S y direccion
T como el endomorfismo f de R™ verificando que f(v) = v para todo v € S
y f(w) = —w para todo w € T. Claramente, si B es una base de R" que
resulta de unir una base de S con una de T, entonces

I 0y (rn—
Mr(P) = T rx(n—r) ) 7
B< ) ( 0(n—r)><r _I(n—r)x(n—r)

siendo r la dimension de S. Si T = S*, la aplicacion lineal anterior recibe
el nombre de simetria ortogonal de base S.

Por 1ltimo, se presentan las rotaciones en el plano:

Definicién 11 Si 6 € [0,2x[, se dice que T : R*> — R? es una rotacidén de
dngulo 8 € [0, 27| si existe una base B tal que

sinf  cosf

My(f) = (cose —sine).



Diagonalizacion ortogonal

Definicién 12 Si P € M, (R), se dice que P es una matriz ortogonal si
p~1=pT,

Definiciéon 13 Sean A,C € M,(R). Diremos que A y C son ortogonal-
mente semejantes si existe una matriz ortogonal P tal que C = P1AP.

Definicién 14 Se dice que una matriz cuadrada es diagonalizable ortogo-
nalmente si es ortogonalmente semejante a una matriz diagonal.

Entonces se obtiene:

Proposicion 7 Si A € M, (R) es simétrica (luego es diagonalizable) y con-
stderamos en R™ el producto escalar canonico, entonces los subespacios pro-
pios asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Como consecuencia, dado que podemos calcular bases ortonormales de
los subespacios propios , al unir éstas se obtiene una base ortonormal de R™
de vectores propios ya que la matriz A es diagonalizable.

Proposicion 8 Si B es una base ortonormal de R™ con el producto escalar
canonico y P es la matriz cuyos vectores columna son los vectores de B,
entonces P es ortogonal.

De los dos hechos anteriores se obtienen:

Teorema 2 Toda matriz real simétrica es diagonalizable ortogonalmente.

Bibliografia

1. R. Barbolla, P. Sanz, Algebm Lineal y teoria de matrices. Ed. Prentice
Hall.

2. J. Burgos, Curso de Algebm y Geometria. Ed. Alhambra Longman.

3. J. S. Canovas, J. A. Murillo, Fundamentos Matemdticos de la Inge-
nieria. Ed. Diego Marin.

4. A. De la Villa, Problemas de Algebm Lineal con esquemas teoricos.
CLAGSA.

5. J. R. Torregrosa, C. Jordan, Algebm Lineal y sus aplicaciones. Ed.
McGraw-Hill.



