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Introduccion

En este tema trataremos el problema de la diagonalizacion de matrices reales
que consiste en dada una matriz cuadrada real, encontrar una matriz diagonal
semejante. La traduccién al lenguaje de aplicaciones lineales del problema
anterior es el de dado un endomorfismo de un espacio vectorial real, tratar
de encontrar una base tal que la matriz respecto de esta base sea diagonal.
Como aplicacién veremos cémo se pueden calcular potencias de matrices
diagonalizables.

Los apartados de este tema son:

e Valores propios, vectores propios y polinomio caracteristico de una ma-
triz.

e Definicién y caracterizacion de matrices diagonalizables.

e Una aplicacion de la diagonalizacién al calculo de potencias de matrices
diagonalizables. El teorema de Cayley-Hamilton.

Valores propios, vectores propios y polinomio caracteristico de una
matriz

En este tema trabajaremos tinicamente con el cuerpo de los niimeros reales.

Definicién 1 Sea A € M,(R) y A € R. Diremos que X\ es un valor propio
de A si existe v = (x1,...,z,) € R"\ {0} tal que
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Entonces diremos que v es un vector propio asociado al valor propio A. Se
define el subespacio propio asociado al valor propio A como:
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Proposicion 1 Sean \,v € R wvalores propios distintos de A € M, (R).
Entonces:

i) Vi <R".
i) VANV, = 0.
iii) Si {vy,...,v.} C Vi y{ws,...,ws} CV, son sistemas libres entonces
{v1, ..., U0, w1,...,ws} es un sistema libre.

Veamos como obtener los valores propios:
Proposicién 2 X\ € R es un valor propio de A si y sdlo si |A— N\,| =0.

Definiciéon 2 Se define el polinonio caracteristico de A € M, (R) como
p(z) = |A—zl,].

De la proposicion anterior se deduce que los valores propios de una matriz
cuadrada son las raices de su polinomio caracteristico.

Entonces se define la multiplicidad de un wvalor propio de una matriz
cuadrada como la multiplicidad de éste como raiz de su polinomio carac-
teristico.

Definicién y caracterizacion de matrices diagonalizables

Definicién 3 Diremos que A € M, (R) es diagonalizable si es semejante a
una matriz diagonal, o sea, si existe una matriz diagonal D € M, (R) y una
matriz invertible PGL, (R) tales que D = P~YAP. Entonces diremos que P
es una matriz de paso.

Pasamos a dar una caracterizacion de cudndo una matriz es diagonaliza-
ble:

Teorema 1 Sea A € M,(R) y A1, Ao, ..., A\ € R los distintos valores pro-
pios de A con multiplicidades my, mo, ..., m, respectivamente. Sea p(x) €
R[z] el polinomio caracteristico de A. Entonces son equivalentes:

i) A es diagonalizable.



it) a) p(z) se puede expresar como producto de polinomios de grado 1.

b) m; =dimV,,, 1 <i <r o equivalentemente, sim; = n—rg(A—\1,),
1< <r.

Definicion 4 Si una matriz A es diagonalizable, la union de bases de los
subespacios propios es base de R"™. A ésta se le llama base de vectores propios

de A.

Proposicion 3 Las matrices reales cuadradas de orden n cuyo polinomio
caracteristico tiene n raices distintas y las matrices simétricas son diagonal-
1zables.

Pasamos a introducir el proceso practico a seguir para el célculo de una
matriz diagonal semejante de una matriz diagonalizable y una matriz de paso
asociado a dicha matriz diagonal.

Si A es una matriz diagonalizable cuyos valores propios son Aq, Ag, ..., A,
con multiplicidades mq, mo, . .., m, respectivamente, entonces A es semejante
a la matriz diagonal D donde dy; = A 1 < i <my,dy; = omi+1 < i < mgy,
etc., y una matriz de paso asociada a dicha matriz es la matriz cuyos my
primeros vectores columnas son los elementos de una base de V), los my
siguientes vectores columnas son los elementos de una base de V),, etc...

Pasamos ahora a hablar de la diagonalizacién de endomorfismos.

Si f es un endomorfismo de R™, B es la base canénica de R" y A € M,,(R),
se definen los valores propios de f, multiplicidades de éstos, vectores propios
de f, polinomio caracteristico de f, etc., a los respectivos de A. Entonces se
dice que f es diagonalizable si lo es A. Asi, f es diagonalizable si y sélo si
existe una base B de R™ tal que Mpg(f) es diagonal.

Una aplicaciéon de la diagonalizacion al calculo de potencias de ma-
trices diagonalizables. El teorema de Cayley-Hamilton

Pasamos a dar una aplicacion de la diagonalizaciéon para el calculo de la
potencia n-ésima de una matriz diagonalizable.

Supongamos que A € M,,(R) es diagonalizable y k € N, k > 2. Entonces
existe P € GL,(K) y una matriz diagonal D de orden n tal que D = P~1AP
de donde A = PDP~!. Entonces:

k veces k veces
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Ak = (PDP~Y(PDP™Y)...(PDP~Y) = P{DD...D) P~ = PD*P!,

lo cual nos da un nuevo método para el calculo de la potencia n-ésima de
dicha matriz que puede ser mas sencillo que calcularla por la definicion, dado



que la potencia n-ésima de una matriz diagonal es aquella matriz diagonal
cuyo elemento (i,7) es la potencia n-ésima del elemento (7,7) de la matriz
original.

Finalmente, damos el Teorema de Cayley-Hamilton que permite, entre
otras cosas, resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes (éstos no son estudiados en este curso por limitacién de
tiempo). Si p(z) = apa™ + ... + a1z + a9 € Rlz] y A € M, (R), se define
p(A) = anA™ + ...+ a1 A+ aol,,.

Teorema 2 Sip(x) es el polinomio caracteristico de A, entonces p(A) = 0.

El resultado anterior también permite calcular la matriz inversa de una
matriz cuadrada regular. Si A € GL,(R) y p(z) = 2"+a,_ 12" '+. .. a;z+ay,
dado que p(A) = 0, se tiene que:

0=A"'p(A) = AN (A" +a,_1 A" 1+, a1A+al,) = AV 4a, 1 A"+
...+ ail, +apA™!, de donde despejando A~! se obtiene

-1
Al = a_(A"—l +an 1 AV Fally).
0
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