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Ejercicios del tema 5

Transformadas integrales.
Estudio de dos casos particulares: Laplace y Fourier

1. Calcule, mediante la definicion, la transformada de Laplace £(f)(z) = F'(z) de las siguientes
funciones elementales f(t). Compruebe que el resultado coincide con el dado.

ft) F(z)

1 L (Re(z) > 0).
sen(t) 2211; (Re(z) > 0).
sen(at) | - i i (Re(z) > 0).
cos(at) | — j i (Re(z) > 0).
explat) | - ! ~ (Re() > a).

2. Se define la funcién de Heaviside o funciéon de salto en el origen mediante

0 t<0
ho(t) =
o(t) {1 t>0.

La funcion de Heaviside o funcién de salto en el punto a > 0 se define

0 t<a
ho(t) = ho(t —a) =
(t) = holt — a) {1 o
Compruebe que la transformada de Laplace de hy(t) es Ho(2) = exp(z—az)’ para Re(z) > 0.
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3. Se define la distribucién delta de Dirac centrada en el origen como

w1 020

La distribucién delta de Dirac centrada en el punto a > 0 se define mediante

5a(t) = do(t — a) = {; j;

La distribucién delta de Dirac suele denominarse impulso unitario.

(a) Compruebe que la transformada de Laplace de 0,4(t) es exp(—az), para todo a > 0.
Particularice el resultado para a = 0.

(b) Deduzca la propiedad de filtrado para toda funcion g, continua en a € R :
+o0o
sla) = [ ault = apg(t) e

—00

4. Se define la funcion Gamma de Euler mediante
o
I(p) = / exp(—x)zP~tdz; p > 0.
0
(a) Mediante integracion por partes, demuestre que para todo p > 0, se tiene que
I'(p+1)=pL(p).

(b) Deduzca que I'(n + 1) = n! para todo n € N.
(¢) Utilizando lo anterior demuestre que la transformada de Laplace de t%, con a > —1
r 1
es F(z) = Hat+1)

, Re(z) > 0. Deduzca la expresion de la transformada de Laplace
za+1
de t", n € N.

5. Calcule, mediante la definicion, la transformada de Laplace L(f)(z) = F(z) de las siguientes
funciones elementales f(t). Compruebe que el resultado coincide con el dado.

f@) F(z)
exp(at)t®, b > —1 m; (Re(z) > a).
exp(at)t" (Z_”a')nﬂ (Re(2) > a).
exp(—at) sen(bt) (z—al;2+b2; (Re(z) > a).
exp(—at) cos(bt) %; (Re(z) > a).
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6. Un muelle o un circuito LRC son ejemplos tipicos de sistemas que se modelizan matemé-
ticamente mediante una ecuacion diferencial del tipo

ay’ (t) + by (t) + cy(t) = u(t), tE€ [to,t1). (1)

t1 puede ser infinito. La ecuacion (1) cumple unas condiciones iniciales del tipo y(t9) = o,
y'(to) = y1, donde yo, y1 son valores conocidos. El término u(t) se denomina término fuente
o estimulo del sistema, mientras que y(t) es la respuesta del sistema frente al estimulo u(t)
y representa la incégnita de la ecuacion diferencial dada.

La funcion y(t) se puede calcular mediante la teoria de la transformada de Laplace. Para
ello, se hace uso de lo que se denomina funcién de transferencia del sistema. La funcién
de transferencia es el cociente entre las transformadas de Laplace de la respuesta de salida,
v el estimulo de entrada, i.e.,

Gy — LB _ Y o)

Por tanto, Y (2) = G(2)U(z). Aplicando las propiedades de convolucion y de transformada
inversa, obtenemos que

y(t) = L7HY)(t) = L7HG(2)U(2))(t) = g(t) * u(t).

En definitiva, es necesario calcular

o)=L G0 = (5

suele ser una funcién

. . . . . z
En el caso de ecuaciones diferenciales del tipo (1), el cociente U2)

z
racional, donde el grado del polinomio del numerador es inferior al grado del polinomio
del denominador. La funcién racional se descompone como suma de fracciones simples. Los
tipos de fracciones que maés frecuentemente pueden presentarse en la descomposicién son

los siguientes:

A
» Ri(z) = -
-RQ(Z):W, mEN,m>1
C+ Dz
B P

(a) Caleule L7 (R1)(t), L~ (Ro)(t) y L™ (R3)(2).

(b) Establezca una relacion entre y(t) y la funcion de transferencia en el caso particular
que u(t) = dp(t). Justifique que, en este caso, la funcion de transferencia se caracterice
por ser la transformada de Laplace de la respuesta al impulso centrado en el origen.

7. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales dadas.

(a) ¥ (t) = 24/ (t) +5 = ha(t),y(0) = 0,5/(0) = 0
(b) 4" (1) +2¢/(t) +y(t) = u(t), y(0) = 0,4'(0) = 1,
0, 0<t<2m
u(t) = 2cos(t) + 2sen(t), 27 <t <d4w
0, t > 4.
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8.
9.

10.

11.
12.
13.

14.

Justifique que no existe la transformada de Fourier de la funciones constantes en R.

Compruebe que la transformada de Fourier de la funcion f(t) = ho(t) exp(—at),a > 0 es

1

a+iw’

F()w) =

Sea T' > 0. Compruebe que la transformada de Fourier de la funcién pulso rectangular

A <,
f(t)_{o t| > T,

F(f)(w) =2ATsenc(wT),

donde senc(x) es la funcion seno cardinal,

sen(z)

x #0,
1 z = 0.

senc(zx) =

Calcule los espectros de amplitud y fase de la funcion f(t) = ho(t) exp(—at),a > 0.
Calcule los espectros de amplitud y fase de la funcién pulso rectangular.
Calcule la transformada de Fourier de la funcion f(t) = asenc(bt); a,b € R.

Demuestre que la transformada de Fourier de una funcién par coincide con su transformada
de Fourier coseno y que la transformada de Fourier de una funcién impar coincide salvo
constante multiplicativa —2¢ con su transformada de Fourier seno.
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