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Ejercicios del tema 4

Integración en el plano complejo.
Teorema del residuo y aplicaciones

1. Calcule las integrales
∫

γ
f(z) dz en los siguientes casos:

(a) f(z) = Re(z); γ es la curva que de�nen los lados del triángulo de vértices {0, 1+i, 2}
con orientación positiva.

(b) f(z) = z̄; γ es la semicircunferencia unidad que contiene a {1, i,−1} con orientación
negativa.

(c) f(z) = z̄|z|; γ es la semicircunferencia unidad que contiene a {1, i,−1} con orientación
positiva.

(d) f(z) =
z

z̄
; γ es la curva representada en la Figura 1.
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Figura 1
(e) f(z) = z4; γ es la curva representada en la Figura 2, que une los puntos z0 = −P +0i

y z1 = P + 0i, P = 8π.
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(f) f(z) = z exp(z); γ(t) = t2 + it, t ∈ [0,
4
3
].

2. Calcule las siguientes integrales:

(a)
∫

γ

sen(exp(z))
z

dz; γ(t) = exp(it), t ∈ [0, 2π].

(b)
∫

γ

exp(1/z)
(z − 1)2

dz; γ(t) = 1 +
exp(it)

2
, t ∈ [0, 2π].

(c)
∫

γ

z exp(z)
(z − i)3

dz; γ(t) = i + exp(it), t ∈ [0, 2π].

3. Calcule la integral
∫

γ

exp(z)
z(1− z)2

dz, en los siguientes casos:

(a) γ(t) = r exp(it), t ∈ [0, 2π], 0 < r < 1.

(b) γ(t) = 1 + r exp(it), t ∈ [0, 2π], 0 < r < 1.

(c) γ(t) = r exp(it), t ∈ [0, 2π], r > 1.

4. Calcule la integral
∫

γ

1
z2 + 9

dz, en los siguientes casos:

(a) γ(t) = 3i + exp(it), t ∈ [0, 2π].

(b) γ(t) = −2i + 2 exp(it), t ∈ [0, 2π].

(c) γ(t) = 4 exp(it), t ∈ [0, 2π].

(d) γ(t) = exp(it), t ∈ [0, 2π].

5. Se considera γ la elipse de semiejes a, b > 0 y de ecuación cartesiana x2

a2
+

y2

b2
= 1.

(a) Compruebe que ∫

γ

1
z

dz = 2πi. (1)

(b) Utilice (1) para demostrar que
∫ 2π

0

1
a2 cos2(t) + b2 sen2(t)

dt =
2π

ab
.

6. Calcule las siguientes integrales:

(a)
∫

γ

z − 2
32z3 − 4z2 − z

dz; γ(t) = i + r exp(it), t ∈ [0, 2π].

(b)
∫

γ

1
1− z4

dz; γ(t) =
3
2

exp(it), t ∈ [0, 2π].

(c)
∫

γ

1
cos(z)

dz; γ(t) = 5 exp(it), t ∈ [0, 2π].

(d)
∫

γ

(
exp(z)
(z − 1)3

+ z9 sen
(

1
z2

))
dz; γ(t) = 2 exp(it), t ∈ [0, 2π].

7. Calcule las siguientes integrales de variable real aplicando el Teorema de los residuos:

(a)
∫ 2π

0

1
2 + cos(t)

dt.
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(b)
∫ 2π

0

cos(3t)
5− 4 cos(t)

dt.

(c)
∫ 2π

0

1
(5− 3 sen(t))2

dt.

8. Se considera la curva γ igual a la circunferencia de centro 0 + 0i y radio 2. Se de�ne la
función de variable real

g : (0, +∞) 7→ C

t 7→ g(t) =
1

2πi

∫

γ

exp(zt)
z2(z2 + 1)

dz.

(a) Calcule la expresión de g(t).
(b) Compruebe que ĺımt→0 g(t) = 0.

9. Se considera la curva γ igual a la circunferencia de centro 0 + 0i y radio 2. Aplicando el
Teorema de los residuos, calcule la expresión de las siguientes funciones de variable real:

(a) g(t) =
1

2πi

∫

γ

exp(zt)
z − 2

dz.

(b) g(t) =
1

2πi

∫

γ

exp(zt)
(z + 1)2

dz.
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