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Indicaciones

• Deben responderse todas las preguntas de la parte de teoŕıa y cuestiones, excepto los
alumnos que presentaron trabajos, los cuales deberán elegir una de las cuestiones que
valen medio punto.

• De los cuatro problemas propuestos deben elegirse tres.

• La duración del examen es de 3.5 horas.

• Tal como se indica en la convocatoria, las notas se publicarán el martes 10 de julio en el
tablón de anuncios del Departamento de Matemática Aplicada y Estad́ıstica en la planta
baja del Antiguo Hospital de Marina. El horario de revisión será:

X Miércoles 11, de 15:30 a 16:30

X Lunes 16, de 9:30 a 11:30

Teoŕıa y cuestiones

1. El siguiente problema describe las oscilaciones transversales de una viga de Euler-Bernoulli
de longitud unidad, empotrada en un extremo y con una masa de magnitud m suspendida
en el otro

utt(t, x) + κ2uxxxx(t, x) = 0, t > 0, 0 < x < 1

u(t, 0) = ux(t, 0) = 0, t > 0

uxx(t, 1) = 0, uxxx(t, 1) = mutt(t, 1), t > 0



















(E-B)

(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la enerǵıa del sistema

E(t) =
κ2m

2
u2

t (t, 1) +
1

2

∫ 1

0
κ2u2

xx(t, x) dx +
1

2

∫ 1

0
u2

t (t, x) dx

es constante a lo largo del tiempo.

(b) (0.25 Ptos.) Determina el valor de la enerǵıa para las condiciones iniciales

u(0, x) = α sen(πx), ut(0, x) = 0, 0 < x < 1

(α > 0 constante) correspondientes a una viga de forma sinusidal inicialmente en
reposo.

(c) (0.25 Ptos.) Si en el extremo x = 1 se está ejerciendo además una fuerza propor-
cional a la velocidad, es decir, se tiene que

uxxx(t, 1) = mutt(t, 1) + βut(t, 1)

con β > 0 constante, comprueba que en este caso la enerǵıa es decreciente.

2. Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, razonando convenientemente
la respuesta:

(a) (0.5 Ptos.) Si las funciones {φn}
∞

n=1 forman una base ortonormal de L2(0, π), se
verifica la igualdad:

lim
n→∞

∫ π

0
cos(x2)φn(x) dx = 1

(b) (0.5 Ptos.) Dado el siguiente sistema de Sturm-Liouville singular de tipo Bessel,

x2f ′′(x) + xf ′(x) − f(x) = −µ2x2f(x), 0 < x < 1

∃ f(0),

αf(1) + βf ′(1) = 0















(S-L)

con α, β > 0 constantes, se tiene que µ2 es un valor propio de (S-L) si y solamente si
µ es solución de la ecuación

αJ1(η) + βηJ ′

1(η) = 0

(c) (0.5 Ptos.) Dado el problema

utt(t, x) = c2uxx(t, x), t > 0, x ∈ IR

u(0, x) = sen(πx), x ∈ IR

}

(♥)

la función

u(t, x) =
1

2
(sen (π (x + ct)) + sen (π (x − ct))) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

g(y) dy

es solución de (♥) para cualquier g : IR −→ IR arbitraria.

Sigue detrás ⇒



Problemas

1. Dado el problema:

ut(t, x) + (1 + εu(t, x)) ux(t, x) = εu(t, x) + sen(t), t > 0, x ∈ IR

u(0, x) = x2, x ∈ IR

}

(Pε)

con ε > 0 una constante:

(a) (1.5 Ptos.) Utiliza el método de las caracteŕısticas para obtener la solución de (Pε).

(b) (0.5 Ptos.) ¿Está dicha solución definida en todo el dominio [0,+∞[ × IR? ¿Por
qué?

(c) (0.5 Ptos.) Comprueba que cuando ε → 0, las soluciones de los problemas (Pε)
convergen a la solución del problema

ut(t, x) + ux(t, x) = sen(t), t > 0, x ∈ IR

u(0, x) = x2, x ∈ IR

}

(P0)

2. Se considera un problema de transmisión de calor sobre una barra unidimensional de
longitud π, de forma que inicialmente la temperatura es constante en la barra. Además uno
de los extremos está aislado y en el otro es conocido el flujo térmico, siendo la formulación
matemática del problema la siguiente:

ut(t, x) = c2uxx(t, x), t > 0, 0 < x < π

u(0, x) = u0, 0 < x < π

ux(t, 0) = 0

ux(t, π) = sen(t)

}

t > 0



























(♠)

con c, u0 > 0 constantes.

(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la función

ω(t, x) = u(t, x) −
x2

2π
sen(t)

con u solución de (♠), verifica la ecuación del calor con un término fuente y condi-
ciones de contorno de tipo Neumann homogéneas.

(b) (1.75 Ptos.) Utiliza el método de separación de variables para obtener ω.

(c) (0.25 Ptos.) Utiliza los apartados anteriores para escribir la expresión de la solución
del problema original (♠).

3. (2.5 Ptos.) Consideremos el siguiente problema para la ecuación de ondas sobre la
semirrecta [0,+∞[:

ytt(t, x) = c2yxx(t, x) + X[0,T ](t) cos (ωx) , t > 0, x > 0

y(0, x) = yt(0, x) = 0, x > 0

y(t, 0) = ϕ(t), t > 0















(♣)

con c, ω, T > 0 constantes, X[0,T ] la función caracteŕıstica del intervalo [0, T ],

X[0,T ](t) =

{

1, 0 ≤ t ≤ T

0, t > T

y ϕ : [0,+∞[ −→ IR una función arbitraria. Utiliza la transformada de Laplace para
encontrar la solución acotada de (♣).

4. (2.5 Ptos.) Resuelve la siguiente ecuación de Poisson en un dominio circular cuyos
extremos permanecen fijos:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 1 −
√

x2 + y2, (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω







con Ω =
{

(x, y) ∈ IR2 : x2 + y2 < R2
}

, siendo R > 1.

(Ayuda: Usar coordenadas polares, teniendo en cuenta que al separar las variables, la función

asociada al radio debe estar definida en cero y la función asociada al ángulo y su derivada son

2π-periódicas).


