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ua
iones en Derivadas Par
iales12 de septiembre de 2005

Teor��a y 
uestiones1. Dada la siguiente e
ua
i�on de Sine-Gordon 
on 
ondi
iones de 
ontorno Diri
hlet ho-mog�eneas: utt(t; x) = 
2uxx(t; x)� sen (u(t; x)) ; t > 0; 0 < x < 1u(t; 0) = u(t; 1) = 0; t > 0 ) (|)se de�ne la energ��a aso
iada a una solu
i�on mediante la expresi�onE(t) = 12 Z 10 u2t (t; x) dx + 
22 Z 10 u2x(t; x) dx � Z 10 
os (u(t; x)) dx(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la energ��a se mantiene 
onstante (Sugeren
ia: Essu�
iente ver que la derivada de E(t) es igual a 
ero).(b) (0.5 Ptos.) Demuestra que 
uando existe disipa
i�on, es de
ir, se tiene la e
ua
i�onutt(t; x) = 
2uxx(t; x)� sen (ut(t; x)) � �ut(t; x); t > 0; 0 < x < 1 (�)
on � > 0 
onstante, le energ��a E(t) de
re
e 
on el tiempo.2. (1.5 Ptos.) El problema de estudiar las vibra
iones transversales de una viga el�asti
a (ode Euler-Bernoulli) de longitud in�nita, 
on densidad 
onstante � > 0 y m�odulo de rigidezEI > 0, lleva a plantear el siguiente problema�2y�t2 (t; x) + ��4y�x4 (t; x) = q(x); t > 0; x 2 IRy(0; x) = f(x); �y�t (0; x) = 0; x 2 IR 9>>=>>; (~)donde q indi
a la densidad de 
arga en 
ada punto, f es la posi
i�on ini
ial de la viga (queini
ialmente se en
uentra en reposo) y � = EI=�. Comprueba que la transformada deFourier de la fun
i�on y es de la forma:by(t; �) = �bf(�)� bq(�)(2��)4�� 
os �4�2�2� t�+ bq(�)(2��)4�

Problemas1. Utiliza el m�etodo de las 
ara
ter��sti
as para resolver los siguientes apartados:(a) (1.5 Ptos.) Obt�en la solu
i�on del problema:�ux(x; y) + 
os (2u(x; y)) uy(x; y) = �; x; y 2 IRu(x; x) = x; x > 0 )siendo � > 1.(b) (1 Pto.) Cal
ula el intervalo temporal en el que est�a de�nida la solu
i�on de:(1� "t)ut(t; x) + xux(t; x) = 1; t > 0; x 2 IRu(0; x) = �x; x 2 IR )
on " > 0 
onstante.2. (2.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Lapla
e para obtener la solu
i�on a
otada de lasiguiente e
ua
i�on de ondas en una semirre
ta:utt(t; x) = 
2uxx(t; x) + Æ(t� 1) 
os(x); t; x > 0u(t; 0) = sen(1 + t2); t > 0u(0; x) = ut(0; x) = 0; x > 0 9>>=>>;siendo Æ la fun
i�on impulso de Dira
.3. (2.5 Ptos.) Consideremos el problema de transmisi�on del 
alor en una barra a
otada,modelado por la e
ua
i�on,ut(t; x) = 
2uxx(t; x); 0 < t; 0 < x < ` (E
)Al tener en 
uenta la ley de enfriamiento de Newton sobre los extremos de la barra,suponiendo que la temperatura en el exterior de la misma es 
onstante e igual a 
ero, seobtienen las siguientes 
ondi
iones de 
ontorno de tipo Robinu(t; 0) + ux(t; 0) = 0; u(t; `) + ux(t; `) = 0; 0 < t (C
)(a) Apli
a el m�etodo de separa
i�on de variables para resolver la e
ua
i�on (E
), teniendoen 
uenta las 
ondi
iones de 
ontorno (C
).(b) Es
ribe el problema de Sturm-Liouville resultante para la fun
i�on aso
iada a la va-riable espa
ial X(x) y obt�en sus autovalores y autofun
iones.(
) Dada una fun
i�on u0 2 L2(0; `), determina el valor de la solu
i�on formal del problema(E
)-(C
) para la 
ondi
i�on ini
ial,u(0; x) = u0(x); 0 < x < `4. (2.5 Ptos.) Consideremos un problema de transmisi�on de 
alor por 
ondu

i�on en un dis
ode 
entro 
ero y radio uno D = �(x; y) 2 IR2 : x2 + y2 < 1	. Esta situa
i�on se modelizamediante la e
ua
i�on en derivadas par
ialesut(t; x; y) = uxx(t; x; y) + uyy(t; x; y); t > 0; (x; y) 2 D (1)



junto 
on la 
ondi
i�on de 
ontorno de tipo Neumannru � n = 0; sobre ℄0;+1[� �D (2)que indi
a que el re
into D est�a aislado, siendo n el ve
tor normal unitario en 
ada puntode la frontera de D. Obt�en la solu
i�on formal del problema (1)-(2) para la distribu
i�onini
ial de temperaturas u(0; x; y) = ( 1; x2 + y2 < 140; 14 � x2 + y2 < 1Ayuda: Si f�nmg1m=1 � ℄0;+1[ es la su
esi�on de las solu
iones positivas de la e
ua
i�on�J 0n(�) = 0se tiene enton
es que las fun
iones  nm(r) = Jn(�nmr) son una base ortogonal del espa
ioL2!(0; 1), 
on !(r) = r, de forma quek k2L2! = ��2nm � n2� Jn(�nm)22�2nm
Indi
a
iones� Deben responderse todas las preguntas de la parte de teor��a y 
uestiones.� De los 
uatro problemas propuestos deben elegirse tres.� La dura
i�on del examen es de 4 horas.


