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2.- GENERALIDADES

04
Conceptos principales de Estadistica

1 Conceptos generales

Al fabricar un producto a partir de una determinada férmula o consigna en condiciones
ideales obtendriamos el mismo resultado para una determinada caracteristica si el
funcionamiento de toda la cadena productiva (recursos materiales y humanos) actuase sin
cambios significativos para los fines practicos. Pero, en realidad, al activar un proceso
industrial se producen desviaciones de la férmula original debido a oscilaciones
inevitables (de mayor o menor amplitud) en el funcionamiento de los equipos y en el
comportamiento de los operadores. Esta variabilidad inevitable en la practica, aunque
siempre reducible a valores menores, es la base de la necesidad de emplear la
herramienta estadistica para asegurarnos de que, cuando comprobamos mediante
muestras las caracteristicas de la produccion, los diferentes resultados obtenidos se
deben al azar en el campo de variabilidad esperable y no a que estamos produciendo o
recibiendo un producto de caracteristicas distintas e inaceptables.

Proceso concentrado

1

Proceso disperso

2 12

Figura 1

Hoy en dia se entiende, en gran medida, como calidad industrial a la capacidad, primero,
de mantener bajo control estadistico los procesos y, segundo, de saber actuar sobre las
causas de variabilidad para reducirla todo lo posible como fuente de éxito empresarial.

El hormigén como todo proceso industrial sufre la variabilidad de sus caracteristicas. Y si
se concreta en la resistencia o la durabilidad, sélo actuando sobre las fuentes (humedad
de los aridos, precision de las balanzas, prevision de los errores humanos, etc.) es posible
reducir la dispersion a valores que le permitan a la industria mantener bajo control su
costes y a los compradores obtener un producto satisfactorio. Cuando un industrial del
hormigén mantiene bajo control su produccién esta en condiciones de concertar planes de
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control de recepcion seguros cuya incertidumbre residual sea debidamente compartida
por los intereses en juego. Este objetivo hace necesario que las herramientas estadisticas
gue se utilicen sean eficaces y transparentes para todas las partes.

En la figura 1 se representa un proceso concentrado como aquel que apuntando a
obtener un producto con un determinada caracteristica de valor 7 genera valores entre 6 y
8; y un proceso disperso, como aquel que apuntando con su féormula de fabricacion
igualmente a 7 genera (por falta de control) valores entre 2 y 12. En ambos casos se
representa el fenémeno con un rectdngulo mas o menos estrecho. El hacerlo asi quiere
decir, en términos estadisticos, que la probabilidad elemental en el entorno de todos los
valores posibles (en cada uno de los dos procesos) es uniforme. Sin embargo, esta
uniformidad de la densidad de probabilidad raramente sucede en los procesos industriales

Esto, que es verdad para los valores de las caras de un dado, no sucede en la practica
industrial. Los valores de resistencia de un hormigén fabricado con una misma
dosificacion nominal, no sélo se dispersan en torno al valor teérico, sino que lo hacen con
probabilidades elementales distintas y paulatinamente menores a medida que se alejan
de dicho valor tedrico’. Decir probabilidades es equivalente (simplificando) a decir
frecuencia, o mejor decir frecuencia relativa. O sea, en los procesos industriales los
valores que representan una caracteristica aparecen con mas frecuencia entorno al valor
medio que en zonas mas alejadas. Esta distinta probabilidad es representada con curvas
llamadas funciones de densidad, entre las que la mas conocida por acercarse mejor a la
realidad (y ser mas conocida), es la curva Normal.

Proceso concentrado Proceso disperso

6 8 2
Figura 2

Valor de dispersion

Tipo de distribucion

"M-\‘__*

2 6 4 8 10 12 14 |16] 18 20 22

Valor de posicion (media)
Figura 3

1 2o . . .. . . e . .

El valor tedrico de resistencia de un hormigén fabricado con una determinada dosificacion coincide en gran
medida con el valor medio de todos los valores aparecidos como consecuencia de la variaciones que, en la
dosificacion inicial, introducen las condiciones de los componentes y de las instalaciones industriales
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Hoy en dia se sabe, gracias a la acumulacién de datos y la potencia de proceso de los
ordenadores que este modelo necesita algunas correcciones. Pero para los fines de este
capitulo la aceptaremos sin critica. Asi pues, debido al modo en que se distribuyen los
valores la representacion de un proceso concentrado y uno disperso se parece mas a la
figura 2

De lo dicho en el parrafo anterior se puede resumir que de una produccién industrial
concreta cabe esperar una serie de valores que quedan incluidos en un determinado
intervalo. La informacién fundamental para mantener bajo control una produccién esta
formada por:

1) laforma de la distribucién de los valores

2) un valor de posicién que fija al conjunto de valores esperables en un determinado
punto del espectro de todos los valores posible de esa caracteristica y

3) un valor de dispersion que permite conocer la extension del intervalo dentro del
cual estan todos los valores fisicamente posibles para ese proceso. En estadistica
decir todos es decir valores en torno al 99 % para dar cabida a la aparicion de
atipicos por algun fallo puntual del sistema productivo.

Los datos son el resultado de las observaciones. Las observaciones se producen sobre la
naturaleza, los procesos industriales y sus resultados o sobre los fenédmenos sociales. Es
decir sobre todo aquello que tiene interés para el conocimiento y la accion humanas. En
esta monografia se utilizaran, en general, ejemplos relativos al hormigén, tanto de
métodos de aplicacion general, como de métodos especificamente pensados para su
aplicacion a los procesos industriales de la construccidn de estructuras de hormigon y su
control. Las observaciones de estos fenbmenos nos proporcionan valores que expresan
las dimensiones de las magnitudes de un proceso. Una observacién es siempre una
medicion con un resultado cuantitativo. Ya sea un mero recuento o la aplicacién de un
sofisticado instrumento. Los procesos industriales definidos observados (medidos)
proporcionan masas de datos dentro de intervalos predecibles cuando estan bajo control y
masas de datos erraticas cuando estan fuera de control. Las instalaciones industriales
bajo control, salvo valores aberrantes, proporcionan masas de datos, que no sélo se
mantienen en un intervalo determinado, sino que se distribuyen con regularidad
determinada que suele responder a modelos con desviaciones aceptables, lo que permite
su tratamiento matematico para la extraccion de conclusiones practicas.

Una serie de datos o conjunto de datos se puede expresar en la forma x;, i=1,2,...n, en la
gue x; representa a todos los datos del conjunto. También se puede expresar en la forma
{xl,xz,...,xn}. En ambos caso la letra n sefiala el nimero total de datos se repitan, o no, los
valores. El subindice indica una veces el orden temporal en que aparecen los datos v,
otras, s6lo es un elemento diferenciador. Es decir, el subindice 1 indica al primer dato
pero no, necesariamente, al menor de ellos. Igualmente, el subindice n indica al Gltimo
dato, pero no, necesariamente, al mayor de ellos. Cuando nos referimos a la serie de
valores prescindiendo de las repeticiones de los mismos se la representa por X,
a=1,2,...,v. Siendo v el nimero de valores sin repeticién y « el subindice que diferencia a
un valor de otro . Es decir, en una serie en la que hay mas datos que valores n sera
mayor que v.
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2.1 Tipos de datos

Los datos son los resultados de las observaciones sobre un fenébmeno que se quiere
estudiar. Hay dos grandes categorias de datos:

a) datos experimentales (experimental data)
b) datos no experimentales (observational data)

Los datos experimentales, propios de la ciencia aplicada, son generados de forma
consciente y programada por el experimentador. El disefio de experimentos o el control de
calidad son ejemplos de la obtenciéon de datos experimentales. En un caso para resolver
cuestiones técnicas sobre el comportamiento de un material o un elemento y, en el otro,
para decidir la aceptacion o rechazo de un material o elemento .

Los datos no experimentales, propios de las ciencias sociales, surgen sin la colaboracién
activa del observador en su generacion, pero su recogida es planificada por el estadistico
al cargo. La Econometria es un ejemplo de ciencia que utiliza datos no experimentales.

Como se ve, el criterio utilizado para distinguir los tipos de datos es la actitud activa o
pasiva del que los utiliza (experimentador o analista) para su generacion. Esta es, como
todas, una separacion artificial que resulta Gtil pero que no siempre tiene la precision que
aparenta.

Los datos manejados en el control de calidad de los productos industriales son
experimentales porque son generados mediante experiencias de laboratorio sobre las
muestras extraidas del flujo de la produccion de forma programada.

Una abstraccion atil para aplicar el lenguaje matematico al andlisis de los datos
disponibles es la de asignar la idea de variable a la caracteristica del fenébmeno en
estudio. Desde este punto de vista, los datos son concreciones de las diferentes variables
observadas. Hay dos tipos de variables:

a) Variables cuantitativas o métricas
b) Variables cualitativas o no métricas

Las variables cuantitativas toman valores numéricos. Un ejemplo de variable cuantitativa
es la resistencia a compresién del hormigén. En efecto, la variable f. (resistencia del
hormigdn) puede tomar muchos valores numéricos para un determinado hormigon.

La variables cualitativas especifican atributos o cualidades del observable. En general
estas variables no toman valores numéricos propiamente dicho, pero, muy a menudo, son
codificadas con numeros. Un ejemplo de variable cualitativa es el color de un hormigon
arquitectonico. En este caso, el hormigdn sélo puede tener o no el color especificado
mediante una comparacién con un patrén que se expresa como una cualidad y no como
un ndmero.

Las variables cuantitativas pueden ser de dos tipos:
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a) Continuas
b) Discretas

Las variables continuas pueden tener valores infinitamente préximos entre si.

EJEMPLO . La variable «Resistencia del hormigén» puede alcanzar cualquier valor: 23 -
23,4 — 23,423 — 23,4236 — 23,42362 MPa, en una serie infinita cuya Unica limitacion es la
resolucion del instrumento utilizado para la determinacién de la resistencia.

Las variables discretas s6lo pueden tomar determinados valores de una serie.

EJEMPLO La variable «Numero de la cara superior de un dado» sélo puede tomar los
valores 1,2,3,4,5y 6.

Los criterios de clasificacion de las variables en discretas y continuas muestra, también,
cierta ambigledad si se tiene en cuenta que los valores experimentales no puede
aproximarse infinitamente entre si debido a la resolucién limitada de los instrumentos de
medida. Asi una resistencia de 23,4 MPa puede ser seguida de otra de 23,5 MPa con un
tipo determinado de aparatos, pero con otros de mayor resolucién podriamos obtener
valores de 23,46 y de 23,47. Pero, en ambos casos, podemos observar que entre los
valores mas préximos que permiten los instrumentos no existen otros valores
observables. La restriccion comentada hace que, en la préctica, todas las variables que
manejamos en el control de calidad puedan ser consideradas como discretas, aunque
sean esencialmente discretas. Sin embargo, el tratamiento matematico de las
distribuciones de las variables aleatorias discretas es mas complicado que el de las
continuas y, por eso, a la mayoria de las distribuciones de variables conceptualmente
continuas se las trata como tal en los calculos estadisticos. La resistencia del hormigén es
un ejemplo claro de variables cuya distribucién es conceptualmente continua y cuyo
tratamiento estadistico responde a esta naturaleza dada el numero relativamente alto de
cifras significativas. Por otro lado, la consistencia del hormigén es un ejemplo de variable
conceptualmente continua que, sin embargo, se trata como una variable discreta dada la
baja resolucion del procedimiento de medida y al redondeo normativo. Estas decisiones
no suponen ningln error teérico ni menor rigor matematico. Lo que se puede decir
igualmente cuando una variable conceptualmente discreta produce los datos de tal modo
gue es posible su tratamiento como variable continua.

Si se introduce el tiempo en el andlisis los datos pueden ser clasificados en tres
categorias:

a) De corte transversal
b) De corte longitudinal (series temporales)
c) Datos de panel

Los datos de corte transversal son resultados de observaciones realizadas en un instante
o periodo de tiempo muy corto. Son datos de este tipo los que se utilizan, en general, para
juzgar un lote de hormigén hormigonado en una mafiana en una obra determinada o en la
produccién de una central de hormigonado durante, pongamos, una semana.

EJEMPLO En una obra con estructura de hormigén se ha llevado a cabo una sesion de
hormigonado que ha empleado 36 cubas durante dos dias. La resistencia caracteristica
especificada del hormigén es de 35 MPa. El responsable del control de recepcién del lote
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correspondiente de hormigdn ha mandado extraer muestras de seis camiones. De cada
muestra se han elaborado dos probetas cilindricas para determinar la resistencia de cada
amasada para la edad de 28 dias conforme a las normas UNE correspondientes.
Transcurridos los dias especificados se procedié al ensayo de las seis parejas de
probetas con los siguientes resultados en MPa:

32,4-31,6
29,5-30,5
43,2 -41.8
36,8 -38,3
39,5-37,1
41,2 -441

Estos datos de corte transversal permiten proceder a determinar si las muestras son
aceptables mediante el recorrido relativo de cada pareja y la resistencia estimada del lote
mediante el segundo estimador de la EHE.

Los datos de corte longitudinal se refieren a las observaciones de una variable realizadas
en sucesivos instantes en un periodo de tiempo relativamente largo. Un ejemplo son los
datos obtenidos en el control de produccién

Los datos de panel combinan datos de corte transversal con datos de corte longitudinal.
La variable a medir es Unica y se realiza sobre los mismos individuos en los mismos
instantes de tiempo. Un ejemplo los constituye las series temporales de la resistencia del
hormigdn de las distintas centrales de hormigén de un grupo empresatrial.

EJEMPLO En una central de hormigon preparado se lleva a cabo el control de produccién
mediante la extraccién de una muestras de cada 100 m®. Con estas muestras se elaboran
probetas cilindricas para la determinacién de la resistencia a 7 dias de edad. Dado que la
planta produce 600 m* al dia se cuentan con 6 resultados cada dia de media. Al cabo de
un afio se han obtenido 1050 resultados cuya expresion grafica es la siguiente para un
tramo de un mes determinado:
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La tendencia del control de calidad moderno es la de considerar la influencia del tiempo
explicitamente en el andlisis de los datos. En la actualidad se hace de un modo implicito y
poco claro.

2.2Tipos de andlisis de datos
Hay dos tipos de analisis de datos:

a) Exploratorio, que es aquel que aspira a responder a preguntas de caracter
general, tales como qué estructura tienen los datos o si hay datos anémalos

b) Confirmatorio, que es aquel que responde a preguntas mas concretas, tales
como la existencia, o no, de subgrupos con diferencias relevantes; si existen
relaciones de dependencia entre variables; si se da alguna tendencia en los
datos de corte longitudinal o se es posible estimar alguna variable.

Hay dos perspectivas para su aplicacion:

a) Descriptiva, que es aquella que busca enunciados o afirmaciones sobre los
datos que se tienen. Generalmente se cuenta con todos los datos posibles o,
bien se circunscribe el andlisis al conjunto de los datos disponibles. En general
se aplica este enfoque a las poblaciones finitas y el resultado de su aplicacion
es el conocimiento del conjunto a través de sus parametros y la interpretacion
correspondiente. También se aplica a las muestras y a series en general.

b) Inductiva o inferencial, que es aquella que trata de obtener conclusiones de
caracter general a partir de los datos con que se cuenta. En general, se cuenta
con un numero relativamente bajo de datos respecto de los posibles.
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Los datos, por si mismos no proporcionan informacion uatil si no son tratados
estadisticamente. La realidad es oscilante y, en general, contar con un solo dato es no
tener practicamente ninguna informacion, porque cualquier proceso industrial produce, a
igualdad de intencién (consigna o dosificacion), series de datos. En Construccién es
necesario realizar mediciones de las caracteristicas temporales, geométricas, fisicas o
guimicas de los productos y procesos. Estas operaciones proporcionan conjuntos de
datos que es necesario analizar cuidadosamente para que resulten Utiles.

La relacién entre el enfoque descriptivo y el enfoque inductivo tiene alguna ambigiiedad.
Asi, por ejemplo, la media aritmética cuando se aplica a los valores de una poblacion finita
es un parametro de la misma perfectamente definido y fijo. Pero cuando se aplica a una
muestra es un valor oscilante que cambia meramente con la extraccidon de una nueva
muestra. Por eso, en este caso, hablamos de una estimacion o aproximacion al parametro
poblacional. La nomenclatura convencional utiliza letras griegas para los parametros
poblacionales y letras latinas para los estimadores o estadisticos.

Uno de los objetivos mas importantes del analisis de datos, desde el punto de vista
inductivo, es mejorar el conocimiento de los pardmetros poblacionales, ya que éstos
gobiernan el comportamiento presente y futuro de los procesos productivos sometidos a
control. El empleo de estimadores de los parametros poblacionales es por razones
practico — econoémicas.

El planteamiento multivariante del analisis de datos es interesante porque pone de
manifiesto dos tipos de problemas de interés: las dependencia y la interdependencia de
las variables. En el caso del ejemplo 1.1.5, se puede considerar por razones tedricas que
la variable X4 es una variable dependiente mientras que las demas se pueden considerar
independientes. El analisis de dependencia trataria de establecer un modelo explicativo
de una respecto de las otras. Un ejemplo, aunque no el Unico, de este tipo de analisis es
el modelo de regresion.

EJEMPLO Dados los valores de resistencia de un hormigoén y los del indice de rebote del
mismo, es posible un analisis de dependencia mediante el establecimiento de la linea de
regresion correspondiente:

Resistencia kp/em> INTERVALOS DE

indice Resistencia 230 + CONFIANZA P
de rebote 510 47 Individuales
32 141 | /‘v{edios
33 138 190 1 //,—"
33 149 | v o
33 151 170 —+—
35 140 150Jr
35 142 e
38 171 130 +— e
38 185 //

110 +
39 169 i Rebote
39 172 ——t—t—t—t+—t—t+—+—+
40 180 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45
42 179
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De este modo es posible estimar valores de la resistencia del hormigon a partir de los
correspondientes indices de rebote.

2.3 Frecuencia de valor y frecuencia de clase

Mas arriba se indicaba la diferencia entre valor y dato. Varios datos pueden tener el
mismo valor. Por ejemplo, el nimero tres (valor) puede darse varias veces en la tirada de
un dado. Cada una de las veces es un dato. Llamamos frecuencia al nimero de veces
gue se da el valor.

El concepto de frecuencia es de aplicacion directa en los siguientes tipos de variables:
e Categoricas (ordinales y nominales). Por ejemplo, en la clase de resistencia
(variable ordinal) de una serie de obras se pueden dar 4 datos de hormigones C20
y 3 de C35. En el tipo de cemento utilizado en una provincia se pueden dar 43
cementos CEM |
e Meétricas discretas. Por ejemplo, en relacidon con la consistencia del hormigén en
una obra, el valor 6 cm se puede dar en 22 hormigones y el valor 8 cm en 12.

Como se vera mas adelante, en las variables continuas (Vg. la resistencia del hormigdén)
el grado de presencia se mide mas eficazmente con el concepto de densidad de
frecuencia. La razén es que, en puridad, en una variables continua la probabilidad de
obtener valores repetidos es nula. Si se dan repeticiones es por la resolucion limitada de
los instrumentos de medida o por que llevamos a cabo algun tipo de redondeo
premeditadamente.

Sin embargo, cuando se cuenta con muchos datos procedentes de una variable continua
es posible utilizar también el concepto de frecuencia. Si se procede a la agrupacién de
datos mediante la division del dominio de definicion de la variable X (ambito en el que
puede variar) en intervalos o clases, de modo que la frecuencia asociadas a una clase
seria igual al nUmero de resultados individuales contenidos en la misma.

Los intervalos en que se divide el dominio de la variable se identifican por sus extremos.
El nimero total de intervalos creados se designa v. Habra pues v intervalos para llevar a
cabo la agrupacion y se utilizara el indice genérico « (que toma valores desde 1 a v) para
designar a un intervalo genérico, concretamente el a-ésimo. Los extremos de los
intervalos se designan Lo, L; L, ...L, pues si hay v intervalos tiene que haber 1+1
extremos. Por el modo de designar a los extremos, el intervalo a-ésimo es el que tiene por
extremo izquierdo L,; Yy por extremo derecho L, al superior. En una variable discreta o
categorica, v, representa al nimero de valores (no confundir con el nimero de datos).
Para asimilar mejor la variable continua a las categdricas o discretas en la utilizacion del
andlisis de frecuencia, cada intervalo de clase es representado por un unico valor x, que
suele coincidir con el centro entre los extremos del intervalo y al que se denomina marca
de clase:

L _,+L
X, = %; (@=12,..,v)

La amplitud h,del intervalo viene dada por:
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h, =L, —Lo; (@=12,.,v)

Las marcas de clase siguen una secuencia ordenada tal que X, < X.1. Puede darse la
circunstancia de que una marca de clase cualquiera x, no pertenezca a la serie original de
los datos. Si no se conoce el dominio de definicidon de la variable es necesario calcular el
recorrido o rango de la serie de datos:

ry =max{x; }—min{x; },
para definir con su ayuda el nUmero de intervalos y su amplitud.
Los intervalos son abiertos por el extremo inferior y cerrados por el extremo superior. De
este modo si el valor de un dato coincide con el extremo inferior o superior de un intervalo
de clase hay un criterio para su inclusién en una u otra.
De este modo la serie original de datos,
{x;,i=12,..,n},
Se convierte en la serie de datos agrupados,
{Xa;na;a = 1,2,...,1/}.

El proceso completo para aplicar el andlisis frecuencial a la serie de datos es el siguiente:

1. Establecimiento del dominio de definicion de la variable. En caso de que no se

conozca el dominio de definicién, célculo del rango de la serie de datos

2. Fijacién del numero de intervalos de clase v

3. Fijacién de las amplitudes de los intervalos de clase

4. Divisién del dominio de definicion de la variable en vintervalos de clase
Hoy en dia el agrupamiento de datos no debe emplearse para la determinacion de las
medidas de centralizacién o de dispersion, dado que los ordenadores facilitan la labor. El
interés de la agrupacion reside en la representacion grafica que supone y en su caracter
esquematico para los informes.
La frecuencia aplicada hasta ahora es la denominada absoluta n,. Cuando este valor se
divide por el numero total de datos observados se obtiene la frecuencia relativa f, de las

series originales de las variables discretas y categoricas y de los datos agrupados de las
variables continuas:

Donde n, es la frecuencia absoluta del valor en el caso de variables categéricas o
discretas y de la marca de clase en el caso de datos agrupados de una variable continua.

Dado que
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donde v es el numero de valores en el caso de variables categoéricas o discretas y de
intervalos de clase en el caso de datos agrupados se ha de cumplir que:

i

a=1

La representacién en forma de grafico de barras es aplicable tanto a los datos agrupados
por clases como a los datos de un serie original de una variable discreta.

Sin embargo, cuando se trata de una variable continua es mas frecuente hacer la
representacién mediante un histograma de frecuencias. La diferencia estriba en que en el
histograma se representan, en abscisas, los extremos de los intervalos de clase y en las
ordenadas el valor de la frecuencia absoluta n, dividida por la amplitud del intervalo h, ,
es decir:

Este método grafico tiene la ventaja de que consigue una representacion de los datos que
se aproxima a la representacion continua del modelo de distribucién de la variable, como
se vera mas adelante con el concepto de densidad de probabilidad.

Naturalmente, en el histograma la suma de las areas de las rectangulos es igual a n, es
decir, el nimero total de datos. Una alternativa es el histograma de frecuencias relativas.
En éste, la altura de los rectangulos es

y mide la densidad de frecuencia relativa. En este histograma la suma de las areas los
rectangulos es, obviamente, igual a la unidad. Esta es una mejor aproximaciéon al
concepto de densidad anunciado. En efecto, si aumenta el nUmero de intervalos o clases
y su amplitud cada vez es menor, la linea envolvente del histograma de frecuencias
relativas toma la forma de una curva continua para la que la altura en un punto
determinado es el valor de &, para un intervalo de clase infinitamente pequefo.

Otro tratamiento de interés de las frecuencias, tanto absolutas como relativas, son los
valores acumulados de las mismas. De este modo se obtiene para cada valor la suma de
las frecuencias, absolutas o relativas, del valor dado y todos los que le preceden.
La frecuencia absoluta acumulada, N,  se obtiene sumando sucesivamente las
frecuencias de cada intervalo o valor. La frecuencia relativa acumulada, F,, es el resultado
de dividir la frecuencia acumulada por el nimero total de datos. Es decir,

N,=n,+n, +...+n,_, +n,
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Fo=f+f+..+f,_ +f,

3 Medidas de centralizacion o de posicion

La medidas de posicion de una serie de datos son valores sintéticos que intentan reducir
toda la serie a uno solo representativo del conjunto de datos en el dominio de definicion
de la variable. Las més importantes son:

e La media aritmética
e Lamediana
e Lamoda

Tienen la funcion de situar o posicionar a la masa de datos en el eje de las unidades de la
variable de que se trate. Unos lo hacen con el valor de numero de unidades medio (la
media aritmética) , otros con el valor que divide a la masa de datos en dos partes de igual
frecuencia (la mediana) y otros con el valor que mas veces se repite entre los observados
(la moda).

3.1 La media aritmética X

La media aritmética tiene la siguiente expresion

X=—Yx,.

S |=

n
o1

Es decir, es la suma de todos los resultados divididos por el nimero total de los mismos n.
Si los datos se presentan agrupados, ya sea por repeticiones del mismo valor o porque se
trate de datos agrupados por clases, la formula es la siguiente:

_ 1 |4 |4
X=—>nx,=>fx,
na:l a=l1

En las variables discretas no agrupadas por clases, las dos férmulas proporcionan el
mismo valor para la media. Pero no ocurre igual con las variables agrupadas en clases
(discretas o continuas). En este caso es preferible calcular la media aritmética con los
datos originales si estan disponibles.

3.2 La mediana X

La mediana es el valor cuya frecuencia relativa acumulada es 0,50. Una vez ordenados
los datos conforme a la serie {x1 <x, <..< xn} (las comillas la distinguen de la serie

original, done los subindice indican el orden de aparicién de los datos y no el orden de
menor a mayor como aqui), cuando n es impar la mediana coincide con el valor x£n+l)/2,

es decir, el valor central de los datos ordenados de menor a mayor. Cuando n es par la
mediana coincide por convenio con el valor (x}l/2 +x'n/2+1 )/2, es decir, la semisuma de los

dos valores centrales.
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Para el caso de datos agrupados por clases hay que identificar, previamente, el intervalo
mediano, que es aquel cuyo extremo inferior -1 tiene una frecuencia relativa acumulada
F.1 menor o igual a 0,50 y su extremo superior « tiene una frecuencia relativa acumulada
F., mayor que 0,50. El procedimiento consiste en recorrer la serie ordenada de frecuencias
relativas acumuladas (Gltima columna en el ejemplo 1.1.11) hasta encontrar el intervalo
gue cuenta con una frecuencia relativa acumulada en su extremo final, F, , igual o mayor
a 0,5. Si es igual, ese es el valor de la mediana. Si es mayor la mediana es:

X=m=L,, +%hu

Fa - Fa—l
Como se ve la férmula proporciona la mediana como el valor de la variable que coincide
con la frecuencia relativa acumulada de 0,5 dentro del intervalo mediano. Para ello se
suma al valor del extremo inferior del intervalo la parte de h, (amplitud del intervalo) que
va desde el extremo inferior L,.; hasta el valor que coincide con la probabilidad 0,5. Suma
gue proporciona la mediana.

3.3 La moda myg

La moda de una serie de datos es el valor de la variable que mas veces se repite. Si se
trata de una variable discreta o categorica coincide con el valor de mayor frecuencia de

valor. Si la variable es continua, la moda de la serie original {xl,xz,...,xi,...,xn}no existe

conceptualmente, pues en ésta no se repetiria ningln valor, si se contase con un
instrumento de resolucién infinita. Como esto no es posible por razones practicas, los
instrumentos miden valores cuya repeticion es mas o0 menos improbable pero no
imposible. En un cierto modo, la resolucion del instrumento es un intervalo de clase, dado
gue no informa de diferencias mas pequefas de las que es capaz de mostrar en el
indicador.

En estos casos, se puede calcular una moda para la serie de datos mediante una
agrupacion de datos, como se viene haciendo en este apartado. En ese caso la moda
viene dada por la aplicacion al intervalo de mayor densidad de frecuencia absoluta o
relativa de la férmula

+ da+1 h

L .
da—l + da+1

M,

I

a-1 a

d,=d, =—2%; a=12,.,v la densidad de frecuencia de los correspondientes intervalos de

clase. Es decir, la frecuencia de clase en el intervalo dividida por la amplitud del mismo.

Como se puede comprobar la moda se calcula sumando al extremo inferior del intervalo
de clase de mas densidad de frecuencia una cantidad en unidades de la variable que se
trate que la sitie mas cerca del intervalo vecino (anterior o posterior) que mas densidad
de frecuencia tenga.
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4 Medidas de dispersion

Una vez establecida la posicion del conjunto de datos es de interés medir la mayor o
menor dispersion con que se presenta. Para ello, la estadistica ha desarrollado métodos
diversos de estructura mas o menos compleja.

En general, la dispersion se mide respecto de las medidas de posicién. La media suele
ser el valor generalmente utilizado. La medida de dispersion mas elemental de un dato es

la diferencia, X; =X; —X, llamada desviacion del dato i-ésimo respecto de la media
aritmética. Existen n diferencias o desviaciones de la media. La suma vale;:

>

n

“=Z(xi—x)=zn:xi—n¥:0

i=l i=1

Este resultado muestra que las desviaciones no son independientes y la media aritmética
de la serie de desviaciones es cero. En consecuencia, dicha medida, no sirve como
medida de dispersion.

Por eso, para cuantificar la variabilidad de una serie de datos se han definido otras
medidas. Las principales son:

la varianza

la desviacion tipica

el recorrido o rango

la media de valores absolutos de las desviaciones
el rango intercuartilico

4.1 La varianza y la desviacion tipica

La varianza de una serie de datos, sﬁ , tiene la siguiente expresion:

S, = lZ(xi -X)%.
n
Y para datos agrupados:

i =230, -0 =Y £, (x, ~%*.
a=l1 a=1

Esta medida cobra sentido porque al elevar al cuadrado la desviacibn de cada dato
respecto de la media se obtienen cantidades siempre positivas y la suma de las
desviaciones cuadraticas es mayor que cero mientras existan datos diferentes de la
media.

La desviacion tipica tiene la expresion

42

10511 2007 Materiales de Construccion Il



Escuela de Ingenieria Técnica Civil. Arquitectura Técnica. Materiales 11

y para valores agrupados:

S, = \/ZV: f . (x,-%)7.

La cuasivarianza ofrece una medida de dispersion similar a la varianza, solo que
utilizando como denominador n-1 en vez de n. La expresion es:

1 n
P =—) (x —X)?
n_lg(. )
y para datos agrupados:
1 |4
si=——>yn, (x, —X)
DI

La cuasidesviacion tipica es la raiz cuadrada de la cuasivarianza_

Y para valores agrupados:

La cuasivarianza y la cuasidesviacion tipica tienen aplicaciéon cuando se trata de operar
sobre una muestra en vez de sobre una poblacién. Es decir cuando se tiene unos pocos
datos y no todos, o casi todos, los datos. La ventaja estriba en que para un determinado
tamafio de muestra la media aritmética de muchos valores de s” esta centrada sobre la
varianza de la poblacién. Como se ha dicho mas arriba, en dltima instancia, el propésito
de la estadistica es conocer los parametros de una poblacion. Cuando se cuenta con
pocos datos es necesario emplear las férmulas que con mas exactitud se aproximan al
valor buscado. Este es el caso de la cuasivarianza como férmula para aproximarse
(estimar) el parametro varianza de la poblacion. Estos aspectos se trataran con mas
detalle en el apartado de estimacion del hormigon.

Pero la diferencia entre la varianza y la cuasivarianza es, sin perjuicio de las razones para
su empleo en datos procedentes de muestras, de caracter matematico. En efecto, la suma

n
de n cuadrados de las desviaciones, Z(xi—)_()z, s6lo tiene n-1 sumandos
i=l
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independientes, pues cualquier desviacion respecto de la media, por ejemplo la primera,
X, — X, es una combinacion lineal de las restantes. En efecto:

X —X=X :i(xi _i)_i(xi —Y)zO—i(Xi -X)

i=1

n

X;

X, :—Zn:(xi —X)=-
i=2

i=2

n
Por lo que la suma cuadrética Z(xi —X)’en una funcién de n-1 desviaciones
i=1
independientes. Es decir, si la serie de datos original {xl,xz,...,xn}tiene n grados de
libertad la expresion de sﬁ o de s?s6lo tiene n-1, pues uno se ha consumido al calcular la
media aritmética que interviene en la definicion de la varianza.

Ahora se puede comprender mejor la cuasivarianza que representa un promedio mas
natural de las desviaciones cuadraticas que la varianza, al dividir la suma de aquellas por
los grados de libertad que posee. En todo caso la discusién sobre que medida es mejor
para evaluar la dispersion de una serie de datos es de escasa importancia, dado que la

L n . ~
relacién entre ellas es s* = —lsf Es decir muy pequefia cuando n es grande. Todo lo
n —
dicho es de aplicacion a la relacion entre la desviacion tipica y la cuasidesviacion tipica

L s n
Ccuya relacion es s = —18 .
n-—

4.2 El recorrido o rango

El recorrido o rango es otra medida de la dispersion o variabilidad de una serie de datos
{xl s Xy seens xn} procedentes de las observaciones efectuadas a una variable. Se define

siendo X el mayor valor de la serie y X, el menor valor de la serie {x1 <x, <..< xn}

construida a partir de la serie original. En la primera los subindices numéricos indican el
orden de aparicion del dato y en la segunda el orden de menor a mayor valor del dato.

4.3 Lamedia de los valores absolutos de las desviaciones

n

: o 1 -
Como se pudo comprobar en A.1.1.6.1 las media de las desviaciones —Z(xi -X)es
N
igual a cero por lo que no sirve como medida de dispersion. Sin embargo, si se utilizan las
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desviaciones en valor absoluto su media pasa a ser una medida de la dispersion de los
datos. Su expresion

Y para datos agrupados:

4.4 El rango intercuartilico

El rango intercuartilico es, también, una medida de la dispersién o variabilidad de los
datos. Los cuartiles dividen a la serie de los datos en cuatro partes de frecuencia 0,25
cada una.

~

e el primer cuartil 61 =Q(0,25) deja a su izquierda el 25 % de los datos;
e el segundo cuartil 62 = 6(0,50) deja a su izquierda el 50 % de los datos

e el tercer cuartil 63 = 6(0,75) deja a su izquierda el 75 % de los datos
El rango intercuartilico se define como:
fi = Q(0,75)-Q(0,25).

Los cuartiles son un caso particular de los cuantiles. Un cuantil es un valor Q(p) que deja

a su izquierda (considerandose también incluidos alguna parte del dato que coincida con
el cuantil) una fraccién p de los valores de la serie observada. Para calcular un cuantil hay
gue seguir el siguiente proceso:

Se ordenan los datos, obteniéndose la serie ordenada {Xl <x, <..< Xn}
Se calcula el valor p(n+1)

Se determina la parte entera de p(n+1) que se designa k = Int[p(n + 1)]

Se determina la parte fraccionaria de p(n+l) que se desigha
o = Frac[p(n+1)]= p(n+1)—k

5. Se determina Q(p) = (1- )X, +®X,

PobdP

Como se ve, el cuantil resulta ser una media ponderada de dos datos consecutivos de la
serie ordenada, los de indice de orden k y k+1, respectivamente. La mediana es un caso
particular de cuantil. En efecto es el cuantil para p=0,5. Lo que equivale a ser el segundo
cuartil. La férmula del punto 5 es coherente con la definicion de mediana dada en el
apartado 1.1.6.2.

Aunque el rango intercuartilico es una medida de dispersion, los cuartiles mismos son

medidas de posicién no centrada, con la excepcién del segundo cuartil que coincide con
la mediana, como se ha dicho. De hecho tienen la doble naturaleza de medidas de
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posiciéon y de dispersion, pues un cuartil esta posicionando la masa de datos pero esta
también informando parcialmente de su variabilidad.

Para caracterizar una serie de datos se recomienda usar un grupo de cinco medidas, de
las que tres se basan en cuartiles. Son las siguientes: X,,Q,,Q,,Q;,X,. Es decir, los

valores extremos de la serie ordenada y los tres cuartiles, el segundo de los cuales
coincide con la mediana.

Estas cinco medidas proporcionan una informacion valiosa pues aportan una medida de
posicidn robusta como es la mediana; una medida de la dispersion, mediante el rango

intercuartilico Qg—Q', una medida de la asimetria mediante la diferencia cuartil

(Q, +Q, -2Q,), que es cero cuando la distribucion de los datos es simétrica respecto de la
mediana, y una medida de la curtosis de la distribucion de los datos mediante las

diferencias Q, —xi y x; —Q;, que indican el grado de concentracion de datos en los

extremos (colas) de la distribucion de los datos. Los conceptos de distribucién, asimetria,
colas y curtosis seran desarrollados con mayor precision mas adelante.

Esa informacion de caracter sintético mejora si se expresa graficamente conjuntamente
con dos limites adicionales situados a 1,5 veces el rango intercuartilico, Q3 —Q], del

primer cuartil a la izquierda y del tercer cuartil a la derecha. Surge entonces el diagrama
de caja y bigotes, en el que la caja (rectangulo central) esta partida por la mediana y
limitada por el primer y tercer cuartil y los bigotes (segmentos horizontales que se
prolongan hasta los valores extremos no aberrantes, es decir hasta los valores extremos
incluidos en los limites definidos mas arriba. De este modo hay un criterio para identificar
valores atipicos cuando los valores extremos sobrepasan los limites sefalados. A veces
esto extremos se trasladan hasta una distancia de 3 veces el rango intercuartilico.

al = «
|7 4'
1,50 (Q3-01) 1,5 (Q3-013
r. 3 —
7 - - ..1
Diagrama de Caja y Bigotes

5 Medidas mixtas

Existen medidas mixtas formadas por la combinacion de medidas de dispersion y medidas
de posicion. La principal es el coeficiente de variacién cuyo caracter mixto procede de la
inclusién de una medida de dispersion (la desviacion tipica) y de una medida de posicién
(la media aritmética). Aunque si hay que decidirse, se puede considerar antes una medida
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de dispersion debido a que, en realidad mide la dispersion relativa a la media, lo que
permite comparar las dispersiones de series de datos de diferente media.

Hay dos versiones del coeficiente de variacion:

x| »

basada en la cuasidesviacion tipica, y

V:S_”
X

n

basada en la desviacion tipica. En la estadistica inductiva o inferencial se emplea méas vy
en la estadistica descriptiva v,,.

El recorrido relativo es la relacién entre el recorrido de una serie de datos y su media
aritmética.

x| | =

Dado que el recorrido es una medida de variabilidad basada en la serie de datos
ordenados, tal vez seria mas adecuado utilizar m (la mediana) en lugar deXen la
expresion precedente, dado que la mediana es, también, una medida de posicién (como
la media aritmética) pero surgida de la serie ordenada (como el recorrido). La EHE, sin
embargo ha optado por el valor que incluye a la media, lo que, en la practica, no tiene
gran incidencia puesto que el tamafo de la muestra utilizada generalmente es n=2, por lo
gue la media y la mediana coinciden. Marginalmente se puede considerar otra medida
mixta como es la relacién entre el rango intercuartilico y la media o la mediana.
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