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Introduccion: Origen de las EDP

Como extension de lo visto para el caso de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
en Matematicas I, la génesis de las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) incluye los
siguientes tipos de problemas:

® Problemas de tipo geométrico: Se generan EDP al establecer propiedades de superficies
relacionadas con el plano tangente, la recta normal o con magnitudes asociadas. Por ejemplo,
- Ecuacion del plano tangente a la superficie z = z(x,y) en el punto (xo,y0)

0 0
o B - B

- Ecuacion de la recta normal a la superficie z = z(x,y) en el punto (x,y0)

x=xo _ Yy=yo _ z=z(X0,)0)

oz(xop0)  0z(xo0) -1
ox oy

® Problemas de tipo fisico: En diversos campos de la fisica y de la ingenieria existen
modelos clasicos basados fundamentalmente en EDP de 2° orden. En general, éstos modelos
suelen establecerse bajo hipodtesis restrictivas simplificadoras. Ejemplos clasicos son:
- Ecuacion unidimensional de onda:

u _ 2 %u
or? ox?
(Esta ecuacion describe el movimiento vibratorio, en funcion de la posicion del punto x y
del tiempo ¢, de una cuerda eléstica sujeta por sus extremos en dos puntos del eje X bajo

la accion de una fuerza F (a? = £)).

- Ecuacion unidimensional de la transmision del calor:



Oou _ 0%

ot ox?
(Esta ecuacion describe la temperatura u(x, f) de una varilla delgada aislada en cualquier
posicidn x y en cualquier tiempo ¢, siendo @ una constante que depende del material de la
varilla).

- Ecuaciones del telegrafista:
Oe _ 1 0d%. O _ 1 0%

ot  RC ox2’ ot  RC ox?
(Las soluciones de estos modelos, que coinciden matematicamente con el de transmision
del calor, proporcionan en cada momento el valor del potencial e(x,?) y de la intensidad
de corriente i(x, ) en un punto cualquiera de un largo conductor (linea de transmision) al

suponer despreciables la pérdidas por capacitancia y derivacion a tierra).

- Ecuacion de Laplace:

Au , Pu | u _
PR E e 0
ox oy 0z
(Fundamental en muchas aplicaciones de la ingenieria, la verifican las funciones
armonicas. Entre otros fendmenos, describe la transmision del calor en régimen
estacionario y el potencial de un campo eléctrico en una region que no contine cargas).

- Ecuacion de la propagacion luminosa:

(8- (5) - (2) -

(Rige la propagacion de rayos luminosos en un medio no homogéneo de indice de
refraccion n(x,y,z)).

- Otras aplicaciones: Eliminacion de constantes arbitrarias; Eliminacion de funciones
arbitrarias; etc.

Primeras definiciones.

Desde un punto de vista puramente matematico tiene sentido plantearse el problema de
encontrar una funcion u(xi,...,x,) de n variables reales independientes cuando nos dan una
ecuacion en la que figure, al menos, una derivada parcial de cualquier orden de dicha funcion u.
Por ejemplo, podemos plantearnos el problema de hallar una funcion de dos variables u(x,y) tal
que

ou

== =2x+
ox Ty

Notemos que este caso es trivial, y es claro que toda funcion de la forma

u(x,y) = x> +xy +f(y)
siendo f(y) una funcion arbitraria, satisface dicha ecuacion.

Entonces:

Definition A las relaciones expresadas por una igualdad en la cual figuran una o varias



derivadas parciales de cualquier orden de una funcion desconocida con mas de una
variable independiente, las llamaremos ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales o, mds brevemente, ecuaciones en derivadas parciales (EDP). En estas
ecuaciones puede aparecer también la misma funcion desconocida u, asi como otras
funciones conocidas de las variables independientes. En definitiva, una EDP es una
ecuacion de la forma

F(xl,.. Ou ou 0*u _0%u ) —0

..Xn cen cee
T 0x1 7 Ox, 7 0x3 7 Ox10x2”

Example Son EDP las siguientes:
a) 3x-z% —(x+y)g—; = yz?
buy—-—uezeou+@-3u)u =u—x-z
) Bx+y)zh—xzy+zezy =x+y
d)zo+2,, =0

(Notemos que en (a), (c) y (d) la funcion desconocida es z = z(x,y), mientras
que en (b) es u = u(x,y,z))

Definition Se llama orden de una EDP al mayor de los ordenes de las derivadas de la
funcion incognita que aparece en dicha EDP.

En el ejemplo anterior, (a) es de ler orden, mientras que las demds son de 2° orden.

Definition La EDP (1) es lineal si F es lineal en u y en sus derivadas parciales y si cada

K 2 2 ;. .,
uno de los coeficientes de u, 2 u Bu _Gu es unicamente funcion de

> ax T aw, ol dxioxg 7
las variables independientes x,, ..., x,. En caso contrario se dira que la EDP es no
lineal.

En los ejemplos anteriores solo (d) es lineal.

Definition Una EDP no lineal, se dice casilineal si es lineal en las derivadas de orden
mayor.

Example Para una EDP de ler orden con 2 variables,
a) Una expresion de la forma P(x,y)u, + Q(x,y)u, + R(x,y)u = f(x,y) es lineal.

b) Una expresion de la forma P(x,y,u)uyx + O(x,y,u)u, = R(x,y,u) es casilineal.

Asi pues, la forma general de una EDP lineal de ler orden con una funcion u(x,...,x,) es la
siguiente

n
Zaiﬂ +ceu=4d
= Ox

cona; = a;(x1,...,X,), ¢ = c(x1,...,X,) yd = d(x1,...,x,), mientras que para una EDP lineal
de 2° orden en n variables se tiene

(1)



n n

_0%u OU oy =
Zal_, Bx0x; +Zbl oy, TCU d

iy=1 '

cona; = a;(x1,...,%n), bi = bi(x1,...,x,), ¢ = c(x1,...,x,) yd = d(x1,...,x,).

Las EDP suelen tener un ntimero finito de soluciones. Veamoslo con un ejemplo:

Example Dada la ecuacion
g—)zc Cosy — g—; + cos?y + xsiny = 0
la funcion
z(x,y) = (x + siny)2 —xcosy— 1
es una solucion particular de la ecuacion, como se comprueba trivialmente. Ahora
bien, toda expresion de la forma

z(x,y) = flx + siny) — xcosy
también satisface la ecuacion dada, cualquiera que sea la funcion f (siempre que
sea derivable hasta el orden de la ecuacion).

Remark Asi pues, mientras que en las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n
(edo) la solucion general contiene n constantes arbitrarias, en las EDP la solucion
general contendra funciones arbitrarias:

a) Si u = u(x), la edo de 2° orden u" = 2 tiene por solucion general
u(x) = x> + ax + b, siendo a y b constantes arbitrarias.

b) Siu = u(x,y), la EDP de 2° orden u" = 2 tiene por solucién general
u(x,y) = x>+ ®©y) «x + ¥ (), siendo ®(y) y ¥Y(y) funciones arbitrarias.

Por tanto, para poder determinar la inica funcion solucién a un problema fisico dado,
habremos de imponer ciertas condiciones auxiliares. Estas condiciones auxiliares se agrupan en 2
categorias:

® Condiciones de frontera: Son las que deben satisfacer la funcion incognita sobre la
frontera de la region, a la que a partir de ahora representaremos por 0€2 (siendo

u: Q c R" - R), en donde se plantea la EDP. Se han dado nombres especiales a tres tipos

de condiciones frontera:

- Condiciones de Dirichlet: u,/ 30 = g

- Condicion de Newman (o de flujo): D,u = g, donde D,u representa la derivada de u
respecto del vector n (y que coincide con Vu e n).

- Condicion mixta (de Robin o de radiacion): a »u/ o0 + B« D,u = g, siendo g, a, 8
funciones definidas sobre 0€2.

® Condiciones iniciales: Son las que deben satisfacerse a lo largo de Q en el instante inicial.
Una condicion inicial tipica conlleva algunas combinaciones de u y sus derivadas temporales.

Definition Un problema de EDP se dice que estd correctamente planteado si:
a) Existe solucion al problema.

b) La solucion es unica.



¢) La solucion depende continuamente de los datos.

Si alguna de estas condiciones no se cumple, se dice que el problema esta
incorrectamente planteado.

Remark Las condiciones auxiliares que junto con la EDP comprenden un problema
correctamente planteado no deben de ser muchas, o el problema no tendra solucion.
Asimismo, no deben ser muy escasas, pues la solucion no serd unica. Por ultimo
deben ser del tipo correcto, o la solucion no dependera continuamente de los datos.

Ecuaciones casilineales de 1er orden.

Restringiéndonos al caso de 2 variables independientes x e y e indicando por z a la funcion
(z = z(x,y)), sabemos que una ecuacion casilineal de ler orden es de la forma

P@.y,2)GE + 0w y,2) & = R(y.2) @)

Definition A toda solucion particular z = z(x,y) o F(x,y,z) = 0 de (2), se le [lama
superficie integral de (2).

A partir de (2) consideraremos la ecuacion

PGy, u) G+ 0y, u) G + R, y,u) GE = 0 3)

siendo u una funcion u = u(x,y,z). A esta Gltima ecuacion se le llama Forma de Jacobi de (2).

Notemos que se verifica:

Remark a) Si F(x,y,z) = 0 es una solucion particular de (2), también lo son todas las
superficies del haz F(x,y,z) = c (siendo ¢ una constante arbitraria). Por la misma
razon, si F(x,y,z) = c es un haz integral de (2), la funcion v = F(x,y,z) es solucion

de (3).

b) Si F(x,y,z) = 0 es una superficie integral de (2), entonces la funcion
v = F(x,y,z) es solucion de (3).

c) Siv = F(x,y,z) es solucion de (3), entonces la funcion implicita z dada por
F(x,y,z) = 0 es solucion de (2).

d) Siv = F(x,y,z) es solucion de (3), las funciones implicitas dadas por
F(x,y,z) = ¢ para cada valor de c, son soluciones particulares de (2).

Sistema caracteristico. Solucion general de la EDP casilineal de 1er
orden.
Se demuestra que un método para hallar la solucién general de la EDP casilineal de ler orden
Oz Oz _
P@y2) &+ 00y 2) & = R(xp.2) 2)

donde supondremos que P,Qy R son C) en D < R3 y que |P| +|Q| # 0 en todo punto de D,
consiste en obtener dos integrales independientes u;(x,y,z) = c1, u2(x,y,z) = ¢, del
denominado sistema caracteristico de (2), y que viene dado por



dx _ b _ dz (4)

P 0 R
(notemos que el sistema caracteristico asociado a una EDP casilineal de 1er orden no son sino
edo de ler orden). Entonces, la solucion general buscada viene dada por
F (u 1,Uu 2) =0
siendo F una funcidn arbitraria.
Remark Todo lo anterior se puede generalizar a EDP casilineales con funciones de mads
de dos variables independientes. Asi, si tenemos la ecuacion

P(x,y,z, u)% +0(x,y,z2, u)g—z + R(x,y,z, u)% = S(x,y,z,u)

el sistema caracteristico serd
de _ 4 _ dz _ du

P 0 R S
del cual, si es posible, obtendremos tres integrales independientes u(x,y,z,u) = ci,
ur(x,y,z,u) = ca2, us(x,y,z,u) = c3. Entonces la solucion general de la ecuacion
dada sera

F(ui,uz,u3) =0
siendo F una funcion arbitraria.

Algunas formas de obtener integrales del sistema caracteristico.
Notemos que una de las ecuaciones de (4) es, por ejemplo,

Q(xayaz)dx - P(xayaz)dy =0
por lo que si Py Q dependiesen solamente de x e y, para integrar esta ltima expresion
podriamos aplicar métodos conocidos de resolucion de edo estudiados en Matematicas I
(podriamos, por ejemplo, ver si se trata de una edo en variables separadas, homogénea, exacta,
etc).

Pero por regla general, tanto P, O como R dependeran de las 3 variables x, y, z. Entonces, el
objetivo serd transformar el sistema caracteristico en otro que si nos de lugar a edo facilmente
integrable.

A veces esto se conseguird mediante equivalencias elementales
dx _ ﬂ _ dz _ kidx _ kady ksdz kidx + kxdy _ kidx + kady + k3dz

P Q R N k1P kQQ B k3R B k1P+k2Q I k1P+k2Q+k3R

eligiendo las k; (que no s6lo pueden ser constantes, sino también funciones) de forma que una, al
menos, de las nuevas igualdades sea una edo facilmente integrable.

Example La EDP

(02 =) + (2 +222)2—; = 3(:2+2?)

tiene por sistema caracteristico

de  _ __dy dz
0?-z2) (x?+22%) 3(x*+2?)
Si multiplicamos por 2 todos los términos de la 1°fraccion y la sumamos

(numerador con numerador y denominador con denominador) con la 2¢
obtendremos




2dx + dy
x? +2y?
fraccion que es equivalente a cualquiera de las anteriores, asi que si la igualamos
con la 3ra fraccion tendremos
2dx+dy dz
x2+2p2 0 3(x2+2)?)

de donde

2dx + dy = %dz

cuya integracion es inmediata

l_—:
3z2xyc

que es un haz de superficies integrales de la EDP original.

Example Si el sistema caracteristico fuese
dx dy  _ _dz

y—z  z—X  X-Yy
multiplicando por x la 1° fraccion (todos sus términos), por y los de la 2y por z los
de la 3°y sumando numeradores y denominadores, tendriamos
xdx + ydy + zdz
0
Para que esta expresion tenga sentido exigiremos que el numerador sea 0, por lo
que tendremos la edo exacta

xdx +ydy + zdz = 0

Remark La forma de encontrar una integral vista en el ejemplo anterior va a ser
aconsejable siempre que podamos elegir k1, k2 y ks no todos nulos, y tal que sea
identicamente nulo el denominador de la fraccion

kidx + kady + ksdz
k 1P+ sz + k3R

y siendo ademds el numerador una edo exacta.

Example [Integrar la EDP
2 _9.,2Y.02 2_.2\0z _ 2 _ .2
x(z* =2y )ax +y(2x* -z )ay z(y* —x*%)

Solucion: El sistema caracteristico es
dx _ dy _ dz
x(z-27%) oy -z (0’ -xP)
Vamos a hallar ki, k, y k3 no todos nulos, y tal que
kix(z? — 2y?) + koy(2x? — 22) + k3z(y? —x%) = 0
(v asi también habra de ser kidx + kady + ksdz = 0). Notemos que la anterior
expresion puede ordenarse de dos formas
x2(2kyy — k3z) + y*(=2kix + k3z) + 2> (~koy + k1x) = 0




xy(=2k1y + 2kox) + xz(kiz — ksx) + yz(—kaz + ksy) = 0

De la primera de las expresiones, e igualando a cero cada uno de los paréntesis,

obtenemos

2x 2y
por lo que si tomamos ks = ., tendremos ky = +, ky = % vks = 2. Asi, de la
ecuacion

Fdv+4dy+ 2dz =0
resulta ser

logx + logy + logz? = cte
o lo que es lo mismo

xyz? = ¢

De igual forma, trabajando con la segunda de las expresiones anteriores,
resulta un sistema que tiene por solucion

k
b= 2 =

por lo que si tomamos ks = z, tendremos ky = x, ky =y, ks = z. Asi, de la
ecuacion
xdx + ydy +zdz = 0

resulta ser

2

2
x> Y22
2 T T

z
S = cle
2

o lo que es lo mismo

x2+y?+z2=c¢

Tomando ambas soluciones particulares, la solucion general de la EDP
casilineal vendra dada por

Fleyz?, x> +y?+22) =0

Veamos otros ejemplos:

Example Hallar la solucion general de la EDP casilienal
2_ .2 _ 2\ 0z 0z _
—yr =)=+ iy =2
(x*—y=—2z%) o T2 oy Xz
Solucion: Solamente necesitamos hallar dos integrales independientes del sistema
caracteristico
dx _dy gz
x2 —y2 — 72 2xy 2xz

De la segunda igualdad, se obtiene

%—% =0 o logz—logy = cte & ¥ =
Como podemos observar, esta Ira integral ha sido sencilla de obtener. Sin embargo,
para obtener la 2 necesitaremos trabajar con la primera fraccion del sistema
caracteristico, con el inconveniente que en esta fraccion aparece la variable z.
Vamos entonces a transformar el sistema caracteristico: si multiplicamos todo el
sistema por 2x

V4



2xdx _ dy
PR Vv Z
v si multiplicamos (num. y denom.) de la 2° fraccion por 2y, los de la 3° por 2z,
sumamos numeradores y denominadores e igualamos la fraccion resultante a
cualquiera de las dos ultimas, por ejemplo a la 3°,
2xdx +2ydy +2zdz gy
x2+y? + 22

z

Esta nueva ecuacion es integrable (los numeradores de ambos miembros son las
diferenciales de los respectivos denominadores), resultando ser
x2+y?+22

z =G

log(x? +y% +2z%) —logz = cte &
y por tanto la solucion general de la EDP dada es

x2+y?+22

Remark En este ultimo ejemplo hay otra forma de encontrar una 2 integral particular
para el sistema caracteristico sin necesidad de usar multiplicadores, pero usando la
[“integral obtenida 5 = ci. Si despejamos z y sustituimos en la 1°ecuacion del
sistema, tendremos

dx _ Ay
X (ci+1p? 2w

que se trata de una edo de ler grado homogénea. Si resolvemos esta edo, resultard

& 2xydx + ((c3 +1)y> —x¥)dy = 0

ser
x2 +y? + 22
Example [Integrar
Oz Oz
6yz2%= + 2= = -6
- oy 4
Solucion: En este caso el sistema caracteristico es
de _ Y _ _dr
6yz 1 -6y

que tiene dos integrales inmediatas:

De la 1? y 3“fraccion,

dx _ _dz _ z2 _

67 sy o di+zdz=0 e x+ 5 c1
mientras que de la 2y 3,

%:_d—é;<:>6ydy+d220<:>3y2+z=cz

siendo por tanto la solucion general la dada por

2
F x+27,3y2+z> =0



Caso particular: La EDP lineal de 1er orden.
Para el caso de dos variables independientes, la EDP lineal de ler orden completa tiene una
expresion general de la forma

P& + 0060 L2 = 2Ri(6y) + Ra(x,)

donde vamos a suponer que todas las funciones P, O, R; y R, son continuas y con derivadas
continuas en un abierto. Para esta ecuacion, el sistema caracteristico viene dado por

d _ @ _ __dz

P~ 0O Rz+R,

que vamos a transformar en otro usando multiplicadores. Sin embargo, y para este sistema
caracteristico en particular, la 1* ecuacion es independiente de z, por lo que se puede encontrar
una primera integral, que tendra la forma u; (x,y) = c;. Si en esta integral particular fuese
posible despejar alguna de las dos variables, supongamos por ejemplo que es posible despejar y,
tendremos y = v(x,c), por lo que podremos sustituir esta expresion en P, R; y R», de manera
que la igualdad

dx dz

P~ Riz+R,
adoptara la forma
dz _ zvi(x,c1) + va(x,c1)

dx vi(x,c1)

6 lo que es lo mismo
z'+a(x,c1)z = b(x,c1)

que es una edo lineal de ler orden que sabemos integrar. La integral es
c)d c1)d
7 = e.[a(xcl) X[Ieja(XCI) xb(x,cl)dx + 6‘2:|

solucion que puede ser escrita en la forma
zp(x,c1) +y(x,c1) =
y sustituyendo ¢ por su expresion (¢; = u;(x,y)), tendremos la 2da integral

zZe a(xay) +ﬂ(x9y) =C2

Remark En este desarrollo que acabamos de realizar, desde un punto de vista prdctico,
hemos partido de dos supuestos: que la 1°ecuacion del sistema caracteristico es
facilmente integrable, y que podemos despejar x o y en la integral obtenida. En el
caso que no se diese el primer supuesto, siempre podemos usar el procedimiento de
los multiplicadores para llegar, si es que es posible, a ecuaciones facilmente
integrables.

El problema de Cauchy para EDP casilineal.

Nos referiremos a una EDP casilineal con 2 variables independientes
oz 0Oz _
PGy 2 + 00y ) E = RExy.2) @)

El llamado Problema de Cauchy es un problema de condiciones iniciales. Se trata de hallar
una superficie integral de (2) que pase por una curva y que puede venir dada por sus ecuaciones

paramétricas y(¢) = (f(¢),g(¢),h(?)).



Vamos a partir de las siguientes condiciones:
@ Enrelacion a la ecuacion (2) : P, Oy R son de clase C™V en D < R®. Ademas, Py O no se
anulan simultdneamente en ningun punto de D.
® Enrelaciéonalacurvay :
- Lacurva y esta contenida en D.
- La proyeccion de y sobre el plano 0.XY no tiene puntos dobles.
- Las funciones f, gy & son de clase C(") en un intervalo (¢1,72) de parametro ¢.
- f(?) y £'(?) no se anulan simultdneamente en el mismo valor ¢ € (¢1,1,).
- El determinante

/@ 2@
P()C,y,Z) Q(nyDZ)

(En la segunda fila de este determinante, P y Q se expresan en funcion de ¢ por medio de
las ecuaciones paramétricas de y.
Entonces:

+ 0, Vt € (t1,12)

Theorem En las anteriores condiciones, se verifican:
a) Existe una superficie integral de (2) que pasa por y.

b) Dicha superficie es unica.

Remark Desde un punto de vista practico, resolver el problema de Cauchy consiste en
eliminar las variables x, y,z, del sistema

ui(x,y,z) = ci
u(x,y,z) = ¢z
$1(x,y,z) = 0
$2(x,,2) = 0

siendo u1, uz las dos soluciones independientes del sistema caracteristico de (2) y
¢1 = @2 = 0son las ecuaciones de y (que se han obtenido por la eliminacion del
parametro t).

Example Hallar la superficie integral de la ecuacion
Oz 20z _ 2
x(x+y) o T oy vz
que pasa por la curva (en este caso es una recta) 3x —y =0,z =3 :

1°) Existe y es unica la solucion: Veamos que se cumplen las hipotesis del
teorema anterior:

® - P=x(x+y), Q=% R =yz?sonde clase C"V en todo R’

- Py O se anulan simultaneamente sélo si x = y = 0. Asi eliminamos de R* los puntos
(0,0,z).

- Lacurva3x—y =0, z = 3 se puede expresar en paramétricas por medio de
y(t) = (¢,3t,3), que estad definida en nuestro dominio siempre que t + 0. Asi
(tlatz) = (_0090) U (0,+OO),



- Una recta de esta forma, al proyectarla sobre el plano 0XY, no tiene puntos multiples.
- x=t,y=23tz=3,sondeclase CV en nuestro intervalo (t1,t,).
- x' =1,y =3, que nunca se anulan.
- El determinante

x' y'
P(x,y,z) O(x,y,2)

1
412 9¢?

=0, Vi+0

Por todo lo anterior, el ultimo teorema nos garantiza la existencia y unicidad de
nuestro problema de Cauchy.

2°) Ahora vamos a encontrar dicha solucion: El sistema caracteristico viene
dado por

dx dy _ dz

xG+y) y: o yz?
De la ultima igualdad se obtiene inmediatamente
1

z
La primera igualdad puede escribirse en la forma
x(x +y)dy —y*dx = 0

+logy = ¢

por lo que se trata de una edo de ler orden homogénea, cuya solucion viene dada

por
pa
X
(recordemos que para resolver esta edo hay que dividir todo por x* y hacemos

= = u; entonces resulta una edo de ler orden en variables separadas, por lo que

X

resolviendo la misma y deshaciendo el cambio se llega a la solucion dada).

+logy = ¢

Para hallar entonces la superficie integral que pasa por la recta dada hemos de
eliminar x, y, z de las ecuaciones

L +logy = ¢
= +logy = 2
3x-y=0
z=13
resultando entonces que ¢y —c| = % por lo que sustituyendo en el sistema se llega
a
z= 3y3+8x

Ecuacién general de 1er orden. Método de
Lagrange-Charpit.
Sabemos que una EDP que solo contiene las variables x e y es de la forma
F(x,y,z,p,q) = 0 (5)
donde p = % yq = g—;. En caso que esta ecuacion fuese lineal respecto a p y ¢ ya conocemos



como resolverla. Asi pues, supongamos que F es una funcién cualquiera, continua, que tiene
derivadas parciales primeras respecto de cada una de las variables x, y, z, p, q.

A fin de hallar una integral completa, es decir una solucion de (5) de la forma
fx,y,z,c1,¢2) = 0 en la que figuren dos constantes arbitrarias c¢; y ¢», intentaremos determinar
otra relacion Fi(x,y,p,q) = ci, de modo que el sistema

F(x,y,z,p,q) = 0

(6)
Fl(xayszapaq) =C]
nos permita determinar p = p(x,y,z) y ¢ = q(x,y,z), tales que al sustituirlos en dz = pdx + gdy
nos de una expresion integrable.
Para que esto sea cierto, es condicion necesaria y suficiente que las funciones p y ¢ definidas
A ) . O(F,F))
implicitamente por el sistema (6), siendo o * 0, cumplan
p 9  _ 94 q
—_ 4 = = — 4 —=
oy oz T o T a?
Derivando en esta expresion y operando, se llega a que la determinacion de F'; con las
anteriores condiciones equivale a la obtencion de una integral del sistema
de _ dy _ dz __—dp _ _ —dq )
oF oF oF oF oF oF oF oF
w o P Ty W tPa o Tia

Una vez obtenida una solucion de (7) sustituiremos en (6) y despejando del sistema p y ¢
obtendremos

p :p(nyazscl)
q =qx,y,z,c1)

que sustituidos en dz = pdx + gdy nos dard una ecuacion integrable. Una vez que se integre esta
ecuacion, obtendremos una integral completa de (5), que sera de la forma f{(x,y,z,c1,¢2) = 0.

Example Aplicar el método anterior para integrar la ecuacion

oz oz, 0z, 0r _ _
6x6y+x6x+y6y z=0

Solucion: En este caso el sistema (7) es
dx dy dz —dp _ —dq

g+x Pty plg+x)+qp+y) ~T0 0
siendo p = %, q = 2—;. De aqui se obtiene que dp = 0y que dg = 0, por lo que

p = c1, q = ca, y sustituyendo sera
dz = pdx + qdy = ci1dx + cady
lo que implica que
z=cix+cy+k

v si sustituimos en la ecuacion inicial para determinar k, resultard que k = cic2,
por lo que una integral de la EDP dada sera



z=cix+cyyt+cic

Example [Integrar

0z Oz 0Oz 2 Oz _ —
ox oy +x(2y+1)6x + (v +y)6y z2y+1)=0
Solucion: Por el método anterior, se tiene
dx __dy dz _—dp __ —dg
g+x2y+1)  p+y*+y  2pq+pxQy+1)+q0*+y) 0 2xp — 2z

siendo p = %, q = 2—;. Como dp = 0, tendremos que p = c1, por lo que sustituida

en la ecuacion y despejando q, resultara ser
_ zQ2y+ 1) —x2y+ 1)c)
ci1+y*+y

con lo que la expresion dz = pdx + qdy se transforma en

dz = cidx + 2+ 1) —x2(2y+ Dey dy
cL+y +y
que puede expresarse en la forma
dz—cidx = 2y+1 J
Z—CIX L+ +y Y

por lo que tendremos
log(z — c1x) = log(ca(cy +y? +y))
o lo que es lo mismo

z=cix+cafcr +y*+y)

Exercise Hallar la integral completa de la EDP dada por
pP—q*+4px+4qy—4z=0

Por el procedimiento seguido para la obtencion de una integral de (5) vemos que existen
multiples sistemas de integrales. La solucion que se obtiene no nos proporciona todas las
superficies que verifican (5).

Definition La funcion z obtenida al integrar la ecuacion dz = p(x,y,z)dx + q(x,y,z)dy que
satisface la ecuacion (5) y que depende de dos constantes arbitrarias ¢\ y 2, se
llama integral completa.

Definition Se llama integral general de la ecuacion

F(x,y,z,p,q) = 0 (%)
aquella que se obtiene expresando una de las constantes de la integral completa
como funcion arbitraria de la otra, y eliminando esta ultima entre la integral
completa y la que de ésta se deduce al tomar su derivada parcial respecto de la
constante.

Definition Solucion particular de la EDP



F(x,y,z,p,q) = 0 (%)
es aquella que no puede considerarse como caso particular de la integral completa
nz de la lntegral general. Se obtiene imponiendo a la solucion completa la condicion
8c1 =0, ac = 0. De esta forma se determinan ¢\ = c¢1(x,y,z), c2 = c2(x,y,2),

que al sustituirlas en f(x,y,z,c1,c2) = 0 nos dan una nueva superficie integral que
no es un caso particular de la integral completa ni de la integral general.

Example Hallar una integral completa de la ecuacion
Oz _
( ) (®)_ﬂ

Solucion: Esta EDP puede ponerse como
px—pz+q*=0
por lo que su sistema caracteristico asociado es
dx _ _ 4 _ dz __d _ 4

2px—-z 29 2p-zp+2¢2  —p +p? P4

Sabemos entonces que dp = 0, por lo que p = ¢\, que es una primera integral
del sistema caracteristico. Entre esta integral y la ecuacion dada deberemos

despejar p y q. Por tanto
g = ,Jci(z—cx)

Debemos integrar ahora la ecuacion en dif. totales

dz = cidx+ Jci Jz—ci dy

que puede expresarse como

dz — c1dx
[z—c1x = Jardy

por lo que su integracion es inmediata, resultando
2Jz—cix = Jery+ce
o lo que es lo mismo
z=cix+ %(,/ay+ cz)2

que es una integral completa de la ecuacion dada, puesto que tiene dos parametros
CLyca.

Para hallar la integral general a partir de la integral completa solo hay que
establecer previamente que ¢y = y(c1).



