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Introduccion.

Recordemos que el teorema de Cauchy-Goursat afirma que si una funcion es analitica en
todos los puntos de un contorno cerrado simple y y en todos los puntos de su interior, el valor de
la integral de la funcioén a lo largo de ese contorno es cero. Sin embargo, si la funcion no es
analitica en un nimero finito de puntos interiores a y, existira, como veremos en este tema, un
numero especifico, llamado residuo, con que cada uno de esos puntos contribuird al valor de la
integral.

Asi, en este tema vamos a desarrollar un resultado de los mas importantes en el Analisis
Complejo, y con diferentes aplicaciones en ciertas areas de Matematica Aplicada: el teorema de
los residuos.

Puntos singulares aislados de una funcion.
Comenzaremos el tema recordando una definicidn ya establecida en el tema de funciones
analiticas:

Definition Se dice que un punto zy es un punto singular aislado de la funcion f(z) si existe
una bola centrada en zo, B(zo,r), tal que f es analitica en dicha bola salvo en el
punto z = zy.

Example Determinar las singularidades de las funciones

= F g0 - g o) -

.
z

Seglin sea el comportamiento de la funcion f(z) cuando z tiende a zo, pueden distinguirse tres
tipos de puntos singulares aislados: punto singular evitable, polo y punto singular esencial.

Definition Sea zo un punto singular aislado de f. Entonces:

a) Si f se puede convertir en analitica en toda la bola B(zo,r), asignandole a f
un valor adecuado en zy, se dice que zo es un punto singular evitable de f.

b) El punto zg es un polo de orden n de f, si f se puede expresar en la forma



flz) = (Zizo)),, ,conn > 1, ysiendo g una funcion analitica en un entorno de zy y tal

que g(z0) + 0. Cuando n = 1 se dice que z es un polo simple.

¢) A una singularidad aislada zo de una funcion analitica que no sea evitable ni
polo se le llama singularidad esencial.

Remark Una forma equivalente de dar la definicion anterior seria:

* Si existe y es finito ;LIZIOl f(2), la singularidad z, es evitable.
* Si ;LI}} f(2) es infinito, la singularidad es un polo.

*Si limf(z) no existe, la singularidad es esencial.
—Z(0

Una consecuencia inmediata es que los ceros y los polos de orden # se encuentran
estrechamente vinculados, ya que se verifica el siguiente resultado:

Proposition Sea fanalitica en B(zo,r). Entonces, f'tiene un cero de orden n en zq si y solo si

la funcion lf tiene un polo de orden n en z.

Los tipos de puntos singulares aislados estan estrechamente ligados con el caracter del
desarrollo de Laurent de la funcion f{z) en B*(zo,7):

Theorem Sea zy un punto singular aislado de una funcion analitica f. Sabemos que en
B*(z0,r) existe el desarrollo de Laurent

— - _ n - bn
f(z)—;an(z z0) +le ey

Entonces:

a) Sies b, =0Vn > 1, la funcion f(z) tiene en zo una singularidad evitable, y
la serie de Laurent coincide con la serie de Taylor. Y reciprocamente.

b) Si solamente hay un numero finito de b, + 0, entonces f posee un polo en zy.
Siesb, # 0y by = by =..= 0, el polo es de orden n. Y reciprocamente.

¢) Si hay un numero infinito de b, + 0, entonces f posee una singularidad
esencial en zy. Y reciprocamente.

Example La funcion

_e-1
f(Z) - z
tiene a zo = 0 como punto singular aislado. Puesto que se verifica que
Z
lim €1 =1
z-0 z

se deduce que zo = 0 es una singularidad evitable.
Ademas, si realizamos su desarrollo de Laurent en un entorno de este punto, es

decir, como potencias de z, resulta que éste solo contendra (en virtud del apartado
(a) del teorema anterior) la parte regular, como se comprueba facilmente:



flz) = & <1+z+2' g— 1>—l+—+§—2!+...

Si hubiésemos obtenido directamente este desarrollo, como el mismo solo tiene
parte regular, también se deduce que zo = 0 es una singularidad evitable (por el
reciproco del apartado (a) del teorema anterior).

Example La funcion

cos(z)
o) = —————=
z’
tiene a zo = 0 como punto singular aislado, que ademas es un polo, ya que
. 1—cos(z
hm—s() = 0
z-0 z

Si obtenemos su desarrollo de Laurent en este punto singular, resulta

LOS(Z)_L(_(__ z* )) 1z 2
s _251 1 + +.. 2z 4'z+6! 8'+

v por lo que al tener el mismo un numero f nito de términos con potencias negativas,
nuevamente confirmamos que el punto zy = 0 es un polo, y que ademdas es de orden
3 (al ser ésta la mayor potencia de z que aparece dividiendo, hemos aplicado el
apartado (b) del teorema anterior).

Example La funcion
_ 1
flz) = exp(z—2>
tiene a zo = 0 como punto singular aislado.

Al verificarse que

2 3
z _ V4 V4
e —1+z+2!+3!+

tendremos que

1?2 13
IRV U T G0 M ) AN B
f(z)—exp(zz>—1+zz+ TR +...—1+Zz+2!z4+...

es el desarrollo de Laurent para la funcion dada.

De este desarrollo, en virtud del apartado (c) anterior, se deduce que zp = 0 es
una singularidad esencial.

Remark Es posible estudiar el comportamiento de una funcion f(z) en el punto del
infinito: Para ello, solo se ha de estudiar el comportamiento de la funcion f(1/z) en
el punto z = 0 (A4si, f sera continua, derivable o diferenciable en z = o, s5i f(1/z) lo
es enz = 0; si f(z) fuese analitica en R < |z| < o, haciendo z = 0 en f(1/z) se
observa que z = © es un punto singular aislado, que podra ser singularidad
evitable, polo o singularidad esencial).

Residuos: Definicion y calculo.

Ya hemos establecido que si zy es un punto singular aislado de f, existira » > 0 tal que f'es



analitica en B*(z¢,r). Asi, Vz € B*(zo,r), fadmite un desarrollo de Laurent de la forma
Z::_w ¢n(z —z0)". En particular, el coeficiente para n = —1 es c_;, cuya expresion hemos visto
en el tema anterior que viene dada por

c-1 I f2)d=z

2711

siendo y cualquier circunferencia de centro zo contenida en B*(zo,r) y recorrida en sentido
positivo.

Definition A este coeficiente c_ se le [lamard residuo de f en z y se designara por
Resf(zo), por Res(f,zo), o simplemente por B cuando z y f estén claramente
indicados.

1

Puesto que Resf(zo) es el coeficiente del término Z=z; en el desarrollo de Laurent de fen

z, €s interesante ver como se puede obtener el mismo sin tener que utilizar la expresion anterior
para c_; e incluso sin tener que calcular de forma directa los desarrollos de Laurent (ya que en
muchos casos no se podra recurrir a desarrollos conocidos y no tendremos mas remedio que
aplicar el teorema de Laurent establecido en el tema anterior). Asi pues, destacamos que se
verifican los siguientes resultados:

Proposition Sea zy un punto singular aislado de una funcion f. Entonces:
a) Si zo es una singularidad evitable, se verifica trivialmente que Resf(zo) = 0.
b) Si zy es un polo simple, entonces

Resf(zy) = ;ng(z —zo)f(2)

¢) Si zg es un polo de orden n, se tiene que

_ 1
Resf(zo) = - 1), lim = [

(z = 20)"2)]

d) Si zo es una singularidad esencial, no hay mds remedio que utilizar el
desarrollo de Laurent de f en zo para calcular Resf(zo); es decir, solamente en este
caso se calculara de forma obligatoria el residuo a través de la definicion.

Como consecuencia de los apartados (a) y (b) anteriores, se verifican los siguientes
resultados, que son interesantes de conocer por su gran aplicabilidad:

Corollary Se verifican:

a) Sea f(z) = E 3

q'(z0) + 0. Entonces f(z) tiene un polo simple en zq y el residuo de f en dicho punto
viene dado por

con p y q analiticas en zo, p(zo) = 0, g(zo) =0y

Resf(zy) = P ((ZZO))

b) Sea f(z) = ZEZ , con py q analiticas en zo, p(zo) + 0,

q(z0) = q'(20) =...= ¢ V(z0) = 0, pero g™ (z0) # 0. Entonces f(z) tiene un polo
de orden n en zo. En particular, si n = 2, f posee un polo de segundo orden en dicho
punto y su residuo viene dado por



2P0 2 plzo)g" (z0)
ReSf(ZO) =2 q//(zo) 3 q”(ZO)Z

Example Hallar los puntos singulares aislados de las siguientes funciones, clasificar los
mismos y obtener sus residuos:

1 1 1
= —_—C = — h = ——
N z22+2° &) 2 +1)* @) (22+1)°
Example Idem para:
z—1 23 sinh(z)
= N = - h =
fQ(Z) Z2+4’ g2(z) (Z—2i)2 5 2(Z) Z3
Example Idem para:
S _ cos(z) __z
/3@) = z(ef - 1) &) sin(z) ’ hs(2) z* +4

A modo de resumen, se incluye la siguiente tabla con la relacion entre los puntos singulares
aislados de una funcion f{z), sus desarrollos de Laurent y el calculo de los residuos en dichos
puntos:



Tipo singularidad Desarrollos de Laurent Calculo del residuo

en z, (definicion) (como potencias de z — zo) en zg
Evitable: Si f'se puede Coincide con su desarrollo Resf(zp) = 0
convertir en analitica en zo; de Taylor (es decir, solo tiene
es decir, si lim_.;,f(z) parte regular)
es finito
Polo: Si lim_.., f(z) = . Para polo de orden 7 : Siempre se puede
Si te tiene que la parte principal del DL hacer a través de su
lim...,(z — z0)"f(z) tiene cantidad finita de DL (elegimos el coef.
es finito, con f(zo) * 0, términos con z — zo del t* ), pero suele
es polo de orden 7. dividiendo, siendo ser mas simple como
Cason = 1, se dice — )n la mayor potencia en (%) o (* %)

que es polo simple

Esencial: Si no es evitable La parte principal del DL Solo se puede hacer
ni es polo; es decir, si no contiene oo términos a través de su DL
existe lim.., f(z) (es decir, hay o términos (elegimos el coef.
donde z — z¢ aparece del t° Z_ZO )
dividiendo)

() Si zo es un polo simple,
Resf(zo) = ;ijzr(}(z —z0)f(2)
Si zg es un polo de orden n,

Resf(zo) = a 1)' lim ;’nn 11 [(z—20)"f(2)]

p(2)
q(z)’

-Sip(zo) # 0, g(z0) = 0y q'(z0) # 0. Entonces f{z) tiene un polo simple en zq y el residuo
de f'en dicho punto viene dado por

(* x) Para el caso particular que f(z) = con p y q analiticas en zg :

Resf(zo) = p,(ZO)
g (20)
- Sip(zo) % 0, g(zo) = q'(z0) =...= ¢V (z0) = 0, pero g™ (zo) # 0. Entonces f{z) tiene un

polo de orden n en zy. En particular, si n = 2, fposee un polo de segundo orden en dicho punto y
su residuo viene dado por

P'(z0) 2 p(z0)g" (z0)
R0 =206y "3 gy



El teorema de los residuos.

Sabemos que si una funcion f'tiene s6lo un nimero finito de puntos singulares interiores a un
contorno cerrado simple dado y, éstos han de ser aislados. El teorema de los residuos sera un
resultado preciso del hecho de que si ademas f'es analitica sobre y, donde ésta estd recorrida en
sentido positivo, el valor de la integral de f'a lo largo de y es 27i veces la suma de los residuos en
esos puntos singulares:

Theorem (Teorema de los residuos) Sea y una curva cerrada simple y regular a trozos, y

funa funcion analitica sobre y y en su interior, salvo en un numero finito de
singularidades z,, z», ..., z, interiores a y. Entonces

J. fz2)dz = 27riiResf(zk)
14 =1

Example Calcular

z+2
J-y Z(Z—l)dz

siendo vy el circulo z = 2 positivamente orientado.

Remark Para el caso particular en que la funcion f del enunciado anterior sea ademds
analitica en todo el plano exterior a y, resultara a veces mas eficiente, sobre todo

desde el punto de vista practico, calcular _fy A2)dz hallando un solo residuo de una

cierta funcion relacionada. Concretamente, podremos sustituir la expresion que nos
da el teorema de los residuos por

J.yf(z)dz = 27riRes<le /(%),0)

Example Volver a calcular la misma integral anterior utilizando este ultimo resultado.

Example Calcular

-[y 14}25 dz

siendo y el circulo z = 2 positivamente orientado.

Aplicacion al calculo de ciertas integrales reales.

Finalizaremos este tema estudiando una aplicacion que tiene el teorema de los residuos. En
concreto veremos la aplicacion al célculo de ciertas integrales reales:

El teorema de los residuos nos proporciona un método sencillo para calcular algunos tipos de
integrales reales sin necesidad de conocer una primitiva de la funcién integrando.

® Integrales de la forma .[(2)” R(cos(x),sin(x))dx, donde R es una funcion racional de cos(x) y
sin(x) : Estas integrales pueden resolverse introduciendo la variable compleja z = e™, de



manera que a partir de este cambio de variable se deduce que
2241, z22—1. dx:ﬁ
2z 2iz iz
mientras que el intervalo [0, 27 ] se transforma en la circunferencia |z| = 1 recorrida en
sentido positivo. Teniendo en cuenta todo lo anterior, obtenemos

2 2 2
i - z2+1 z2-1\dz
J-o R(cos(x),sin(x))dx = J-|Z|=1 R( P g

cos(x) = sin(x) =

y esta Ultima integral la resolvemos por medio del teorema de los residuos.

P,(x)
On(x)
n'y m respectivamente. Si Q,,(x) # 0y m > n + 2, entonces se verifica que

J.iw fx)dx = 2mi ZResf(z)

en todos los polos del semiplano superior, es decir, en todos los polos para que la
componente imaginaria sea estrictamente positiva.

® Integrales de la forma .[i: fx)dx, con f(x) = , donde Py O son polinomios de grado

@ Integrales de la forma I;w x4 flx)dx, 0 < a < 1 :Sifes analitica salvo en un nimero finito

de singularidades z; (k = 1,2,...,m), y si no tiene polos en el semieje real positivo y ademas
se verifica que limz?f(z) = linolz“f(z) = 0, entonces
—00 Z—

sinar

J.M xH(xX)dx = - e ™! Z ResF(zy)
0 pa
siendo F(z) = z* 'A(2).

® Integrales de la forma f;w flx)log(x)dx : Si fes analitica salvo en un nimero finito de

singularidades zx, (k = 1,2,...,m), y no tiene polos en el semieje real positivo y
lim/(z) log*(z) = limf(z) log(z) = 0, entonces

j:” i) log()dx = L Re {; ResF(zk)}

siendo F(z) = fiz)log?(z). Nota: Re{ } indica la parte real de lo que va entre llaves.

® Integrales de la forma E: e’ f(x)dx : Si fes analitica salvo en un namero finito de
singularidades, no tiene polos en el eje real y se cumple }zim max {jf(z) l; |z] = R} =0,

entonces
+00 =
I e flx)dx = 27IiZR€SF(Zk),
- k=1
siendo z; (k = 1,2,...,m) los polos de f'en el semiplano superior y F(z) = e#*f(z).

® Integrales de la forma f;w f(x) cos(ax)dx, I;w flx) sin(ax)dx : Si f'es analitica salvo en un

numero finito de singularidades, no tiene polos en el eje real y se cumple
}eim max{]f(z)|; lz| = R} = 0, entonces:



Io flx) cos(ax)dx = Re {m’ ; ResF(zk)}

siempre que f'sea par, mientras que si es impar,

[ A sin(@v)dy = m {n 3 ResF(zk)}

k=1
siendo z; (k = 1,2,...,m) los polos de /'y F(z) = e?*f(z). Nota: Re{ } eIm{ } indican,
respectivamente, la parte real y parte imaginaria de lo que va entre llaves.

Ejercicios resueltos.
1. (Febrero 2012) Sea y(t) = ae, t € [0,2n], la circunferencia de radio a > 0 centrada en
el origen. Discute en funcion de los valores de oo > 0 el valor de las integrales a lo largo de
y de las funciones

_ +1 _
1D = ity (D=

sin(z?)
z(z2 +1)

Solucion:

(1.a) La funcion tiene singularidades aisladas en los puntos z1» = iy z3 = 2 — i, siendo
todas polos simples (son ceros simples del denominador y el numerador no se anula en ellos).
Como v es la circunferencia de radio o > 0 centrada en el origen, resultard que si @ < 1 todas las
singularidades estan fuera de la region, mientras que si 1 < a < /5 so6lo estaran incluidas
z12 = *i, ysia > /5 estaran incluidas todas las singularidades. Aplicando entonces el teorema
de los residuos:

0 sia < 1
I fz2)dz = 2ri(Res(f,i) + Res(f,—i)) sil<a< 5
¥
2ri(Res(f,i) + Res(f,—i) + Res(f,2 —i)) sia > J5

donde, al ser

N 2O E |
Res(f,i) = 7 ) = _ZJF_ e

I 2 G ) I
Res(f,—i) = 7 ) = Z4J;

A PC=D 3
Res(f,2 —1i) = JQ-0)  ddi

se tiene
0 sia <1
ny(z)dz= (L-Dr  sil<a< 5
0 sia > /5

(1.b) La funcion tiene singularidades aisladas en los puntos z;, = i, siendo polos simples
(son ceros simples del denominador y el numerador no se anula en ellos; por tal motivo el punto
zo = 0 no es un polo, sino que es una singularidad evitable ya que anula el numerador). Como y
es la circunferencia de radio @ > 0 centrada en el origen, resultara que si a < 1 todas las
singularidades estan fuera de la region, mientras que si @ > 1 estaran incluidas todas las



singularidades. Aplicando entonces el teorema de los residuos:

J-f(z)dz{ 0 sia <1

Y 2ri(Res(f,i) + Res(f,—i)) sia > 1

donde, al ser
p@) _ sin(1)

Res(f,i) = 7 ) =
~ _ p(=i)  sin(1)
Res(f,—i) = JCh 2

se tiene
0 sia <1
[ f2)az = _ |
14 2misin(1) sia > 1

2. (Junio 2012) Sea y(t) = e, t € [0,2x], la circunferencia unidad. Discutir en funcion de
los valores de a > 0 el resultado de la integral

J' sin(z?) &

y 2(z2% +a?)

Solucién: Las singularidades que tiene el denominador son z; = 0, z23 = tai. Por tanto,
segun los valores de a > 0 distinguiremos:

*Sia > 1 : En este caso, el Ginico punto singular aislado en el interior de y es z; = 0, por lo
que

sin(z?) o B
J-y de = ZEZRCS(f,O) =0

puesto que Res(f,0) = 0, al ser z; = 0 una singularidad evitable (es un cero simple del
denominador, pero es un cero doble del numerador).

Nota: Este mismo caso la integral también podria haberse calculado usando la primera de las
férmulas integrales de Cauchy, para lo que hacemos

sin(z?)

sin(z?) B G+a®) 8@ . . _
J.y mdz = J.y ——dz = J.y ©>5dz = 2mi - g(0) = 0

*Sia < 1 : En este caso, como las 3 singularidades estan en el interior de y, tendremos

I Mdz = 2mi(Res(f,0) + Res(f ai) + Res(f,—ai)) =

v 2(z22 +a?)
2 2 L2
_ 27ri(0+ sin(a?) N sin(a )) Py sin(a?)

242 243 a?

ya que
plai)  sin((ai)?)  sin(a?)
q'(ai) 3(ai)? + a? 24
y el mismo resultado se obtiene para Re s(f, —ai).

Res(f,ai) =



3. (Septiembre 2012) Discutir, en funcion del radio B > 0, los distintos valores de la integral
z4+ 1 d
Iy 22+ @2 —10z+4)

siendo y(t) = i+ Pe’, t € [0,2x], la circunferencia de centro i y radio p.

Solucion: Las singularidades que tiene el denominador son z; = 0 (que es un polo doble),
223 = *i (ambos son polos simples) yz4 = 2, z5 = % (también polos simples). Por tanto, segun
los valores de 8 > 0 distinguiremos:

- Si B < 1 : Sélo hay una singularidad dentro de la circunferencia (es su centro z; = i).
-Sif < % : Hay dos singularidades dentro de la circunferencia (sonz; = iy z; = 0).
- Si f < 2 : Hay tres singularidades dentro de la circunferencia (sonzy; =i,z =0y

1
zZ5 = 7)

-Si B < J5 : Hay cuatro singularidades dentro de la circunferencia (sonz; = i, z; = 0,
zs = 3 yz3 = —i).

-Si B > J/5 : Las cinco singularidades estan dentro de la circunferencia.

(Hemos distinguido estos valores en los que varia f ya que la singularidad z; = 0 estd a una
distancia de 1 del centro de la circunferencia, mientras que la singularidad z, = i es el centro de
la circunferencia; el punto z3 = —i esta a una distancia 2 del centro; z4 = 2 esté a distancia J5

del centroy zs = % estd a % del centro).

Por tanto s6lo hemos de calcular los respectivos residuos en cada una de las singularidades y
aplicar el teorema de los residuos segun los valores de §5 :

Como se tiene que

Resf(0) = 1imi(z2 '+ 1 ) - = %

=0 dz \© Z22(z2+1)(4z% — 10z + 4)
Resfli) = 5(—(’1)) -k
Resfli) = % S
Resfl2) = % —.= L
Rty - 202

siendo p(z) = z* + 1y q(2) =z%(z* + 1)(4z%> — 10z + 4), entonces:

-Sif<1:
Iy 2+ 1)2(1;21— 1021 4y - = 2miResfli) = -
“Sip< L
J y 2@+ 1)2(1;21— 1021 4) 2 = 2miResfl) + Resf10))

-Sif<2:



zv 41 I :
J-y 2@ DA - 1021 4) dz = 2mi(Resf(i) + Resf(0) + Resf(1/2))

-Sip< Y5

J-y 2@+ 1)2(1;21_ 102+ 4) dz = 2mi(Resf(i) + Resf(0) + Resf(1/2) + Resf(—i))
-Sip> V5
Iy 2@+ 1)2(2:21_ 102+ 4) dz = 2mi(Resf(i) + Resf(0) + Resf(1/2) + Resf(—i) + Resf(2))

4. (Febrero 2013) Dada la funcion

_ sin(z)
f12) = z22(z+1)
indica si es cierto que se verifica la identidad

J. fw)dw = 2ri

donde y es la elipse de ecuacion (figura siguiente)
y(£) = meos(t) +iy2 sin(?), 0<t<2nm

Solucién: Se nos pide que calculemos la integral de £, lo que haremos por el teorema de los
residuos. Asi, como sus puntos singulares son z; = 0y z; = —i, y ambos son polos simples,
tendremos

L _.osin(z) . 1 .
Res/(0) = 123)12 ) = 121_151 2(z+1) =0 Z(ZZ+ 0 G
Resf(—i) = pD) _ sin(=h) sin(i)

¢ -l
Por tanto
f f2)dz = 2mi (Resfl0) + Resf—i) ) = 2mi(—i+sin(i)) # 2ri
Y

Asi pues, la afirmacion de (2.b) NO es cierta.

5. (Febrero 2013) Sea el conjunto
Dy ={z€C: [|<a, Im(z) >0}
con a > 0. Discutir en funcion del parametro a > 0 el valor de la integral
J' sin(w?)

oy wiw —1)(w? —2)

donde 0D, denota la frontera del recinto D, < C orientada positivamente.



Solucién: Las singularidades que tiene la funcion son z; = 0, que es una singularidad
evitable (puesto que también anula el numerador; ademas, se tiene que lim,of{w) = 0),z2 =i
(polo simple) y z34 = +4/2 (también polos simples). Pero de estas 4 singularidades, solamente
z, = i verifica Im(z) > 0 (Notemos que 0y 2 no estan en el interior de dicha region, puesto
que su parte imaginaria vale 0). Por tanto, segiin los valores de @ > 0 distinguiremos:

-Si10 < a < 1 : No hay niguna una singularidad dentro de la region. Asi
J‘ sin(w?)

dw =20
op; ww —i)(w? —2) "

- Sia > 1 : Hay una unica singularidad dentro de la region (es z2 = i), y como se tiene que
Resfli) = p(i)  sin(-1) _ sin(1)

g'(i)y  -3i -3i
entonces:

J' sin(w?)

. . .sin(1) o0 -
o0y Wor— D) r? —2) dw = 2ri-Resf(i) = 2wi———% = <% sin(1)

3i 3

6. (Junio 2013) Sea el conjunto
Dy = {ze(C: 2| < a, l+1m(z)>o}
con o > 0. Discutir en funcion del parametro a > 0 el valor de la integral
J‘ sin(z?)
vy z(z—1)2 (2 +1)(z2 - 22+ 2)

donde 0D}, denota la frontera del recinto D, < C orientada positivamente.

Solucion: Las singularidades de la funcion (que coinciden con los ceros del denominador)
son z; = 0, que es una singularidad evitable (puesto que también anula el numerador; ademas, se
tiene que lim,,of{w) = 0), z23 = 1 (polo doble), z45 = + i (polos simple) y z¢7 = 1 £ i (también
polos simples).

Pero de estas 7 singularidades, solamente z; = 0, z23 = 1, z4 =iyze = 1 +i verifican
% + Im(z) > 0 (Notemos que zs = —iyz7; = | —ino estan en el interior de dicha region, puesto
que % + Im(z) < 0). Por tanto, segun los valores de @ > 0 distinguiremos:

-Si0 < a < 1 : Solo hay una singularidad dentro de la region, que es z; = 0. Asi
J' sin(z?)
i z(z— 1) (22 +1)(Z2 -2z +2)

dz = 2riResf(0) = 0

-Sil < a < /2 :Hay 3 singularidades dentro de la regién: z; = 0, zp3 = 1 yz4 =i, por lo
que
J~ sin(z?)
oy z(z— 1322+ 1)(z2 - 22+2)

dz = 27i(Resf(0) + Resf(1) + Resf(i))

-Sia > J2 :Hay 4 singularidades dentro de la regién: z; = 0, zo3=1,z4 =iyze =1 +1,



por lo que
J‘ sin(z?)
v z(z—1)2 (22 +1)(z2 - 22+ 2)

dz = 2mi(Resf(0) + Resf(1) + Resf(i) + Resf(1 +1i))

Para finalizar, solo nos faltan por calcular cada uno de los respectivos residuos para sustituir
en las expresiones anteriores:

Resf(0) = 0
Resf(1) = lzigl%[(z— 1)2f(z):| = 1}1?[“'] = cos(1) —sin(1)
~ _ p@  —sin(l)
Resfli) = g'()  8+4i
ResfUl + i) = p(1+1) _ sin((l + i)2>

q'(1+10)

7. (Septiembre 2013) Sea la region circular
Daz{ZE(C: |Z|<a}
con o > 0. Discutir en funcion del parametro a > 0 el valor de la integral
flz) dz
oDy,
donde 0D, denota la frontera del recinto D, < C orientada positivamente y f es la funcion
dada por

sin(z?)
f(z) — z(z—l)2<zz+l> ’
Im(z) + 2iRe(z), si|z| = 2

si |z < 2

Solucion: Si |z| < 2, la funcion tiene por singularidades los puntos zo = 0 (que es evitable, al
ser también cero del numerador), z; = 1y z23 = %i (que son polos simples, al ser ceros simples
del denominador). Por tanto, distinguiremos los casos:

-Si0<a<1:
f(z) dz = 2miResf(0) = 0

oDy

-Sil<a<2:

jw 1(z) dz = 27i(Resf(0) + Resf(1) + Resfli) + Resf(—i))

P(z)
0@ "

donde cada uno de estos residuos se puede calcular usando Resf(z) =

- Si|z| > 2, la funcion es
flz) = Im(z) +2iRe(z) = y+i2x
pero esta funcidn no tiene singularidades aisladas, sino que no es analitica en ningiin punto
(puede verse facilmente que no cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann en ningin punto).

Por tanto, la integral pedida no puede calcularse usando el teorema de los residuos, sino que
habria que calcularla de manera directa (tomando una parametrizacion del camino |z| = « :



y(t) = (acos(t),asin(t))). Asi,
j Az) dz = j O + i2x)(dx + idy) =
oD} lz|=a

- J‘i”(a sin(?) + i2a cos(?) ) (—asin(z) + iacos(¢))dt =...= —3ra?

8. (Febrero 2014) Determinar el valor de la integral
cos( Z=
I > < 2 > dz
y 2z —z—1
en los siguientes casos:
8.a) v es la circunferencia de centro 0 y radio %.

8.b) v es la circunferencia de centro 0 y radio 1.
8.c) v eselrectangulo de vértices —i, =2 —i, =2 +1, i.
8.d) v eselrectangulo de vértices 2 +i, -2 +1i, -2 —i,2 — i.

Solucion: La funcion tiene por puntos singulares {1,—%}, siendo z; = 1 una singularidad
evitable (ya que también anula al numerador), mientras que z, = —% es un polo simple.

(8.a) Como ninguno de los puntos singulares es interior a la curva, por el teorema de
Cauchy-Goursat se tiene que

J~ cos(%) =0

y 222 —z—-1

(8.b) Como el punto z; = 1 estd en el recorrido de la integral, ésta no esta definida (al existir
un punto en el recorrido donde la funcion no esté definida).

(8.c) En la trayectoria del rectangulo, el tnico punto singular incluido es z> = 7, por lo que
cos( &) . | o
J.y r;_ldz - 27rlRes(f,—E) = —in=3—
ya que

_1 o
Restp-ty = G2 _ _enCE) 2
2

(8.d) En este caso, ambos puntos singulares aislados estan en el interior del rectangulo, por lo
que

() , N s
Iy mdz = 27rz<Res(f, 1) +Res(f,—j)> = 2ﬂl(O - ) =iy
ya que, al ser z; = 1 una singularidad evitable,

Res(f;1) =0

9. (Junio 2014) Aplicar el Teorema de los residuos para calcular las siguientes integrales:
9.a) La integral



g(z)
d
§ca C-aNG-az)

donde g(z) es una funcion entera, a y a; son dos puntos de C distintos, y

a(t) = (1 +lai1| +|az|)e™, cont € [0,27].
9.b) Laintegral

§ %dZ
cp z'(z" = mi)
donde B(t) = e", cont € [0,2r].

Solucién:
(9.a) La curva a(¢) es la circunferencia centrada en el origen y de radio 1 + |a:| + |a2| (aunque
recorrida en sentido inverso). Por tanto, como g(z) es una funcion entera (analitica), el cociente

% tiene, en la region encerrada por a(z), dos puntos singulares aislados, que son a; y az,

que sabemos que son polos simples. De esta forma

if g(z) dz = zm'(Res(f,al) + Res(f,az)>

. z—ai)(z—az)

y puesto que
Res(fia)) — @) _ _gla) Res(fay) = L@2) _ _gla2)

Q) @@ 7 Q') @@
se tendra que
g(z) _ ( glar) . glaz) )
§Ca (Z_al)(z_az)dz—2m ai—a; T @ —a;

(9.b) En el circulo unidad la funcion f(z) = Zsz(;l fn) tiene un unico punto singular aislado

zo = 0, que es un polo de orden 7 (ya que anula 7 veces al denominador y ninguna vez al
numerador; ademas las 7 raices séptimas de 7i estan fuera del circulo unidad). Por lo tanto

(z+1)e? oA
§Cﬁ Sy & = 2RES(0)

( Como calcularemos entonces Res(f,0)?: No lo vamos a realizar con la formula de las
derivadas (recordamos que, como hemos visto en teoria, se tiene que, para un polo de orden 7,

Res(f,zo) = T _1 D1 ;LIZIg ;;n n__ll [(z—z0)"f(2)] ), puesto que habriamos de derivar 6 veces antes

de calcular el limite. Por tanto, lo mejor es obtener dicho residuo calculando el coeficiente del
término que lleva L en el desarrollo de Laurent de la funcion f(z) :

Puesto que se tiene que

fz) = (z+1)e? 1

m =(z+ l)ezm =

(Z+ 1)62(5;7 + (Z{;ﬂ:l)) =...=

S ilm —i/r

—i/r
(z7 — i)

y el segundo de los sumandos es analitico en zy = 0, se verificard que

=(z+ l)ezi/—f + (z+1)e?
z



l/_fr 7P
Res(£,0) = Res((z+ 1)e? 0) 0 T

donde el residuo de esta funcion lo hemos calculado obtenlendo el coeficiente de L en el
desarrollo de la misma: Notemos que solo hemos de poner el desarrollo de McLaurin para la
funcidn e? y observar cual es el término que lleva - en todo el desarrollo:
l/7r 3 ilr
(z+ l)e == =(z+ 1)(1 +z+ £ 2' + % +>Z—7
y si desarrollamos este producto y observamos el coeficiente del término -, resulta que
Res(£,0) = 720 =,
De esta manera,

(z+ e, _ _ 7 i 7
§ o — dz = 2miRes(f,0) = 2mi=A~ 0T = 360

10. (Septiembre 2014) Se pide:
10.a) Calcular

I xp(5)
y 24 =23 -922-11z-4

donde y(t) = -1 +2e*", cont € [0,1].
10.b) Calcular la integral

J‘ sin(z?) + el'”
¥ zi+z ‘
donde vy es la curva de Jordan (positivamente orientada) cuya trayectoria se representa
en la siguiente figura:

Solucion:
(10.a) Notemos que la curva vy es la circunferencia de centro (—1,0) y radio 2. Si tomamos

o - o)
24 —23-922-11z-4
el denominador se puede factorizar en la forma
=392 1lz—-4=(z-4)(z+1)°
por lo que f(z) tiene por puntos singulares aislados: z; = 4 (polo simple) y zo = —1 (polo triple);

de éstos dos, solamente z, = —1 esta en el circulo formado por y(¢), de manera que
exp(5°) o _
J-y 07 1.4 dz = 2miRes(f,—1) =



i (8 —-257%)i— 20 _ g3 op g2
1000 20 125 25
donde Res(f,—1) se ha calculado a través de

Res(f,—1) = G- 1)' 11m|:(2+1)f(z):|

[ exp(Z2) 7" (8 —2572)i - 20r
= Lijim| 22227 =..=

1000

(10.b) Vamos a calcular la integral usando el teorema de los residuos, pero como suma de
otras dos integrales, ya que:

J' sin(z2) +e'” ¢ sin(z?)
, T zitz o)l a0 a e
sin(z*)

Para la primera de ellas, la funcion f(z) = tiene por punto singular aislado z; = 0,

(1+i)z
siendo éste una singularidad evitable: notemos que este punto anula una vez al denominador,
pero anula dos veces al numerador; o, lo que es equivalente, se tiene que
sin(z?)
im — =
=0 (1+1i)z

(basta con aplicar equivalencias en el numerador, o resolver dos veces por L’Hopital). Por lo
tanto

sin(z2)
, A+

Para la segunda de las integrales, la funcion g(z) = tiene por punto singular aislado

(1+t)z
z, = 0, siendo éste una singularidad esencial: notemos que el desarrollo de Laurent, como
potencias de z, de esta funcion viene dado por

e 1 1 (1/2)*  (1/z)°
(1+i)z_1+12(1+ LTI TR

por lo que la singularidad es esencial ya que hay infinitos términos en su parte singular (esto es,
términos con potencias negativas de z). También observando este desarrollo vemos que
Res(g,0) = #, puesto que éste es el coeficiente del término - en el mismo.

Por todo lo anterior

dz = 2miRes(g,0) = 2mi L _ (1l +1i)

(1+z)z 1+
Asi,
sin(z?) +e'” sin(z2)
L el B e e (1 =0+ (1 +1)

11. (Febrero 2015) Se pide:
11.a) Calcular las siguientes integrales distinguiendo entre los posibles valores de r > 0 :



1) J- 2(z —2)dz, donde a(t) = 2 + re' para t € [0,27]
Ca
2) | (32" +4z 16215 +2° — 1)dz, donde a(1) = re parat € [0,27] yn < N

3) J-c 2’ cos %dz, donde a(t) = 1 +re parat € [0,2r]

11.b) Sea0 <0 < 1yseat € R. Demostrar que

1 1 -6
2 Jo 1-20cos(t) + 62

dt =1

Solucion:

SOLUCION:

(11.a.1) La funcién a integrar es f{z) = 2(zZ —2), que no es analitica en ningun punto
(podemos ver que no se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann). Por tanto, la tnica forma
de calcular esta integral es hacerlo de forma directa (a través de una parametrizacion de la curva),
de manera que

J.C” 2(z -2)dz = J.z” 2(2 +re' — 2>ire”dt = J.z” 2(re™)iredt =...= 4nr’i

(11.a.2) En este caso la funcion a integrar f{z) = 3z" +4z"' — 16z'° + 23 — 1 es analitica y es
una funcion que tiene primitiva. Por tanto, y como el camino de integracion es cerrado, se
verifica

[ Gzr+az =162+ 22— 1)dz = 0
Cq

independientemente del valor que tome » > 0.

(11.a.3) La curva a(¢) = 1 + re” es la circunferencia de centro (1,0) y radio r.

Esta Gltima integral hay que resolverla por el teorema de los residuos, teniendo en cuenta que
el punto zo = 0 es la nica singularidad de la funcién f{z) = z° cos L, siendo ésta ademas de tipo
esencial.

Asi, y siempre que 7 > 1, tendremos que
scos( L )dz = 2riRes 0
J, #eos(3)ez (-0

ya que el punto critico es interior a la curva a(t) = 1 + re”. Como

132 (14 (146
fz) 225cos<%> 225<1— (22!) + (j“) - (26!) +>

tendremos que el coeficiente del término <+ en el desarrollo anterior es —é, por lo que
1
R€S(f, 0) = —H

Ica z> cos(%)dz = —%

siempre que » > 1.

Si0 < r < 1, la integral valdra 0, puesto que no hay puntos singulares dentro del recinto de



integracion.

(11.b) Vamos a probar, de forma equivalente al enunciado, que se verifica

t =
0 1-20cos(r) + 02 d

Para ello, haremos el conocido cambio de variable z = e, de donde

2
dt = 42 cost = 2+ 1
iz 2z

Por lo tanto

IZ” 1-6 dt:j 1-0  dz _
o 1—260cos()+6? =1 1_29222_:1+92 iz

_ 071 J' dz
i e=l 022 — (02 + 1)z +0

Esta fraccion tiene por puntos singulares aislados las raices de la ecuacion
0z —(0?>+1)z+0 =0, quesonz; =0yz, = % (siendo ambos polos simples). Como
0 < 6 < 1, solamente z; = 0 estd en el interior de |z| = 1.

De esta forma, y aplicando el teorema de los residuos,

IZ” 1-6 t=92‘lf dz _
o 1-20cos(t) +6? i el 022 — (02 + 1)z +0

_02—1, . _0P—15_. 1 _
=7 2riResf(0) = - 27i 7] =2r

como queremos demostrar.

NOTA: El valor de Resf(#) lo hemos obtenido teniendo en cuenta que f(z) = m y

que z; = 6 es un polo simple, por lo que

_pO 1
Resf(0) = 70 T o

12.  (Junio 2015) Se pide:
12.a) Calcular, en funcion de v > 0, y usando el teorema de los residuos, la integral

cos(z)
I — dz
r2(z- %)
siendo y(t) = 1 +re", t € [0,27], r > 0. Justificar razonadamente porqué se puede
aplicar dicho teorema.
12.b) Calcular, mediante el teorema de los residuos,

2
1
—dt
J.0 V10 + sin(¢)

Jjustificando de forma razonada lo realizado.

Solucion:
(12.2) La curva y(¢) = 1 + re' es la circunferencia de centro (1,0) y radio r. Las



cos(z)

z\2
(%)
simple, ya que anula dos veces al denominador, pero también anula al numerador). Asi, segiin
sea r > 0, distinguiremos los siguientes casos:

singularidades de la funcion f{z) = son los puntos z; = 0 (polo simple) y z> = Z- (polo

-Si0 < r < 4 — 1, no hay singularidades interiores a la circunferencia y(¢), por lo que
J‘ cos(z) _c0s@) g

v z(z- )

-Si & —1 < r < 1, la tnica singularidad interior a y(¢) es z2 = Z-, por lo que
J' cos(z)
rz(z- %

- Y sir > 1, tendremos que los dos puntos singulares son interiores, por lo que

J. COS(Z) d — 27”(Res(f(z) Zz) +Res(f(z) Zl))

rz(z- %

————5dz = 2rmiRes(f(z),22)

Por tanto el valor de estas integrales se calcula sin mas que tener en cuenta que

p(z1) cos0 4
Res(f(z),z1) = = = 4
7@ ()T
mientras que

Res(f(z),z2) = hm (( )f(z)) lim —C08Z _ — [im ﬂ = —%

z-7/2 Z<Z > -2 22 — 7

(Notemos que para calcular este ultimo residuo, y a pesar de ser z, un polo simple, no podemos
aplicar Res(f(z),z2) = £ ( 2) puesto que se obtiene una indeterminacion de la forma —)

(12.b) Este tipo de integrales se reduce al campo complejo a través del cambio z = e, de
donde

_dz oz -1
dt = g y sint T

Por tanto

IZ” 1 dr — I 1 dz _ I 2dz
o /10 + sin(?) et JI0 + £ 2 el 22+ 2100z — 1

Esta fraccion tiene por puntos singulares aislados las raices de la ecuacion

z2 — ZJEiZ -1=0
que sonz; = (3 - J10 )i yzy = (—3 -J10 )i (siendo ambas polos simples). Solamente z;
esta en el interior de |z| = 1.

De esta forma, y aplicando el teorema de los residuos,

2dz pz1) 2 _ 2x
= 2niRes(f(z),z1) = 2mi——" = 2mi= = =+
I|z|=1 z24+2J10iz— 1 A2).21) = q'(z1) 6i 3




13. (Febrero 2016) Se pide:
13.a) Calcular la siguiente integral segun los posibles valores de r > 0 :

J. zhel” + _sin@) _ dz
4 z(z% + 1)2

siendo y la circunferencia y(t) = 1 +i+re”, t € [0,2r].
13.b) Calcular, usando el teorema de los residuos,

J’” sin?(x)

0 5+4cos(x)

Solucion:

(13.a) El integrando tiene por puntos singulares aislados z; = 0 (singularidad esencial en el
ler sumando, mientras que es singularidad evitable en el 2do sumando) y z»3 = %i (que son
polos dobles, al ser ceros dobles del denominador).

Por tanto, y al ser y la circunferencia y(¢) = 1 + i + re”, distinguiremos los siguientes casos,
segun valores de 7 :

- Sir < 1 : No hay punto singular en el interior de la region, por lo que
I zhel + _sin(z) _ dz=10
4 z(z* + 1)

-Sil <r < J2 :Enelinterior de la region solo esta el psa zo = i, por lo que

I (z“e”z + L(Z)>a’z = 2miResf(i)
y

z(z% + 1)2

-Si /2 < r < /5 :Enelinterior de la region estan los psaz; = 0yz, = i, por lo que

I <Z4€1/Z + Sin—(z)>afz = 2mi(Resf(i) + Resf(0))
v

z(z% + 1)?

-Sir > /5 :Enelinterior de la region estan los tres psa, por lo que

I (z“e”z + ﬂ)dz = 2mi(Resf(i) + Resf(—i) + Resf(0))
v

z(z? + 1)2

El valor de las correspondientes integrales se calculan sin mas que tener en cuenta que
1
R€Sf(0) = ?

ya que el desarrollo de Laurent como potencias de z del primer sumando es
2 3 4
zhel” = 24(1 +1/z+ (/) + (/) + (1) +)

2! 3! 4!

y el coeficiente del término + es <, mientras que

Resf(i) = l}g}[(z—i)zﬂJ — 12151|:M:| - = icos(i) ZZSin(i)

z(z% + l)2 z(z+i)2




Andlogamente

o o osinG@) | [ sin@) | icos(i) — 2sin(i)
et =t e 2O | - ] | - el

(13.b) Haciendo el cambio z = e*, se tiene que

z2-1. _z2+1. _ dz
2 cos(x) = o dx :
Ademas, x € [0,27] equivale a |z| = 1.

sin(x) =

De esta forma

J‘” sin?(x) J‘Z’T sin?(x) v =
0o 5+ 4cos(x) 2 5+ 4cos(x)
21
lJ‘ (212) dz _ _ _ 1 z4—2z41
2 Jpm 5_|_4Z+1 iz 4i Jpm1 2210z + 422 + 4)

y teniendo en cuenta que esta funcion tiene por singularidades {0,—2,—1/2}, siendo la primera un
polo doble y las otras dos polos simples, por el teorema de los residuos, tendremos

J‘”de:_i 2t =27+ 1 _
0 5+4cos(x) 4i Jp 2210z + 422 + 4)
__ 15 _
= —E2m<ResﬂO) +Resfl-12)) = £
donde
!
4
Resf(0) — lim| =221 | _ _ 9
es/(0) %{z (102 + 427 + 4) g
y
P(-1/2) 11
Resf(—1/2) = —/— =...= =
Ejercicios propuestos.
1. Hallar los puntos singulares y determinar su caracter:
0L pepd) 022 0

2. En cada caso escribir la parte principal de la funcion en su punto aislado y determinar el
caracter de tal punto:

a)zexp(+)  b) - ¢) )
d) 22 e) —

(2-2)°

3. Probar que el punto singular de cada una de estas funciones es un polo. Determinar el orden
del polo y calcular su correspondiente residuo B :



2z

V4

1—cosh _o22
a) SEE ) )

3
d) ZZZ_—+12 e) (2;1 ) /) tanh(z)
g) = h <5 i) 255 (12| > 0,0 < arg(z) < 27)

4. Hallar el residuo en z = 0 de:

a) - b)zcos(L) ) )
cot(z) sinh(z)
d) z* e) Z4<1—22>

5. Hallar los residuos de las siguientes funciones en sus puntos sigulares:

a) =< b) cos(L) + 23 ¢) 22 sin(L) d) <

23(z-1) z=i

6. Calcular, usando residuos, las integrales de las funciones siguientes sobre el circulo |z| = 3,
positivamente orientado:

Z

Q)5 b)Zexp(d) o) ZL

z2-2z

7. Calcular la integral de las siguientes funciones a lo largo de |z| = 2, positivamente
orientado:

25 1 L
a) 1-23 b) 1422 C) z
(242)2 23(1-32) zexp(L)
d) 2(z-1)(2z+5) e) (1+2)(1+2z%) h 1423
8. Calcular las siguientes integrales:
e z2
a) -[|z|:2 23(z+1) dz b) -[\z\:l sin3(z) cos(z) dz

c) f‘z‘zl 2 sin(L)dz d) | = 4z

l-1]=1 z3-1

9. Calcular

J' 3z3+2
y =1 +9)
siendo v el circulo:

a)lz+2=2 b -2/=2 )z =4

10. Calcular



J' dz
y 22(z+4)
siendo v el circulo:

a)lZl=2  b)lz+2|=3

11. Sea y el circulo |z| = 2 positivamente orientado. Calcular _[ , fz)dz, siendo [ :

cosh(nz
a)tan(z) b ws o) (Z}H))
12. Calcular
~+00 dx ~+00 dx ~+00 dx
o [0 O e
~+00 L +00 dx +00 dex
d) J'0 x2+1 e) J‘0 <x2+1>2 f) J‘O G24+1) (x2+44)
too x2dx O _dy 0 x2dx
g -[0 (x249) (x2+4)° h) -[0 L+ i) I 1416
13. Calcular
gy T dx
a) .[() 5+4sin(x) b) J._,-( S5+4sin(x)
) J’Zﬂ cos2(3x) d d J‘ 1
¢ 0 5-4cos(2x) X ) 1+acos(x) ; (|a| < )

e) [F—E g <1y pHfF—LE—i@>1)

0 1-2acos(x)+a 0 (a+cos(x))?’

SOLUCIONES:

(1a) z = 0 p.s. evitable; (1b) z = 0 p.s. esencial; (1¢) z = 0 polo simple; (1d) z = 0 polo de 4°
orden, z = —1 polo simple.

(2a) (2b) (2¢) (2d) (26)

Ba)n=1,B=-L1;3b)n=3,B=-2; 3c)n=2,B=2e* 3d)n =1, B =23; (3¢)
n=73, B——E,(3f)n—l B =1; (3g); (31)n—1 B = i/;

(4a) 1; (4b) —L (4c) 0; (4d) — 45 ; (4e)

(5a) ResﬂO) = —=; Resf(1) = ¢; (5b) ResﬂO) = 0; (5¢) Resf(0) = ——; (5d) Resf(i) = —

(6a) —2ri; (6b) ZL; (6c) 2ni; (7a) —2xi; (7b) 0; (7¢) 2xi; (7d) 9xi; (7e) 3711 (71) 2ri; (8a)
(1 — L)xi; (8b) 27i; (8¢) 0; (8d) 2m—, (9a) 0; (9b) 7i; (9c¢) 67i; (10a) 32; (10b) 0; (11a)
—4mi; (llb) —1i; (llc) 4m (12a) ; (12b) 5 2z, (12c) (12d) ; (12e) T (121) =5 (12g)
(12h % (132) 5 2”' (13b) nJ_ (13c) =&; (13d) J_a ; (13e ; (131)

12’

_m
200 )

)







