Asignatura: MATEMATICAS II
Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales. 2° Curso
Examen Final JUNIO 2016
(25/06/2016)
ENUNCIADO Y RESUELTO

PROBLEMA 1: [2 puntos] Calcular la circulacion del campo
-
F(xayaz) = (xyay —x,yz2)

a lo largo de la curva intersecciéon de x> + 2 +z> = 8 conz = [x? +)7.

SOLUCION:
La curva interseccion de ambas superficies viene dada por x> + y? = 4, siendo z = 2. De esta

forma, se trata de calcular la integral de linea
J- {xy «dx ++(y — z)dy + yz2dz}
Y

siendo y la curva dada por y(¢) = (2cost,2sint,2), cont € [0,27]. Asi, se trata de resolver la
integral

I 1_7)—1)”=J‘ {xy dx+ (y—x)dy +yz?dz}y =
% %

2n
= j (2cost+2sint « (—-2sint) + (2sint — 2cost)2cost + 2sint « 4 - 0)dt =
0

=0-47+0=-4r

Tambien podriamos resolver este ejercicio usando el teorema de Stokes: Sabemos que
- — —_—
J- Fedr= ” rotF - ngdS
% S
siendo S cualquier superficie que contenga a la curva y. Asi, podemos considerar S como el
plano z = 2, de manera que al ser ng = (0,0,1) y

> 2 P
i Jj k
TR 5 ) 8 — (20 —1—
roff = | = > & = (z5,0,-1 —x)
xy y—x yz?

dS = 1+ (z)? + (z,)* dxdy = dxdy

se verificara que
LT:’ = ”SWF’ . m2dS = —”D(l 4 x)dxdy = —Izﬂdeji(l + reosO)rdr =...= —4r

PROBLEMA 2: [2 puntos] Calcular
[[ zf1+ac+4? .as
s



siendo S la superficie del paraboloide z = x? + y? limitada por los planosz = 1y z = 4.

SOLUCION:
Se trata de calcular una integral de superficie de un campo escalar

fxp,z) = z,/]1 +4x* + 42

que, como vamos a proyectar sobre el plano OXY (notemos que la proyeccion es el recinto plano
D = {(x, y); 1 <x?+y? < 4}), sabemos que se calcula como una integral doble aplicando

J.J.Sf(x,y,z) «dS = J.J.Df(x,y,z(x,y))‘/l + (%)2 + (g—;)zdxdy

es decir
” z 1 +4x? + 4y? -dS:” (x2+y2)‘/1+4x2+4y2‘/1+4x2+4y2dxdy=
s D
2, .2 2 2 o 25 2 183
=J.J. (x*+y5)(1 +4x° + 4y )dxdyzj. d@f r*(1 +4r-)rdr =...= =221
D 0 1 2

PROBLEMA 3: [0.5 puntos + 0.25 puntos] Resolver en C las ecuaciones
cos(iz) + 3isin(iz) +1 =0

ef=-1-1i
SOLUCION:
(a) St utilizamos las definiciones de cosz y sinz, se tiene
. ei(iz) + e—i(iz) e + e? .. ei(iz) _ e—i(iz) e? — ¢*
cos(iz) = = ; sin(iz) = - = -
(i) 2 2 sin(iz) 2 2

por lo que la ecuacion a resolver sera

e‘+¢é et —¢f _
5 + 3i oF +1=0

es decir
e“+er+3(e7—-e)+2=0=e¥-e"-2=0

por lo que haciendo ¢ = €7, tendremos la ecuacion > — 1 — 2 = 0, que tiene por solucion
t=42,-1}.

Por tanto, la solucion de la ecuacion vendra dada por
z1 = log(2) = log(20) = log2 +i+0r = log2
z3 = log(—1) = log(1l,) = logl +ir = in
(donde en ambos casos se ha tomado el logaritmo principal).

(b) De forma inmediata se obtiene que
z =log(=1—-1i) = log( /2 —log(J2) +i2E
8( ) = log(V2) s g(V2) 4

donde hemos considerado solamente el logaritmo principal.



PROBLEMA 4: [0.5 puntos + 0.75 puntos + 0.75 puntos]| Determinar el desarrollo de
Laurent de cada una de las siguientes funciones y clasificar el tipo de singularidad existente

a)flz) = e +eenlz| > 0

b) g(z) = —Z(Z}FR) en0 < |z| < R

1
c) h(z) = en0<|z—-1] <2
() (22 1)2 | |

SOLUCION:
(a) Teniendo en cuenta el desarrollo

Z Zn rqe .
e’ = E PR valido si |z| < o
n=0 ’
resulta que

® .
ol — Z (1/;') , valido si |1/z%| < o, es decir si |z| > 0
n=0
Por tanto

o0 o0
fo)=e+e = Z—’:+§ L iz >0
n! nlz="
n=0 n=0

(b) Como se verifica (descomponiendo en fracciones simples)
1 _ VR 1R
z(z+R) z z+R
podemos expresar este desarrollo en términos de z sin mas que poner
N T I B I B I < PENTEA
8G) = RZ R TR ~RZ 32;( D'(%)
siendo este desarrollo valido siempre que |% | < lesdecir,si [z] < R.

g(z) =

(c) En este caso se trata de expresar toda la funcion 4(z) como potencias de (z — 1). Veamos
como podemos lograrlo:

Trivialmente tenemos

_ 1 _ 1 1
hz) = (22—1)2 - (z—l)2 (24—1)2

por lo que solo tenemos que expresar la 2da fraccion como potencias de (z — 1). Para ello, y
considerando que



(Z+1) N <1_+12> (1+Z>___(ﬁ)_

_1d 1 __1d z—1
“§E<1+ =) ) ——55(;( nr(25L )

siendo este desarrollo valido si | =L | < l esdecir, si |z — 1| < 2. Derivando término a término
esta ultima serie, se tiene

_ n(z—1
oty )

n—-1 n+1
= ( - 1)2 Z( i ) n(z - 1) Z (- ;ZH 1);1—3

PROBLEMA 5: [0.75 puntos + 0.75 puntos + 0.5 puntos] Calcular las siguientes
integrales complejas en los recintos indicados, segin valor de » > 0:

a) I z° cos —dz,siendo y() =1+re", con0 <t<2m
—z+tl g do y(t) = re", con0 < ¢ <2
)J.y G- (1) 'z, siendo y(¢) = re”, con T
) j 2(z — 2)dz, siendo y(1) = 2 + re'', con 0 < ¢ < 2
Y

SOLUCION:
(a) El integrando tiene por punto singular aislado z = 0, que es una singularidad esencial.
Puesto que y(¢) = 1 + re' es la circunferencia de centro (1,0) y radio 7, tendremos que

5 1 0, sir<1
J- z°cos 5 dz = . o .
y 2riResf(0) = 27rz<—ﬁ>, sir>1

ya que el desarrollo de f(z) es

1 =25(1— (1/z)? . ()t (1/2)° )

5 4
2087 2! a1 6!

siendo —- el coeficiente del término +.

(b) El integrando tiene por puntos singulares aislados z; = 0, que es un polo doble y
zo = 1 +i, que es polo simple. Puesto que y(¢) = re’ es la circunferencia de centro (0,0) y radio
r, tendremos que

27iResf0) = 27r1< e ) — Q4D sir< 2
J. z+1 dz = (1+)

y 22z = (1+1)) 27i(Resf(0) + Resf(1 +1)) = 27r1< 2+ —2') =0,sir> 2

(1+)? 2

siendo



— lim -4 1 - 2+1
Rt =ty | -0 eE iy |-

Resf(l +i) = LU*+D _ 1+itl _ 1-02i

O'(1+1i) (1+10)? 2

(c) Al ser una funcion no analitica, la inica forma de calcular esta integral es a través de la
definicion, tomando la parametrizacion dada. Asi

J-y 2(z-2)dz = Izﬂ 2(2 +re' — 2>rie”dt = Izﬂ 2re~irieldt = 2ir? Izﬂ dt = 4nr’i

siendo valido para cualquier valor de » > 0.

PROBLEMA 6: [1.25 puntos] Calcular, usando el teorema de los residuos
J’” 1 — cos(2x) dx
0 2+4cosx

SOLUCION: Haciendo el cambio z = e, se tiene que

z22—-1. z22+1. dz
2iz cosx = 2z  dx = iz

Ademas, x € [0,27] equivale a |z| = 1. De esta forma

sinx =

J' 1—cos2x ;4 J' 1—cos2x ;4 J' 1_<Z+1> <212> dz:
T2 "2 )4

0 2+cosx 2+cosx 2+z2_+1
_ 1 4 =272 41 I .
=) T 1)a’z o 27r1<ResﬂO)+Resf( 2+,/§>>

(hemos utilizado que como la funcién integrando es par, la integral en [0, 7] es la mitad de la
integral en [0,27], ademds que cos2x = cos’x — sin%x; y que de las dos raices de z2 +4z+ 1 = 0
solo —2 + /3 esta en el interior de |z| = 1).

Por tanto, y al ser z; = 0 un polo doble y zo = =2 + /3 un polo simple, se tiene

ResﬂO)—hm—|:(z 0)?—Z =222 +1 J:___:_4

2222 +4z+ 1)
P(-2+3)
02 )

Resf(—2 + ﬁ) =

=...= 3.4641
y asi

[ L=cos2 gy~ 0 5367
0o 2+4cosx



