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ENUNCIADO Y RESUELTO

PROBLEMA 1: Calcular las siguientes integrales de linea
I = I {38x%dx +y*dy}
Ca

L = Ica {%ﬁdx + 8xdy}

donde C, es la circunferencia de centro (0, 1) y radio 1, recorrida en sentido positivo.

SOLUCION:
Se trata de calcular integrales de linea a lo largo de un camino cerrado. Para la primera de
ellas, y puesto que se verifica que

oy 0x
la misma es independiente del camino de integracion, por lo que

I, = §C {3x%dx +y*dy} = 0

oP _ - 99

Para I,, al ser

oP 29
oy =2 * oy =8
la integral depende del camino de integracion, por lo que la resolveremos mediante el teorema de
Green: Asi,
L = § {ly3dx+8xdy} “( )a’xdy ”(8 232 )dxdy

Como el recinto de integracion viene dado por la ecuaciéon x2 + (v — 1)? = 1, realizaremos el
cambio de variable
X = rcosf
y=1+rsinf

siendo el jacobiano J = r,conr € [0,1]y 0 € [0,2x]. Por tanto

2r 1
ij(8—2y2)dxdy - jo d@jo(s-z(l +rsing)?rar —...= LT

NOTA: Esta segunda integral también podriamos resolverla de forma directa, tomando una
parametrizacion y(¢) = (cost, 1 + sint), con € [0,27], por lo que

L = Ic {%y3dx+ 8xdy} = I;ﬂ(%(l +sint)®(—sint) + 8cost(cost))dt

aunque es mas complicada que resolver el problema mediante el teorema de Green.



PROBLEMA 2. Calcular la integral de linea
- —
[ Fe.ar
Cq
-
siendo F el campo
-
F(x.y.2) = (2.x°,-?)
y C, la curva definida por la interseccion de las superficies
x2+y? =1z

x?+y?=x

SOLUCION:
La curva C, esta dada por la interseccidn de un paraboloide (x? +y? = z) y de un cilindro de

eje Z (x> +y?* = x), por lo que se trata de una curva cerrada, como se observa en el grafico
adjunto.
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Al ser la integral de linea a lo largo de una curva cerrada en R3, resolveremos el problema
utilizando el teorema de Stokes. Asi

[ F@ - [[rotsas
¢ S

siendo S una superficie que tenga a C, por borde. Como la interseccion de ambas superficies nos
da el plano z = x, resulta que dicha interseccion serd la circunferencia x? + y? = x, aunque
contenida en el plano z — x = 0. Por tanto tomaremos S :z—x = 0.

De esta forma, tendremos
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rotF = > & % = (-3y%,3z%,3x%)
PLEP R
siendo ademas
7 CLOT)

J2

dS = 1+ (z)? + (z,)* dxdy = /2 dxdy

Asi

J2

siendo D la proyeccion sobre el plano XY de la interseccion de ambas superficies; es decir, D es

la circunferencia

jc F.dr= ”Ftﬁ.ﬁ’d5= ”Mﬁdxdy= 3”(x2+y2)dxdy
S D D

2.2 _ 1), _ 1
X“+y —x@(x 2) +y 7]
Esta ultima integral la resolveremos mediante un cambio a polares
X =+ +rcosf
y = rsinf
siendo el jacobiano J = r, con r € [0, + ]y 6 € [0,27]. Por tanto
9
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PROBLEMA 3. Resolver en C la ecuacion
cos(iz) + 3isin(iz) + 1 = 0

SOLUCION:
A partir de las igualdades (definicion de funciones trigonométricas en C)
_ ei: + e—i: . _ ei: _ e—i:
oSz = 55—y sinz = S—-=—

la ecuacidn dada se transforma en
ei(i:) + e—i(i:) 'ei(i:) _ e—i(i:)
+3i 5 +1=0
2 2i

es decir

e +e° et —ef _
5 + 3i % +1=0

y si hacemos ¢ = e, tendremos que resolver la ecuacion




1/t+t 43 1/t —t

5 T +1=0

es decir,
r?-t-2=0
ecuacion que tiene por soluciones ¢ = 2,—1.

Entonces
Sit=2=e"=2=z=1log(2) =log(2y) = log2 +i0 = log2
Sit=-1=¢e"=-1=z=log(-1) =log(l;) =logl +ir = in

donde hemos considerado los valores principales para cada uno de estos logaritmos neperianos
complejos.

PROBLEMA 4. Determinar todas las series de Laurent centradas en zo = 0 para la
funcién
3
z = —_—_—_—
A2) z22—z-2
estableciendo el dominio de validez de cada uno de los desarrollos obtenidos. Indicar en
cada uno de ellos la parte regular y la parte principal.

SOLUCION:
La funcion tiene por puntos singulares {2,—1}, por lo que consideraremos las 3 regiones
siguientes:

Dy:zl<1l; Dy 1 <z] <2; D3t )z > 2
y para cada una de ellas tendremos en cuenta que
Ay —3 4 B _ _ _-l 1

2_7-2 z+1 Tt T i Y2

(a) En D, : Utilizando desarrollos conocidos, tenemos que
-1 ___1 _ __ 2.3
o e (I —-z+z"=2>+...)
desarrollo que es valido si |z] < 1 (y por tanto valido en D1), mientras que para la segunda
fraccion podemos poner
L1 1 1(y,z,(z) () )
-2 21-% _ 2(“ $+(5) +(3) +-
desarrollo que es valido si | 5 | < 1 (y por tanto también valido en D).

Por tanto, en D, se tendra
(1t 1 z (z\ . (z) )
f2)=—(l-z4+z"=2+...) 2(1+2+(2) +(2) +...

constituyendo todo este desarrollo la parte regular y no existiendo parte principal.

(b) En D, : Sigue siendo valido el desarrollo



1o 11 Az (2) 4 (2) )
-2 " 271-% * 2(”2*(2) +(5) +-
(ya que éste lo es siempre que |7 | < 1), pero no lo es el de la 1? fraccion (puesto que éste es

valido si |Z| < 1). Por ello, haremos
-1 1 1 1 1 1 2 1 3
z+ 1 21+% 2(1 Z (Z) (Z) )

desarrollo que es valido si |[+| < 1 (y por tanto vélido en D,).
Por tanto, en esta regién se tendra

0=+ (1) - () ) - 5(1+5+(5) +(5) )

constituyendo el primer paréntesis la parte principal y el segundo la parte regular.

(c) En D3 : Sigue siendo valido el desarrollo
-1 __1_1 __1 1 1)? 1)?
et (H)-(3) )
(ya que éste lo es siempre que |+| < 1), pero no lo es el de _#2 (puesto que éste es valido si
lz] < 2). Por ello, haremos

1 _

z+42 %11%_ (1_ +() ()+)

desarrollo que es valido si |[%| < 1 (y por tanto vélido en Dj3). Por tanto, en esta region se tendra

==t (3) - (3) )+ H(1- 2+ (2) - () + )

constituyendo todo el desarrollo la parte principal o singular y no existiendo parte regular.

PROBLEMA 5. Calcular las siguientes integrales distinguiendo entre los posibles valores
der >0:

a) I 2(Z —2)dz, donde a(t) = 2+ re' parat € [0,2r]
Ca
b) IC (3z" + 42" — 162" + 23 — 1)dz, donde a(t) = re' parat € [0,2x] yn € N

c) -[c z° cos —dz donde a(t) = 1 +re' parat € [0,2r]

SOLUCION:

(a) La funcion a integrar es f(z) = 2(Z — 2), que no es analitica en ninglin punto (podemos
ver que no se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann). Por tanto, la Unica forma de calcular
esta integral es hacerlo de forma directa, de manera que

jca 2(z -2)dz = J.(z)ﬂ 2(2 +re’ — 2)ire”dt = J.(z)ﬂ 2(re™ire''dt =...= 4nr?i

(b) En este caso la funcion a integrar f{(z) = 3z" + 42! — 16z'5 + z3 — 1 es analitica y es una
funcion que tiene primitiva. Por tanto, y como el camino de integracion es cerrado, se verifica



I (Bz" + 42" - 16z +23 - 1)dz = 0
Ca

independientemente del valor que tome » > 0.

(¢) Lacurva a(z) = 1 + re es la circunferencia de centro (1,0) y radio 7.

Esta altima integral hay que resolverla por el teorema de los residuos, teniendo en cuenta que
el punto zo = 0 es la tinica singularidad de la funcién f{(z) = z° cos L, siendo ésta ademas de tipo
esencial. Asi, y siempre que » > 1, tendremos que

jca 23 cos %dz = 2miRes(f,0)

ya que el punto critico es interior a la curva a(t) = 1 + re””. Como

2 4 6
j(z)=25c0s%=zs(l— (‘;) + (i') - (i') +)

tendremos que

Res(f,0) = coef del t° % en el desarrollo anterior = —%

por lo que

j z3cos %dz = —%

o

siempre que » > 1.

Si0 < r < 1, la integral valdra 0, puesto que no hay puntos singulares dentro del recinto de
integracion.

PROBLEMA 6. Sea(0 <0 < 1yseat e R. Demostrar que

N S
2r Jo 1 -20cost+ 62

SOLUCION:
(a) Vamos a probar, de forma equivalente al enunciado, que se verifica

t =
0o 1—20cost+6? d
Para ello, haremos el conocido cambio de variable

z = e de donde df = ‘Z—ZZ

2241
2z

y cost =

Por lo tanto

jz’f 1-0 dr:j 1-0  dz _ _ 6*-1 J' dz
0 1-20cost+6° 1 1—2054 92 0z i g 022 -0+ 1)z+6

Esta fraccion tiene por puntos singulares aislados las raices de la ecuacion
0z* — (0> +1)z+60 = 0, que sonz; = Oy z; = 4 (siendo ambos polos simples). Como
0 < 6 < 1, solamente z; = 0 estd en el interior de |z| = 1. De esta forma, y aplicando el teorema
de los residuos,



2n
1-0 02— 1 dz 02— 1, . 02—1, . 1
dr = 0 = 0= 1oniResioy = L2=11 )
jo 1~ 20c0st + 02 i j|_-|=1 02— (0> + 1)z + 0 i 2miResf0) = T amiy T = 2n

como queriamos demostrar.

NOTA: El valor de Resf(0) lo hemos obtenido teniendo en cuenta que f(z) = m y

que z; = 6 es un polo simple, por lo que

_p®) 1
Resf(0) = 70 TP



