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ENUNCIADO Y RESUELTO

PROBLEMA 1: Calcular
§C {(x+ 1)dx — ye*dy}

siendoC, la frontera (orientada positivamente) de la regibn compac
D={(xy);x=0yz-1ys<e,ys-e+2}

SOLUCION:

Se trata de calcular una integral de linea a lo largo de unmtaca@rrado, pero dicha integral
es dependiente del camino (puesto @;ez 0+ % = —yeX). Por tanto, la forma de calcular la
misma es realizando una parametrizacion de dicha curveefioo aplicando el teorema de
Green en el plano.

Silo hacemos a través de curvas, y al observar la graficéesigu
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notamos que la curn@, esta formada por las siguientes 4 curvas (recorridas emtgtisegue
indican las letras): (1) rect&B, (2) rectaBC; (3) curvaCD y (4) curvaDA. Ademas, estos puntos
de interseccion soA(0, 1), B(0,-1), C(In(1+ 2e),-1) y D(1,e). Por tanto

§Ca{(x+l)dx yeXdy} J.AB—+_-'.BC—+_-'.CD—i_J.DA
donde cada una de las respectivas curvas viene dada payuanses parametrizaciones:
- rectaAB (rectax = 0) : y(t) = (0,t), cont € [1,-1].
- rectaBC (rectay = -1) : y(t) = (t,—1), cont € [0,In(1 + 2e)].
- curvaCD (curvay = —€' + 2e) : y(t) = (t,—€' + 2e), cont € [In(1 + 2e), 1].
- curvaDA (curvay = €') : y(t) = (t,e'), cont € [1,0].

Entonces, si calculamos cada integral por separado:

j - j_l((0+ 1)0- te%)dt = 0
AB 1



j j “(t+1) - (~1)e'0)dt = In(2e+ 1) + Lin2(2e+1)
j j ((t+ 1) — (—€' + 2e)el(—e"))dt =
|n(1+2e)
—%e3 +ee?—In(2e+ 1) + %(2e+ 1)3 - % In2(2e+ 1) — e(2e + 1)% + %

f = IO((H 1) - etete)dt = —L1
DA 1 6
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Por tanto
ifc {(x+ 1)dx — ye*dy} =...= e3> + %(2e+ 1)® - e(2e+1)? - %

Si lo hacemos usando el teorema de Green, tendremos

ifca {(x+ 1)dx — ye*dy} = J-D.[(% - ‘?—a';)dxdy = IJ(—yex —0)dxdy =

- J. I ye*dxdy — J. I ye*dxdy
D; D,
dondeD; U D, = D, siendo estas regiones las dadas por:
D;:0<x<1;, -1<y<es D;:1<x<In(2e+1); —1<y<-e+2e
De esta forma

{(X+ 1)dx — ye*dy} = — ' dx ye"dy o ye*dy =
§Ca I 0 I J. -1

_ _em. 1 _ 2_1
—...—e+3(2e+1) e(2e+1) 3

In(2e+1)

y se obtiene (simplificando) el mismo resultado que hacéndirectamente.

PROBLEMA 2. Comprobar el teorema de Stokes para el campo veotial

=
F(xy,2) = (y,2Xx)
utilizando como curva de integracion la curvay dada por

X2 +y2 = a2
z—-x=0

SOLUCION:
Se trata de probar que

es decir, que



siendoSuna superficie que tenga por borde la curv@or ejemplo, podemos tomar como
superficieSel planoz - x = 0, restringido a la interseccion con el cilindtd+ y? = a?).
Si calculamos en primer lugar la integral de superficiedtemos que al ser

77K
oF = | £ 2 L |=(1-1-1)
Yy z X
y ser
= |§§| - (_{)%)’1) dS== 1+ (2)? + (z)? dxdly = 2 dxdly
entonces

[[rot(Fy - Rids = [[ oJ/2axdy = 0

S D
Si calculamos ahora la integral de linea, teniendo en cuprgda curvgy viene dada por la
interseccion del cilindra® + y? = a2 con el plana - x = 0, dicha curva tendra por
parametrizacion
y(t) = (acoqt),asin(t),acoqt))
(las dos primeras componentes vienen dadas por la paraawédn del cilindro, mientras que la

tercera coincide con la 18, al ser x = 0)..
Por lo tanto

§F - dF = §aydx+ zy+ xdzy = | jﬂ(asin(t)(—asin(t)) + acogt)acost) + acogt)(—asin(t)))dt —

Y Y
2r

2r
= aZI (=sin?(t) + cog(t) — sin(t) cogt))dt = azf (cos(2t) - lsin(Zt))dt =.=0
0 0 2

PROBLEMA 3. Determinar la serie de Laurent de la funcion

t7) = 8
2) -2 +5722-7z+3

enelanillo0 < |z-2| < 1.

SOLUCION:
Se trata de expresar este cociente como potencias (pesitivaegativas) de — 2). Si
descomponemos en fracciones simples
f(z) = 8 = —8 =
@ -22+522-72+3 22-522+7z-3
__A B c _ __2 4 -2
z-1° (z—1)2 M2 - (z-1)2 t7-3

y entonces hemos de expresar cada una de estas fraccionepa@mncias déz— 2) :
Se tiene que

2 2 2 NN v on
Z-1 (z-2)+1  1+z-2 _ZHZ:;( Dz=2)

y este desarrollo es valido siempre que 2| < 1, cosa que ocurre en la region que estamos



considerando (donde recordamos que nos hemos basado eweidoodesarrollo:
= = 2 (-1)"2", siempre qudz| < 1).
De igual forma

( 41)2 - 4%( 2_11 — por el desarrollo anterioe
— —

— _4%(%;(—1)”(2— 2)“) = —4§(—1)”%(2— 2)" =

= -4 " (-1)"'nz-2)™*
n=0

gue también es valido en la region considerada (al ser laatkxide un desarrollo valido en esa
region).
Por ultimo

2 2 2 ¥ n
z-3 (z-2)-1 1-(z-2) _an;(z_z)

y este desarrollo es valido siempre que 2| < 1, cosa que ocurre en la regién que estamos
considerando (donde recordamos que hemos utilizando &irdéds dado por
= =2 ,(-1)"z", siempre quéz| < 1).

Si entonces sumamos todos los desarrollos, tendremos

f(2) = 2D (-1)"z-2)"-4) (-1)"n@z-2)"" +2) (z-2)"
n=0 n=0 n=0

Notemos que no aparece ninguna potenciézde?) negativa, lo que es debido a que la
funcionf(z) no tiene azy = 2 como punto singular; es decir, su desarrollo de Laurenbcom
potencias d€z — 2) coincidira con su desarrollo de Taylor en el punio= 2. Por lo tanto, otra
forma de haber calculado dicho desarrollo seria el de usamaula de Taylor para la funcion
f(z) en el puntay = 2 (aunque, en este caso, tendriamos el inconveniente degiemealcular
la derivadan — sima del cociente dado pd(z)).

PROBLEMA 4. Aplicar el Teorema de los residuos para calculardas siguientes
integrales:
(a) Laintegral

§ 9(2) dz

c. (Z—a1)(z—az)

dondeg(2) es una funcion enteraa; y a, son dos puntos deC distintos, y
a(t) = (1+ |a1| + |az|)e™, cont € [0, 27].

(b) Laintegral
(z+1)e?
§cﬂ Z2(z" - i) dz
donde B(t) = €', cont e [0, 2x].

SOLUCION:
(a) La curvaa(t) es la circunferencia centrada en el origen y de radidék| + |az| (aunque



recorrida en sentido inverso). Por tanto, cogn es una funcion entera (analitica), el cociente

% tiene, en la regidn encerrada pdt), dos puntos singulares aislados, que &pwy a,

gue sabemos que son polos simples. De esta forma

9(2) o
§ca (z—a1)(z- a2) dz = 2ri(Regf,a1) + Regf,az))

y puesto que

Plar) _ 9g(a) P(@)  g(a@)
Redf,a1) = all) - a—2, Y Regfa)- Q,(azz) ~ @)
se tendra que
9(2) g(a1) 9(az2)
§ca (z—a1)(z-az) dz = 27“( —a; T -a )

(b) En el circulo unidad la funcioffz) = Eift tiene un Unico punto singular aislado

Zy = 0, que es un polo de orden 7 (ya que anula 7 veces al denomiyadauna vez al
numerador; ademas las 7 raices séptimas @stan fuera del circulo unidad). Por lo tanto
Z+1)e? .
§ {2+ D€y _ 2niResf,0)
cy 2'(2" —mi)
¢, Cémo calcularemos entonces @d»?: No lo vamos a realizar con la férmula de las
derivadas (recordamos que, como hemos visto en teoriareegue, para un polo de orden

Res(f,zp) = o 11)| IPZO (;jn_ [(z-20)"f(2)]), puesto que habriamos de derivar 6 veces antes

de calcular el limite. Por tanto, lo mejor es calcular dioksiduo calculando el coeficiente del
término que lleval en el desarrollo de Laurent de la funcitie) :
Puesto que se tiene que

_ _(z+De ;1 _ AL B )_ _
f(2) = 7@ ) (z+1)e 7@ — ) (z+1)e ( 7 + ) )
= (z+ 1)ez( ';ﬂ + Q%h:“)) = (z+ 1)ez|/—7r + (z+ 1)e2%

y el segundo de los sumandos es funcion analitica enO, se verificara que

Z|/7r _ 7 i
Reg(f,0) = Res((z+ e ) = s

donde el residuo de esta funcion lo hemos calculado obtémielncoeficiente de: en el
desarrollo de la misma. Notemos que solo hemos de ponerairdiés de McLaurin para la
funciéne? y observar cual es el término que llegaen todo el desarrollo:
. 3 )
(z+ 1)e2'/—7r —@+)(1+2+ 2+ 2 +)'£—’f
y Si desarrollamos este producto y observamos el coefeeittérminos, resulta que
Regf,0) = 720 —=.
De esta manera,

(z+1)e? 7
§Cﬁ Z =y 2 = ZriRed’,0) = 2ni T
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w
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