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ENUNCIADO Y RESUELTO

PROBLEMA 1: Calcular
[ Fear
Cu
donde
F(xy) = (% +y2 3y +log(y? +1))
y C, es la frontera de la region compacta
D = {(xy); &+ (y-1)> <1}

recorrida en sentido positivo.

SOLUCION:

Se trata de calcular una integral de linea a lo largo de unmzacd@rrado. Puesto que se
verifica que
P _ o, R
oy %+ OX 3y
la integral depende del camino de integracion, y al ser &€staao, podemos resolverla mediante
el teorema de Green:

?
§402 + y2)dx+ (3xy + log(y? + 1))dy} = ij (a—g - %;)dxdy -

= [J @y -2y = [[ yebty
D D
Como el recinto de integracion viene dado por la ecuacion
2 2 _ X2 2
I+ (y-1) le (i>2+(y 1) 1
2

resulta que se trata de una elipse centrad@®gl) y de semiejea = %; b=1, porloque
haremos el cambio de variable

-1
X = 2rcos@
y=1+rsinf
siendo el jacobiano
- -1
J=...= 57

Por tanto

”ydxdy - J‘z’f do I;(1+ rsin@)%rdr =.==LX



PROBLEMA 2. Hallar el flujo del campo
I_:)(x,y, 2) = (yz?,3e*2%,2)

sobre la cara externa del cilindrox? + y> = R? comprendido entre los planos = -3y
z = 3. Nota: El volumen de un cilindro de radio R es6zR?.

SOLUCION:

Al ser un recinto abierto el cilindrg; : x* + y> = R?, y puesto que queremos aplicar el
teorema de Gauss, lo cerraremos por 2 superficies eleragntaimo son el plan®, : z= 3y el
planoS3 : z= -3. De esta forma tendremos que

O1 = Og, + O, + D,
o lo que es lo mismo
Os, = O — Os, — D,
de dondeb+ lo calcularemos por Gausslk, y ®@s, lo haremos de forma directa:
D7 = j f Fds = j j j div(ﬁ) dxdydz = j j j (0+ 0+ 1)dxdydz = Vol(V) = 67R?
St \% Y
®s, = [[Fds= [[F-Tds = [[ sdxdy = 3Area(D1) = 3R
S S D1
puesto quat = (0,0,1) (asiF - = z=3) ydS= [1+ (z)%+ (z)? dxdy = dxdy.
De forma anéloga
Ds, = ﬂﬁdsz j F.HdS= H 3dxdy = 3Area(D1) = 37R?
Ss S D1

(lo Gnico que cambia sob® es que ahora el vector normal®@s= (0,0,-1), pero al ser ahora
z = -3, se obtiene la misma integral doble).
Por lo tanto

q)sl = ®T_®SQ_®83 = 67Z'R2—37I'R2—37I'R2 =0

PROBLEMA 3. Determinar la constante K para que

u(x,y) = xsin(x) coshy) — Kycogx) sinh(y)
sea armonica. Determinar su armonica conjugada.

SOLUCION:
Para quai(x,y) sea armoénica ha de verificarse gqug+ uy, = 0. Entonces como

Ux = sinxcoshy + xcosxcoshy + Kysinxsinhy
Uy = 2cosxcoshy — xsinxcoshy + Kycosxsinhy
uy = xsinxsinhy — K cosxsinhy — Kycosxcoshy
Uyy = Xsinxcoshy — 2K cosxcoshy — Kycosxsinhy
tendremos que
Ux + Uy = 0 & 2cosxcoshy — 2Kcosxcoshy =0 « K =1
Para hallar la armomica conjugada, usaremos las ecuaaer@auchy - Riemann



Ux = Vy; Uy = —Vx
De la primera, tendremos
Vy = Uy = Sinxcoshy + xcosxcoshy + ysinxsinhy
por lo que
vV(X,y) = Ivydy = I(sinxcosly+ xcosxcoshy + ysinxsinhy)dy =

= xcosxsinhy + ysinxcoshy + g(x)

(donde las dos primeras integrales son inmediatas y larteseerealiza por partes). Para hallar
g(x) usaremos la segunda de las ec. de C-Rupe —vy, se tiene

xsinxsinhy — cosxsinhy — ycosxcoshy = —[cosxsinhy — xsinxsinhy + ycosxcoshy + g'(X)]
de donde
g(x) =0= g(x) =cte
Por tanto
V(X,y) = xcosxsinhy + ysinxcoshy + cte

PROBLEMA 4. Determinar el valor de la integral
COS( .74 )
y 222-2-1 1

en los siguientes casos:

(a) y eslacircunferencia de centrdy radio %

(b) vy eslacircunferencia de centrdy radio 1.

(c) 7 eselrectangulo de vérticesi, -2 —i, =2 +1, I.

(d) vy eselrectangulo de vértice +i, -2+1i, -2—1,2—1.

SOLUCION:
La funcién tiene por puntos singularéd,—+ ), siendoz; = 1 una singularidad evitable (ya
qgue también anula al numerador), mientras gue —% es un polo simple.
(a) Como ninguno de los puntos singulares es interior a lacpor el teorema de
Cauchy-Goursat se tiene que
nZ
COS( ) dz =0

y 222 —z—

(b) Como el punta@; = 1 esté en el recorrido de la integral, ésta no esta definlaxigtir
un punto en el recorrido donde la funcion no esta definida).

(c) En la trayectoria del rectangulo, el Gnico punto singireluido esz, = —%, por lo que

cos( ”Z) . 1 2
222 ~ dZ = 27r|R%(f,—§) = —|7Z'T

ya que



Res(f,—1) - <<%1>> = COS(_;ﬂ =—‘/6§

(d) En este caso, ambos puntos singulares aislados estémtarier del rectangulo, por lo
que

cos( 22 ) 1\ o 2 2
Zzz—dz 27T|(Re5(f,1)+ReS(f,—§)) = 27“(0—? = _EIT
ya que, al ser; = 1 una singularidad evitable,

Res(f, 1) =

PROBLEMA 5. Determinar la serie de Laurent de cada una de lastdinciones en los
anillos que se indican. Indicar en cada una de ellas su parteegular y su parte singular:

@ f(2 =€+ el’Z en|z| > 0.

(b) 92 = Z(Z+R) en0< |z < R

SOLUCION:
(a) Sabemos que

ez—1+z+ﬁ+3—+ 2251—? paratoda € C

Por tanto, también sera

@)’ @) P ppcall

el” —e?’ = 14+72+ 5

De esta forma

e e 25N
f(2) = e+ e = Z—”+Z(r) =
n=0 n=0
z .z 4 .1 1
(2++z+ 2|+3|+ )+(22+2!z4+3!z6 +)
siendo el primer paréntesis la parte regular y el segundarta pingular (principal).

(b) En este caso vamos a descomponer en fracciones simpéstogue se trata de expresar

el cociente de polinomios en términoszi@n el anillo que nos dan). Se verifica
1 _A, B _ _1R_ -IR - L(4-
2(z+R) Z z+R 7 Z z+R  R\Z z+R

El primer sumando del paréntesis, ya esta expresado emtisiez (y tiene sentido
siempre que + 0) mientras que el segundo podemos ponerlo como

TR RTIIGR %a(l‘_+( ) -(%) "+ )

(nos basamos en qb@; =1-z+2°-2°+..., siendo valido este desarrollo siempre que
lz| < 1), y este desarrollo sera valido siempre {ide < 1, es decir, siempre qug < R.
Por lo tanto




@ - gte - k(3 te) A3 A0 &+ () (&) )]
(R -F0-E (R (R) )

siendo en este caso el primer paréntesis la parte prinsipgiular) y el segundo la parte regular.
Ademas este desarrollo es valido en la regién 2| < R.



