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ENUNCIADO Y RESUELTO

CUESTIONES TEORICAS.
1. Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindrés

F(r,6, 2) = (r2co<(0)sin(0) + z2sin(9))e; — (r2cog0) sin?(8) — z2cogh))e; + rcos(z)?
donde {Er’,e_e’,?} es la base de vectores mdviles @& asociada a dichas coordenadas:
l.a Escribe la expresion del campo rotacionabt(l_f) en coordenadas cartesianas.

1.b Determina el valor de la integral delrot(l_f) sobre la superficieS (Figura 1 siguiente

2
— R3: 2 y — }
S {(x,y,z) € X4+ 2+ cosn2) z0<z<4

Figura 1

2. Dadala funcién
2
f(x+yi) = ysin(x) + y?i

indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o fals. Justifica adecuadamente la
respuesta:

2.a Lafuncionf es derivable er2zr + 1.

2.b Existe una sucesion de numeros complejga,) de forma que

f(2) = az", <1
n=1

SOLUCION:
(1.a) Si pasamos el camjpoa coordenadas cartesianas, obtendremos



[ cogd) -sin(®) O (r2cog(0) sin(9) + z2sin(0))

= sin(@) cogh) O —(r?2cog0) sin’(9) — z2cog0)) =
z \ 0 0 1 rcogz)
/ r2sinf cosy Xy
= 22 = 22

\  rcosz /X% +y? cosz

por lo que
I_:)(x, V,2) = Xyi + 2%} + X2 +y? coszk
Por tanto
7T K
NN R
o e X2 +y2 X2 +y?2
xy 2 [x2+y?cosz

(1.b) Nos piden calculaﬁsrot(ﬁ)ds gue en lugar de calcular de forma directa lo haremos

por el Th de Stokes, es decir
g rot(F)dS= :fy F.dr

. . 2 .
siendoy la curva frontera d&, que viene dada po + VT =4, 0lo que es lo mismo
2 Ve - -, -
XTz + % = 1. Asi, como una parametrizacion de dicha curva es

y(t) = (2cogt),2/3sin(t),4), 0<t < 2n

tendremos que

j; F.dr= j; (xy, 22, [X% +y? cosz) . (dx,dy,dz) = if {xydx+ 22dy+ /x2 + y? coszdzp =
Y

4 14
= J.zn 43 cogt) sin(t) (-2 sin(t) )dt + 42(2J§ cos(t)) dt+(...) - 0dt =
=0+0+0=0

(2.a) Para ver dies derivable er, tenemos que ver si se verifican en dicho punto las

ecuaciones de Cauchy Riemann, es decir, comprobarzsi-err + i se verifican que%j = %
y & = —2 siendou(x,y) = ysin(x); v(xy) = %

ou _ au -1 oV _ ov =

X ycogx) = o (2r,1) = 1; oy y = ay(27:,1) 1

ou _ g ou -0 _Oov _ _ov =

oy sin(x) = oy (2r,1) = 0; X 0> X (2r,1) =0

Por tanto, la funcion Sl es derivable en dicho punto.

(2.b) Lo que nos quiere decir el enunciado de (2.b) es queogarhadmite un desarrollo en
serie de McLaurin (es decir, es analitica en el punto 0) y sator enzp = 0 es 0. Si
verificamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann vistas eyagiao anterior, vemos que



efectivamente éstas se cumplerzgn- 0, por lo quef es analitica en el punty; calculemos
entonces(z) :

f(z0) = f(0) = f(0,0) = 0 - SiN0+ %Zi -0
Por tanto, el enunciado es Verdadero.

PROBLEMA 1: Calcular la integral del campo vectorial
E(x, Y,Z) = (Y? + sir?(rx? + 1),z + cogy?),y + log(1 + x?))
a lo largo de la curva obtenida al intersectar el paraboloidede seccion eliptica

2
P= {(x,y,z) e R3: x>+ YT = z}

con el planoz = n (Figura 2 siguiente). Justificar el procedimiento utilizedo.

Figura 2: Interseccion dP conz =

Ayuda: Para describir una region cuya geometria se asemeja a undriti de seccidn eliptica,
pueden usarse coordenadas cilindricas de la fofmé, z), que se relacionan con las
cartesianas mediante las igualdades

X = a(z)rcogh); y = b(z)rsin(9); zZ=12
siendo &2), b(2) los semiejes de las secciones elipticas que pueden vamdaatura z. El

rango maximo de los valores que pueden tomar estas coordsresd < r < 1,0 < 6 < 2,
z € R. El determinante jacobiano es en este caso de la formaalz)b(z)r.

SOLUCION: Para no tener que calcular de forma directa la integral gegiaten, usaremos
el teorema de Stokes, puesto que se verifica

§ F.dr= ”rot(l_:)) - NsdS
4 S

siendoSuna superficie que tieneyacomo borde. Asi, podemos tomar co®el planoz = r,
por lo quens = (0,0, 1).
Si efectuamos los oportunos célculos, resulta

rot(l_f) =..= (0, 1_+2)>§2 ZY)

de manera que



rm(?)-ﬁ§=(o,jfx AO-(QOJ)zZy

2 2
dS= ‘/1+(%) +(g—§) dxdy= y1+ 02+ 0? dxdy = dxdy

Asi
j; F.dr= ” rot(l_:)) -NsdS= ” 2ydxdy
v S D
conD : % 4 % = 1, por lo que en la integral doble anterior realizaremos((ség indicacion
del ejercicio) el cambio de variables dado por

X = a(z)rcog0) = Jmrcogh); y = b(z)rsin(0) = 2/xrsin(0); J = a(2b(z)r = 2rr
De esta forma

ify F.dr- J-D.[ 2ydxdy= J-:T do I;Z «2/mrsin®) « 2zrdr =...= 0

PROBLEMA 2. Dada la superficie (Figura 3 siguiente)

A= {(x,y,z) e R3: x2+y?+ (fo)z = 1}

y el campo de temperaturas
T(xy,2) = z(x2+ (y-1)?)
determinar:

(a) La temperatura de la regionQ < R2 limitada por A mediante el calculo de la
integral de volumen

I .[ I T(x,Y,2z) dxdydz
Q

(b) El flujo de calor a traves de la superficieA, suponiendo por simplicidad que la
conductividad térmica es constante e igual 4, es decir, se trata de calcular la integral
de superficie

[[vT-as

A



Figura 3: Superficed

Ayuda: Para describir una region cuya geometria se asemeja @ipsoide con el tercer
eje variable,

Q=<(xy,2) €R3 X2+y2+ z 1
> a2 b? g(xy)?
funcionan bien las coordenadas elipsoide®, ¢ ), que se relacionan con las cartesianas
mediante las igualdades
x = racog0)sin(p); y = rbsin(@) sin(p); z=r - g(rcogO)sin(e),rsin(@) sin(¢)) - coLe)
El rango méximo de los valores que pueden tomar estas coaddsred < r < 1,
0<6<2r 0< ¢ < r siendo el determinante jacobiano el dado por

J=a-b-g(rcog0)sin(p),rsin®@)sin(p)) - r’sin(p)

SOLUCION:
(2.a) Se trata de calcular la integral triple

f f f T(x,y,2) dxdydz= m z(x? + (y - 1)?) dxdydz
Q Q

para lo que usaremos el cambio de variable indicado. Coma@inen esta limitado por

X2 +y? + (2§)2 = 1, se tratara del cambio dado por

X=r+1.co90)sin(p);y=r-1-sin@)sin(p); z=r(2+rcogd)sin(p))cogp)

con
0<r<1,0<0<2r,0<¢p<2r,yJ=1-1-(2+rcogh)sin(p)) -r2sin(p)
Entonces

[[[20¢+ - 1)2) dxclyaz-
Q

- jz dej: do I:[r(2+rcos(@)sin(go))cos(go)((rcos(@)sin(go))z+(rsin(@)sin(go) ~1)?) .

- (2+rcog0)sin(p))r?sin(p)]dr =.. .=

(2.b) Al ser una superficie cerrada, la integral de superfiedida la calcularemos mediante
el teorema de la divergencia (Gauss). De esta forma



[[vT-ds= [[[ div(vT) dxdydz

A Q
Puesto que
VT = (2xz2y- 1)z X2 + (y— 1)%)
se tiene que
div(VT) = 2z+2z+0 =4z
por lo que

j f VT.dS= j j j div(VT) dxdydz= j j j 4z dxdydz
A o )
siendo el cambio de variable a realizar el mismo del apadatirior. Por tanto

jAj VT . dS= ji [ 4z dxdydz=

- I:T do I: de I:‘"(Z +rcog0)sin(p)) cogp) - (2 +rcog0)sin(p))r?sin(e) dr

PROBLEMA 3. Sealafuncion

_ Z
9@ = Zhar D

Calcular su desarrollo en serie de potencias alrededor delynto z = 0 ¢, Cual es el
radio de convergencia de dicha serie? ¢ Tiene alguna singuidad? En caso afirmativo,
¢de qué tipo?. ¢ Qué vale el residuo?

SOLUCION:
Podemos descomponer en fracciones simples en la forma

g(Z) _ _ A + Bz+C

z
Z+i)z+1) z+1 24

y operando se llegad= -+, B = -, C = <, porlo que
[ 1

_ -1 1 ( 1
92 1+i z+1 " \T¥ 1+i/ 22+
y solo tenemos que desarrollar las fracciogﬁsy 22_l+| como potencias de Puesto que se

verifica

Z+

1
z+1
serie que es convergente siempre e 1, y ademas

g ) @) - () )

=1-z+22-22+...

2
siendo esta Ultima serie convergente cuaKd?_—)
|

<1 & || < 1.. Solo hemos de sustituir



estos dos desarrollos en la expresiorg@emo suma de fracciones simples para obtener el
resultado pedido. Notemos que el radio de convergenciagdemas, y como sabemos desde el
principio, la funcidn tiene por puntos singulares aisladsgaices del denominador, es decir

z = +./-i yz=-1. Estas singularidades son polos simples, ya que son ¢eples del
denominador (y el numerador no se anula en ellas). Por lfar@a calcular el residuo de la
funcion en 0 (o en cualquiera otra de las singularidadek) feomos de aplicar que

Res{0) = %%)) =

PROBLEMA 4. Sea laregion circular
Do=<{zeC: |z <a)
cona > 0. Discutir en funcion del pardmetroa > 0 el valor de la integral
I f(z) dz
oDy
donde oD} denota la frontera del recintoD, < C orientada positivamente yf es la
funcién dada por
sin(z?)
f(Z) _ 2(z-1)2(22+1)
Im(z) + 2iR&(z), si|z| > 2

sifz] < 2

SOLUCION: Si|z| < 2, la funcion tiene por singularidades los purtgs- 0 (que es
evitable al ser también cero del numeradey)= 1y 2,3 = #i (que son polos simples al ser
ceros simples del denominador). Por tanto, distinguirdiogsasos:

-Si0<a<1:

j (@ dz= 2riRes(0) = 0
-Sil<a<2:
J:D+ f(z) dz = 2ri(Rest0) + Restl) + Resti) + Res{-i))

P@

donde cada uno de estos residuos se puede calcular URasfiD) = e

Si|z| > 2, la funcion es
f(z) = Im(2) + 2iRg(z) = y+i2x
pero esta funcidn no tiene singularidades aisladas, siemqes analitica en ningin punto
(puede verse facilmente que no cumple las ecuaciones déGRiemann en ningun punto).
Por tanto, la integral pedida no puede calcularse usan@ordrma de los residuos, sino que
habria que calcularla de manera directa (tomando una paiaacgn del camingz| = « :
y(t) = (acogt),asin(t))). Asi,

I f(z) dz= I (y+i2x)(dx+ idy) =
oD} [z

= Zﬂ(a sin(t) +i2a coqt))(—asin(t) + iacogt))dt =...= —3ra?






