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ENUNCIADO Y RESUELTO

CUESTIONES TEORICAS.
1. Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindrés

F(r,0,2) = r2co(0) sin(d)e: — r2cogd) sin(8)e, + (rsin() + cogz2))k
donde {E’,Ej,f} es la base de vectores mdviles @& asociada a dichas coordenadas:
l.a Escribe el campo vectorianv(l_:)) en coordenadas cartesianas.

1.b Determina el valor de la integral del campo vectoriarot(l_:)) alo largo de la curva
borde de la superficieS (Figura 1 siguiente

Figuras1y 2

2. Dada lafuncion
2
f(x+yi) = ysin(x) + y7i

y el nimero complejoz, = 27 + i, indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Justifica adecuadamente la respuesta:

2.a Lafuncionf es derivable ergo.

2.b Existe una sucesion de numeros complej@a,) de forma que

f(2) = '5 +Zan(z—zo)”, lz— 2] < 1
n=1

SOLUCION:

(1.a) En el examen de Febrero 2013 esta pasado el cﬁmmmordenadas cartesianas,
obteniéndose

F(x.Y,2) = (xy,0,y + cog(z2))



Por tanto
div(l_f) =y+0-2zsin(z?)

(1.b) Nos piden calcular
rot| F ) -dr=¢ (1,0x) - (dx dy,dz
§y ( ) ﬂ( ) - (dxdy,d2)

. . 2 , . . .
siendoy la curva frontera d&, que viene dada pogi + y? = 1. Asi, como una parametrizacion
de dicha curva es

y(t) = (V3 cogt),3sint),3), 0< t < 27
tendremos que
:f rot(l_f) .dr = § (1,0,x) « (dx,dy,dz) = :f dx+ xdz=
Y Y

Y

- J.zﬂ_ﬁSin(t)dt-i- J/3 cogt) - 0dt = -3 Izﬂ sin(tydt = 0

(2.a) Para ver dies derivable em, tenemos que ver si se verifican en dicho punto las
ecuaciones de Cauchy Riemann, es decir, comprobarzisaverifican quelt = % y

%; = —%, siendou(x,y) = ysin(x); v(x,y) = y—22 :
% = ycogX) = %(27:,1) =1 % =y= %(2%1) =1
Oou _ i ou -0 _ OV _ _ov =
5 sin(x) = Y (27,1) = 0; & =0=-Z@rn=0

Por tanto, la funcion Sl es derivable en dicho punto.

(2.b) Lo que nos quiere decir el enunciado de (2.b) es queagarhadmite un desarrollo en
serie de Taylor en el punt y si su valor en dicho punto es el dado gpr Ya hemos visto
(apartado 2.a) que efectivamelfites analitica en el puntm; calculemos entoncdéz) :

f(z0) = f(2r +1) = f(2x,1) = 1-sin(2x) + 172i -1
Por tanto, el enunciado es Verdadero.

PROBLEMA 1: Dada la superficie cilindrica (Figura 2 anterior)
2
A= {(x,y,z) e R3: % +(y—-cog2)?=1,0<z< 10}

calcular el flujo de calor a través de la misma que genera el capo de temperaturas
T(xy,2) = z(+ (y-1)%)
suponiendo por simplicidad que la conductividad térmica esonstante e igual a uno, es
decir, calcular la integral de superficie
[[vT-ds
A
Justificar el procedimiento utilizado.



Ayuda: Para describir una region cuya geometria se asemeja a undriti de seccidn eliptica
con centro y semiejes variables con la altura pueden usarsedenadas cilindricas de la forma
(r,0,2), que se relacionan con las cartesianas mediante las iguda

X = p(z) + a(z)rcogh); y = q(2) + b(z)rsin(0); zZ=12

siendo &2), b(2) los semiejes de las secciones elipticdp(z),q(2)) las coordenadas del centro.
El rango méaximo de los valores que pueden tomar estas coaddsed < r < 1,0 < 6 < 27,
z € R. El determinante jacobiano es en este caso de la formaalz)b(z)r.

SOLUCION: SeaF = VT = (2xz,2(y-1)z,x? + (y— 1)*). En lugar de calcular la integral
de superficie de forma directa, y sobre todo teniendo entadarndicacion que nos dan (que
nos servird para hacer un cambio de variable en una integpal)t vamos a aplicar el teorema
de Gauss, de forma, que sitoman®s S U S U S, siendoS; = A, S, la superficie (tapa
inferior) z = 0, y Ssla superficie (tapa superior)= 10. De esta forma, el flujo a través desera
® g4 = Os— g, — g, dondedslo calcularemos usando el teorema de Gauds,yy s, los
obtendremos de forma directa.

® Parads:

ds = ”I_f -dS= ”I div(l_:)) dxdydz= J.'”(22+ 2z + 0)dxdydz= 4”I zdxdydz
S \% \% \%

Esta integral triple la resolvemos usando las indicaciguesnos dan: Observando la
ecuacion d& notamos que las coordenadas del centro(p(e),q(z)) = (cogz),co0g2)),
mientras que los semiejes vienen dados(pr),b(z)) = (2,1). Por tanto, hemos de realizar
el cambio

X = p(z) + a(z)rcog0) = cogz) + 2rcogh); y = q(z) + b(z)rsin(@) = cogz) +rsin(f);z=z
siendo el jacobiano el dado pdr= a(z)b(2)r = 2r. Aplicando este cambio, sera

bs = 4“‘.‘- zdxdydz= 4.[(2)77 do I; er-(l)oz- 2rdz =...= 400r
\

® Parads, :
s, = ”I_f - dS = ”I_:) ‘N5 dS; = —”(x2+ (y—1)%)dxdy
S S D2

puesto qués, = (0,0,-1), y siendoD, la proyeccion (tapa inferior) de la superficie sobre el
planoz = 0, y que viene dada por
x-1)°
4
Por tanto, esta integral doble la resolveremos usando dicamtoordenadas polares
generalizadadY es una elipse centrada éh 1) y de semiejes. = 2yb = 1)
X=1+2rcog0); y=1+rsin@); J=2r

(Notemos que es el mismo cambio que nos dan en la indicaadticydarizado a la elipse
D»). Entonces

+(y-1%=1



Ds, = —”(xz +(y—1)?)dxdy=
D2

- _J-(";” do I;((1+ 2rcog0))* + (1 +rsin(@) — 1)*) 2rdr =

= —Isﬂ(% cost + %c0529+ %)d@ = —%n

® Paradsg, :
s, = ”I_f - dSs = ”I_f ‘N dSs = ”(x2+ (y - 1)%)dxdy
Ss S D3

puesto qués, = (0,0,1), y siendoDs la proyeccion de la superficie (tapa superior) sobre el
planoz = 0, y que viene dada por

2
(= OO (y - cos10))? = 1
Esta integral doble la resolveremos usando el cambio a enads polares generalizadas
(D3 es una elipse centrada ec0og10),c0g10)) y de semiejess=2yb = 1)
X = cog10) + 2rcog#); y = cog10) +rsin(d); J = 2r

(Notemos de nuevo que es el mismo cambio que nos dan en ladngtic particularizado a
la elipseD1). Entonces

s, = ”(x2 +(y—1)%)dxdy=

D2

jz do I;((cos(10) + 2rcog(0))? + (Cog(10) + rsin(0) — 1)?) 2rdr =

= %n — 47 cos10+ 27 cos20

De esta forma
Dy = 05— Ps, — s, = 4007 - (—%n) - (1737r—47r00810+ 27rC0$20) =
= 3987 + 47 cos10- 2xr cos 20

PROBLEMA 2. SeaD < R? el recinto limitado por la circunferencia unidad y la
parabolay = 2,/3x? (Figura 3).Calcular la integral

J. I_f-dr
Y
donde

F(xy) = (=(x=1)y? + cosx?), log(1 + y?))
y v es la frontera de recintoD (recorrida en sentido positivo).



Figura 3

SOLUCION:

Se trata de calcular una integral de linea, en una lineadzeq@e encierra un area. Por tanto,
en lugar de realizar la integral de forma directa como suntodentegrales de linea (una a
traves del trozo de parabola y otra a través del trozo derdigoencia), sera mas rapido aplicar el
teorema de Green en el plano (ya que, evidentemente, laahtiglinea va a ser dependiente
del camino de integracion y éste es cerrado). Asi, aplicdiadm teorema, tendremos

Lﬁ ndr = g(% - %};)dXdy: IDI(O— 2y(r — x))dxdy

y si resolvemos esta integral doble poniendo sus respsadtimites de integracion

I F.dr= —ZESZ J.zj:;y( —Xx)dy =

— -2 j_m(x“(ex— 6r) + (1-x) (37 - 1x) Jox = -23x

PROBLEMA 3. Resolver los siguientes apartados:

(3.a) Calcular el conjunto de los logaritmos del nimero comigjo 1 + 2i, es decir resolver
enC la ecuacion

e=1+2
(3.b) Seala funcion

92 = z2 +1
Calcular su desarrollo alrededor del puntoz = 0 ¢ Cual es el radio de convergencia de
dicha serie? ¢ Tiene alguna singularidad aislada? ¢ De quét?

SOLUCION:
(3.a) Sabemos que

1+2i =({5)

arctar(2)

por lo que

log(1+ 2i) = Iog((ﬁ) = Iog(ﬁ) +i(arctar(2) + 2kr)

arctar(2) )



conk e 7.

(3.b) Se verifica

z__ _ 1 _ _
9(2) = 21 LR =21-22+24-25+28-...) =

o0
—z2-B+D-7+...= Z(—l)”*lzz“‘1
n=1

(puesto que la fracciéqj? corresponde a la suma de los infinitos términos de la serie

geométrica que aparece desarrollada en el paréntesishasjsabemos que esta serie
geomeétrica es convergente siempre que su razon sea menarupidad, por l0 que ésta sera
convergente §i-z%| < 1, lo que equivale a qug| < 1.

La serie tiene por singularidades aisladas las raices dehtieador, es decir = +i. Estas
singularidades son polos simples, ya que son ceros simgleedominador (y el numerador no
se anula en ellas).

PROBLEMA 4. Sea el conjunto
D.={zeC: <a, 1 +Im@ >0}

2
cona > 0. Discutir en funcion del pardmetroa > 0 el valor de la integral
J' sin(z?)

o 2(z—1)*(Z2+ 1) (2 -22+2)
dondedD} denota la frontera del recintoD, < C orientada positivamente.

SOLUCION: Las singularidades que tiene el denominadorzoa 0, que es una
singularidad evitable (puesto que también anula el nunoerademas, se tiene que
limu.of(w) = 0),z,3 = 1 (polo doble)z s = £i (polos simple) yzs 7 = 1+ i (también polos
simples).
Pero de estas 7 singularidades, solamente 0, zo3 = 1, z2 =iy zg = 1 + 1 verifican
% +1m(z) > 0 (Notemos quezs = — iy z; = 1 —i no estan en el interior de dicha region, puesto
que% +Im(z) < 0). Por tanto, segun los valores@e- 0 distinguiremos:
-Si0< a < 1 : Solo hay una singularidad dentro de la region, que es0. Asi
J- sin(z?)
o 2(z—1)*(Z2 + 1) (2 - 22+ 2)

dz = 2riResf0) = 0

-Sil< a < 42 :Hay 3 singularidades dentro de la regign:= 0, zZ,3 = 1yz4 =i, por lo
que

J. sin(z?) dz = 2ri(Rest0) + Resf1) + Resti))

o 2(z—1)*(22+1)(2 - 22+ 2)

-Sia > J/2 :Hay 4 singularidades dentro de laregian= 0, o3 =1,z =iy zs = 1 +1i,
por lo que



J- sin(z%) dz = 27i(Resf0) + Resf1) + Resfi) + Resf1 +i))

o 2(z—1)*(Z2+1)(2-22+2)

Para finalizar, solo nos faltan por calcular cada uno dedspectivos residuos para sustituir
en las expresiones anteriores:

Rest0) =0
Res(l)—llm [(z 1)*(2) ] = lim[ ] = cog1) - sin(1)

. _ p@) _ —sin(1)
Rest) = 44y ~ B4

: o,

ResfL+i) = PE*XD _ sin(@+0)?*)

(1+|)



