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Ejercicios propuestos.

De la misma forma que la integral de linea extiende el concepto de integral sobre un
intervalo del eje real al caso de curvas en el espacio, la integral de superficie extendera la
definicion de integral sobre un dominio plano al caso de superficies alabeadas.

Existe gran similitud en el estudio de las integrales sobre lineas y superficies, tanto en las
definiciones como en las interpretaciones y aplicaciones. Al igual que en la integral de linea
interviene el sentido del recorrido de la curva de integracion, en las integrales de superficie es
necesario distinguir las dos caras de las superficies llamadas bildteras u orientables. Como se
vera, la distincion entre ambas caras de integracion se haré a través de criterios basados en el
sentido del vector normal a la superficie.

Superficies bilateras. Ejemplos y definiciones previas.

Una superficie S en R? puede venir dada de tres formas:

a) Como la grafica de una funcion dada en forma explicita z = f{x,y), donde
(x,y) € D < R?, es decir

S =A{y.fx.y) | (xy) € D}

Recordamos que en este caso, la ecuacion del plano tangente en un punto
(a,b,c) = (a,b,f(a,b)) € S viene dada por

z-fla,b) = —aﬂg);b) (x—a)+ —aﬂgy’b) v -b)

b) De forma implicita, mediante una expresion de la forma g(x,y,z) = 0, siendo g una
funcion diferenciable de tres variables:

§={(y2) € R | g(x,y,2) = 0}
y la ecuacion del plano tangente en un punto (a,b,c) € S es el plano de ecuacion implicita
Vg(a,b,c)e (x—a,y—b,z—c) =0

donde "e" representa el producto escalar de dos vectores (se supone que Vg(a,b,c) # 0, puese
en otro caso el plano tangente no estd definido). Notemos que el vector gradiente Vg(a,b,c) es



ortogonal a S en el punto (a,b,c).

¢) Mediante sus ecuaciones paramétricas, cComo vemos a continuacion.

Definition Se define una superficie parametrizada S como la imagen de una funcion
® : Q < R*-R? dada por

donde (s,t) € Q < R2.

A la funcion © se le llama parametrizacion de S. Si @ es diferenciable (lo que
equivale a decir que sus componentes son funciones diferenciables), se dice que la
superficie S es diferenciable.

Al conjunto de puntos dado por

S ={D(s,t) € R | (5,¢) € Q = R?}

se le llama grdfica de la superficie S.

Remark En este caso, y como veremos mas adelante, el plano tangente en un punto
D(s0,t0) = (a,b,c) € Ses el plano de ecuaciones paramétricas

6@(50,1‘0) i 6@(50,1‘0)

(x,,z) = ®(s0,t0) + 5

Os ot
donde
aq)(S(),to) _ (6X(S0,to) ay(So,l‘o) aZ(So,to) )
Os Os ’ Os ’ Os
aq)(S(),to) _ (6X(S0,to) ay(So,l‘o) aZ(So,to) )
ot o’ o’ ot

siendo ambos vectores tangentes a S en (a,b,c).

Remark El caso (a) anterior, es una particularizacion del caso (b), ya que basta con
considerar g(x,y,z) = f(x,y) —z = 0. También el caso (a) es una particularizacion
de (c), es decir, dada una superficie en forma explicita z = f(x,y), siempre podemos
considerar una parametrizacion elemental de la misma, como se pone de manifiesto
en el siguiente ejemplo:

Example Dada una funcion de dos variables f: D < R?>>R, ésta define de forma natural
una superficie de la forma ® : Q < R?*-R? dada por la parametrizacion

x(s,t) =s
v(s,t) =t
z(s,t) = f(s,1)

Asi, por ejemplo, si consideramos f(x,y) = x* + y? definida en
D = [-1,1] x [-1, 1] se obtiene una superficie cuya grafica viene dada por



es

Otro ejemplo interesante de superficie es el del paraboloide hiperbolico (’’silla de
montar”), que es la grdfica de la funcién f(x,y) = x* —y?, que por ejemplo, definida
en D = [-2,2] x [-2,2], viene dada por




Example (Plano) Obviamente, cualquier plano de R* es una superficie. Sabemos que un
plano viene dado por una ecuacion del tipo Ax + By + Cz+ D = 0. Si por ejemplo,
suponemos que A + 0, podemos despejar x de la ecuacion anterior y obtenemos que
el plano viene dado por la siguiente parametrizacion ® : R>->R3

x(s,t) = %(D — Bs — (Ct)

y(s,t) =s
z(s,t) =t

Example (Esfera y elipsoide) El elipsoide de centro (xo,y0,20) € R* viene dado por la
ecuacion implicita
(x—x0)° N v =y0)’ N z-20)" _ 1
a’ b? c? a
donde a, b, c son numeros reales positivos. Cuando a = b = ¢ = R, obtenemos una
esfera de radio R, dada por las ecuaciones

(x—xo)2 + (y—yo)2 + (z—zo)2 = R?

En este caso, para dar una parametrizacion de la misma puede ser aconsejable
usar coordenadas esféricas:

x(0,9) = xo + Rcos(0) sin(p)

y(0,90) = yo + Rsin(0) sin(p)
z(0,9) = zo + Rcos(p)

donde 0 € [0,2r] y ¢ € [0,7]. Por ejemplo, si consideramos que la esfera esta
centrada en el origen y que su radio es R = 2 su representacion grdfica es

En el caso mas general del elipsoide, la parametrizacion es de la forma



x(0,¢) = x0 + acos(0) sin(p)
v(0,0) = yo + bsin(0) sin(e)
z(0,9) = zo + ccos(p)

de manera que, por ejemplo, si consideramos el elipsoide centrado en (0,0,0) y con
semiejesa = 3, b =2y c = 1 tenemos

En este caso también podiamos haber considerado para parametrizar la esfera la
misma observacion que hemos realizado anteriormente para cualquier funcion de
dos variables de los ejemplos anteriores, aunque en este caso la esfera seria la
union de dos grdficas cuyas parametrizaciones vienen dadas por

x(s,t) =s x(s,t) =s
y(s,t) =t y (s, t) =t

z(u,v) = +JR* — s> — 1* z(u,v) = —JR* —s? — 12

Example (Cilindros) Un cilindro podemos pensarlo como una superficie que se genera al
repetir una curva plana una cantidad infinita de veces, o lo que es lo mismo, la
superficie que se genera al desplazar una curva plana a lo largo, por ejemplo, de un
eje. Consideremos como ejemplo un cilindro de base circular, dado por la ecuacion
x2+y? = R?, donde 0 < z < h. Notemos que es la base del cilindro (en este caso la
circunferencia x* + y*> = R?) la que se repite. Por ello, si la curva plana tiene por
ecuaciones paramétricas y(t) = (x(¢),y(t)) con t € [a,b], una posible
parametrizacion para el cilindro de base y(t) es la dada por

x(s,t) = x(s)
y(s,t) = y(s)
z(s,t) =t

cons € [a,b]yt € [0,h]. Por ejemplo, si tomamos el cilindro de base x> + y* = 4,
donde 0 < h <5, su parametrizacion es la dada por



x(s,t) = 2cos(s)
v(s,t) = 2sin(s)
z(s,t) =t

cons € [0,2n]yt € [0,5].

Para el caso de un cilindro parabdlico con base la pardbola y = —x? se parametriza

como
x(s,t) =s
y(s,t) = —s?

z(s,t) =t

v si consideramos que s € [-1,1] y t € [0,5], tendremos

-10

Example (Conos) La ecuacion normalizada de un cono viene dada por x* + y? = z?* (se
trata de un cono de eje Z y de abertura rt/4). Para parametrizar dicha superficie es
aconsejable tomar coordenadas cilindricas. Para ello sabemos que para cada
z = z¢ € R se tiene una circunferencia x> + y* = z3, que se escribe en coordenadas

polares, teniendose por tanto la parametrizacion



x(s,t) = tcos(s)

v(s,t) = tsin(s)
z(s,t) =t

cons € [0,2n] yt € R. Si lo representamos con t € [0,1] se tiene

Supongamos entonces que @ es una superficie diferenciable en (so,%p). Sile damos a s un
valor fijo s9, se obtiene una funcion R — R? dada por ¢ = ®(so,?) cuya imagen es una curva

(I)(S07t) = (X(So,t),y(SO,t),Z(So,t))
sobre la superficie, y cuyo vector tangente en el punto ¢y esta dado por

aq)(So,l‘o) _ (6X(So,l‘0) ay(So,to) aZ(So,l‘o))
ot o’ o’ ot

y que representamos por @ (so, ).

De manera analoga, si fijamos ¢ = ¢, tendremos la curva s — ®(s,v) dada por

D(s,t0) = (x(s,%0),¥(s,10),2(s,%0))
que tiene por vector tangente en so el dado por

6(13(50,1‘0) _ (ax(So,l‘o) 6y(S0,to) aZ(So,l‘o))
b aS 9

Os
y que representamos por D,(so, o).

Os Os

10 dt o

s0

0D (50t 0D (50t .
Como los vectores (22 0y (2‘; %) son tangentes a dos curvas sobre la superficie en el

punto ®@(so,7), determinan el plano tangente a la superficie en este punto; esto es, el vector
obtenido al multiplicar vectorialmente los anteriores vectores tangentes, es decir,




—a aq)(S(),to) a@(So,l‘o)
n = X
os ot
que es un vector normal a la superficie S.

= D(s9,t0) x D;(s0,20)

p . . -
Asi, se dice que la superficie S es suave en un punto ®(so,7o) sin = 0 en (so,%). La
superficie S es suave si es suave en todos los puntos de S. Intuitivamente, que una superficie sea
suave significa que no tiene ’esquinas”.

Por tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (x¢,)0,z0) viene dado por
(X — X0,y — Y0,z —zo)em = 0

donde "e" indica el producto escalar de los dos vectores.

Veamos algunos ejemplos:

Example Sea la esfera x* + y* + z> = 1 dada por su parametrizacion (en coordenadas
esfericas, tomando constante el radio R = 1)

x(0,¢0) = cos(0)sin(p)
y(0,9) = sin(0)sin(p)
z(6,¢) = cos(e)
con @ € [0,2x], ¢ € [0,7]. Entonces
@y = (—sin(@) sin(p),cos(0) sin(¢p),0)

D, = (cos(0) cos(¢),sin(0) cos(¢),—sin(¢p))
v el vector normal es

i j k
n=®)x®, = | —sin(@)sin(p) cos(h)sin(e) 0
cos(f)cos(p) sin(f)cos(ep) —sin(e)
= (—cos(0)(sin(¢))*,—sin(0)(sin(p))*,—sin(p) cos(p) ) =
= —sin(@)(x(6,9),(0,9),2(6,9))

Example Sea el cono dado por la parametrizacion
x(s,t) = scos(t)
y(s,t) = ssin(¢)
z(s,t) = s
cons € [0,1]yt e [0,2r].
Entonces
@, = (cos(¢),sin(¢),1) y @, = (=ssin(z),scos(z),0)

y el vector normal es



i ik
n=0,xd =| cos(t) sin(t) 1 |=
—ssin(¢) scos(t) 0

= (scost,ssint,s) = s(cost,sint, 1)

por lo que el cono sera suave excepto cuando s = 0, o lo que es lo mismo en el el
punto (0,0,0).

Al igual que en el caso de las integrales de linea interviene el sentido del recorrido de la
curva de integracion, en las integrales de superficie es necesario distinguir las dos caras de la
superficie (puesto que siempre utilizamos superficies bilateras u orientables). La distincion
entre ambas caras de integracion se hace a través de criterios basados en el sentido del vector
normal a la superficie. El criterio mas usual, y que es el que nosotros empleamos, consiste en
tomar como cara superior o positiva aquella en la que el vector normal forma en cada uno de
sus puntos un angulo agudo con la direccion positiva del eje OZ, es decir, tal que cosy > 0,
siendo cosy el coseno director en dicho eje; andlogamente, la cara inferior o negativa sera
aquella en la que el vector normal forma un angulo obtuso con la direccion positiva del eje OZ,

es decir, tal que cosy < 0. Ambas caras se encuentran separadas por el contorno o frontera, de
forma que un punto movil sobre la superficie, para pasar de una a otra cara, debera interceptar al

contorno.

Antes de proceder a dar la definicion de integral de superficie consideramos primero el
problema de calcular el area de una superficie, de forma andloga a como en el tema anterior se
considerd el problema de hallar la longitud de un arco de curva:

Definition Se define el area de una superficie parametrizada S mediante la integral doble
dada por

A(S) = ”Qnﬁ’ndsdz - ”Qqus x @ ||dsdt

donde || ®;s x O, || es la norma (moédulo) de @ x ®,. Si S es la union de varias
superficies S;, su area es la suma de las dreas de las S;.

Example Vamos a calcular el area de la esfera de radio 1 dada en un ejemplo anterior:
Como sabemos que
1 =®, x Dy = (—cos(¢)(sin(9))*,—sin(p)(sin(h) ), - sin(6) cos(0) )
tenemos que
@y x Dyl =...= sin(0)

por lo que el area viene dada por

4 = [ g x s |dpdo = [ _ sin(0) dpdd = j; do jo sin(0) do = 4

Remark Para el caso particular en que la superficie S venga dada en la forma z = f(x,y),

ésta admite, como ya hemos visto, la parametrizacion dada por x = s, y = t,

z = f(s,1), por lo que si fes de clase V), la férmula para el cdlculo del drea de S se

reduce a



A(S) = ”Q ‘/(g—f)ﬁ(%)zn dxdy

Establecidos estos preambulos, pasamos a definir el concepto de integral de superficie, lo que
haremos inicialmente para el caso de funciones escalares, y con posterioridad extenderemos
dicha definicién al caso de funciones vectoriales.

Integral de superficie.

Integrales de funciones escalares sobre superficies.

Consideramos una superficie S bilatera, dada por su ecuacién paramétrica ® : Q < R?>R3 y
seaf: S < R*> R un campo escalar definido sobre S, que suponemos también acotado y
continuo. Para definir la integral de f'sobre S, procedemos como hemos realizado en temas
anteriores a la hora de introducir un nuevo concepto de integral: Realizamos una particion
arbitraria de S en n areas curvas parciales ("escamas de superficie”), cada una de ellas con area
superficial que denotamos por A S, (k = 1,2,...,n). En cada una de estas areas curvas elegimos
un punto arbitrario intermedio ({x, N, 0% ). Entonces consideramos la suma de Riemann asociada
a esta particion, que se define como la suma de productos de los valores que toma f'en los puntos
intermedios ({, 1k, 0x) por las correspondientes areas parciales, es decir:

f(gl;nz;é?!) A1 S+---+f(§nsnn96n) An S = Zﬂgksnksak) AkS

k=1

Definition Si existe el limite de la suma anterior cuandon - ©y Ay S - 0 (es decir,
cuando consideramos una sucesion de particiones de S cada vez mas finas y con
norma tendiendo a 0), siendo este limite independiente de la particion en areas
curvas parciales realizada y de la eleccion de los puntos intermedios ({r, Nk, k), a
su valor le llamamos integral de superficie de f(x,y,z) sobre S, y se representa por

”S fdS, es decir

.”Sde = lim ZF(gk,nk,gk) Ak S

Ak S=0 k=1

Por supuesto, y como ya hemos visto cada vez que hemos introducido un nuevo concepto de
integral, esta definicion no es util desde un punto de vista practico para abordar directamente el
calculo de la integral de superficie, aunque esta definicion si nos permite establecer sus
propiedades mas importantes. Entre éstas, destacamos:

Proposition En las condiciones anteriores, se verifican:
a) Las funciones continuas en S son integrables.

b) Las funciones casicontinuas (funciones acotadas con, a lo sumo, un numero
finito de discontinuidades) son integrables.

¢) Linealidad:
”S(f+ g)dS = ”Sde+ ”Sg ds



.”S cfds = C”S fdS (conccte)

d) Particion del dominio de integracion: Si S = Ul’il S, siendo S; superficies
que no se intersectan excepto, quiza, a lo largo de las curvas que definen sus

fronteras, entonces
”Sde - ;”Sifds

Célculo practico de integrales de funciones escalares sobre superficies.

Una vez establecido el concepto de integral de superficie, podemos abordar su calculo desde
un punto de vista practico. Para ello distinguimos que la superficie S venga dada por una
parametrizacion o por una expresion explicita (por ejemplo, de la forma z = f(x,y)). En
cualquiera de estos casos habremos de expresar dS en funcion de algo que sepamos calcular (por
ejemplo, si S viene dada por sus ecuaciones paramétricas con parametros s, ¢, tendremos que
expresar dS en términos de ds, dt; si S viene dada por z = f(x,y), tendremos que expresar dS en
términos de dx y dy). En definitiva, tenemos los siguientes casos:

* Si S viene dada por @ : Q < R2-R3, con ®(s,1) = (x(s,1),(s,1),2(s,1)), se verifica
[ rds= ] now.n) o, xo|ds
s Q

que ya es una integral doble sobre el recinto Q.

* Si § viene dada en forma explicita, distiguiremos los siguientes casos, segiin proyectemos
sobre segun que plano coordenado:

- Proyeccion sobre OXY : En este caso S viene dada por una ecuacion de la forma
z = z(x,y). Entonces si representamos por D, a la proyeccion de S sobre el plano OXY, se

obtiene
.”Sde - ”Dlﬂxa%Z(x,y)) ‘/1 + (g—i)z + (S—JZ}Y dxdy

De forma anéloga:

- Proyeccion sobre OXZ : Si representamos por D, a esta proyeccion y si la ecuacion de S
viene dada en forma explicita por y = y(x,z),

-”sde N .”D S, y(x,2),2) 1+ 3 + 2 dxdz

- Proyeccion sobre OYZ : Si representamos por D3 a la proyeccion y si la ecuacion de S
viene dada en forma explicita por x = x(y,z),

UJﬁ=HDm@mmmﬁTETE@¢

Example Calcular

ﬂs(x2 +y2)dS



siendo S la superficie z = 2 — (x* + y?).

Remark Estas formulas de calculo se aplican directamente en el caso de que S presente
regularidad segun las direcciones de los ejes. En otros casos sera preciso realizar
una particion previa de la superficie S en porciones regulares, de acuerdo con la
propiedad de particion del dominio de integracion.

Remark En el caso de que la ecuacion de S venga dada en forma implicita por
G(x,y,z) = 0, resultan las siguientes formulas de calculo.

|G2+G3 + G2

”S fds = ”D foep,2) rex dxdy

|G2+G3 + G2

”Sde = ”sz(x,y,z) TN dxdz

/G§+G§+G§

”Sde - Hmf(x,y,z) ren dyds

Example Calcular

”SdS

extendida al casquete de radio % de la esfera de radio R.

Integrales de superficie de funciones vectoriales.
La definicion de integral de superficie para funciones escalares puede extenderse al caso de

funciones vectoriales en la forma siguiente: Dado un campo vectorial F definido sobre S, se
= -
define la integral de superficie de F sobre S, y se denota por j .[S F dS, como la integral de

. - - .
superficie de la componente normal (a la que representaremos por n) de F sobre la superficie, es

decir
”S F ds = ”S Foti dS

- ;1 .
donde Fen representa el producto escalar de ambos vectores. A esta ultima, que no es sino la

. . . . = 7
integral de superficie de una funcion escalar, se le conoce como flujo del campo F a través de
la superficie S. Por tanto

J[ Fas=[[ ¥y du

Example Consideremos la esfera de radio 1 dada por su correspondiente parametrizacion
—
(vista en un ejemplo anterior) y sea ¥(x,y,z) = (x,,z). Para calcular el flujo del
—
campo F a través de dicha esfera hemos de aplicar

”Sf ds = ”Q F(D(0,9))e(Dy x D) didg

Como sabemos que



Dy x CD(P = _Sin(¢)(x(95¢)ay(9> @)»Z(Qs(P))
Yy
f(@(@,q))) = (cos(0) sin(¢),sin(0) sin(p),cos(¢))

-
(solo hemos de sustituir en F las expresiones de ®(0,¢)), tendremos entonces

”Sfdsz

= ”Q(COS(Q)Sin((/)),sin((?)Sin(co),COS(QD))-(—Sin(GD))(X(Q,co),y(Q,(P),Z(Q,QD)) dfde =

= ”Q —sin(p) didp = I;ﬂ do J.:(—Sin((p))dgp — 41

Example Calcular
[[ Fas
s

siendo F):(xy, —x%,x +z) v S la parte del plano 2x + 2y + z = 6 que queda en el
primer octante.

Teoremas fundamentales de la Teoria de Campos.

Las integrales de funciones vectoriales intervienen en el campo de la fisica matematica en lo
que se conoce como Teoria de Campos, y en concreto en dos teoremas de gran importancia: el
teorema de Stokes y el teorema de la divergencia. Las expresiones vectoriales de ambos
teoremas proporcionan interpretaciones fisicas relacionadas con trabajos de circulacion y flujos
vectoriales, que toman especial relevancia en los casos de vectores conservativos y solenoidales.

Teorema de Stokes.
El teorema de Stokes constituye el resultado principal de la teoria de integrales de superficie.
Se trata de una generalizacion del teorema de Green en el plano. Recordamos que este teorema
relaciona la integral sobre una region plana con la integral de linea sobre la frontera de la misma
region; en el teorema de Stokes se relaciona una integral de superficie con la integral de linea a
lo largo del borde de dicha superficie:
Theorem (Stokes) Sea S una superficie orientable limitada por una curva cerrada y

simple y, con un vector normal unitario n. Si ¥ es un campo vectorial con derivadas
parciales de primer orden continuas sobre S, entonces

yfo%z ”Smt<f> e dS

Remark Esta igualdad expresa que la integral curvilinea de la componente tangencial a

=
un vector F alrededor de una curva simple cerrada vy que limita una porcion de
superficie S (también conocido como trabajo de circulacion), coincide con el flujo
de su rotacional a través de dicha superficie en la direccion normal a la cara de

—
integracion que se considere. En el caso en que el campo F sea conservativo (es
— —
decir, si rot(F) = 0), se verifica, por aplicacion inmediata del teorea de Stokes,

que 55y Fedr = 0, como ya sabemos.



Example Calcular
= —

J-.[S rot(F) en dS

siendo F = By,—xz,yz?), S la superficie del paraboloide 2z = x* + y? limitado por

z =2y v el contorno de S.

Example Idem para F = (v,—x,yz), siendo S la parte de la superficie z = 2x? + 2y?, con
z < % Hacerlo directamente y mediante el teorema de Stokes.

Remark Este teorema puede generalizarse a superficies que no cumplan las restricciones
impuestas, siempre que dicha superficie S pueda dividirse en superficies S1, S2,
..., Sk, de contornos y1, y2, ...,Yk, que si cumplan las restricciones. Se aplicara

entonces el teorema a cada superficie y sumando las integrales de cada miembro se

obtiene el resultado final.

Example Comprobar el teorema de Stokes para F = (2z,x,y?) sobre la superficie S del
paraboloide z = 4 — x* — y?, siendo y la base de S sobre el plano OXY.

Teorema de la divergencia.
El teorema de la divergencia, también conocido como teorema de Gauss-Ostrogradsky o

como teorema de Green en el espacio, es otra forma de extension del teorema de Green en el
plano y relaciona una integral tomada sobre una superficie cerrada S, que limita un volumen V,

con una integral triple extendida sobre V :

Theorem (Divergencia) Sea S una superficie cerrada que encierra una region de volumen
V, donde se toma como direccion positiva la de la normal exterior a la superficie.

Dadas 3 funciones A1,A3,453 de clase UV en dicha region, se verifica que si a, By y
son los angulos de la normal con cada uno de los ejes coordenados (es decir, si

N

n = (cosa,cos fB,cosy)), entonces

8A1 aAZ a143 _
I”V( Ers o 5 )dxdydz—IJ.S(Alcosa+A2cos,B+Agcosy)dS

Remark La igualdad anterior se puede expresar en forma vectorial como
[ div(i’) dxdydz = ([ Fewtds
v s

lo cual quiere decir que la integral de superficie de la componente normal de un

3
vector F (es decir, el flujo) en una superficie cerrada coincide con la integral de la
divergencia de dicho vector en el volumen que encierra la superficie.

Example Sea V la region solida limitada por los planos coordenados y el plano
2x + 2y +z = 6. Calcular



—_
siendo F = (x,y?%,z).

Remark Este teorema puede generalizarse a cualquier tipo de superficies cerradas en el
espacio (para ello, solo habremos de dividir estas superficies en otras que sean del
tipo que aparecen en el enunciado anterior, y calculamos el flujo a través de cada
una de ellas).

Remark En caso de que la superficie S sea abierta, para aplicar este teorema, habremos
de cerrar ésta mediante superficies elementales, de manera que calculamos,
mediante el teorema de Gauss, el flujo total a través de toda la superficie cerrada y
posteriormente calculamos el flujo a través de la superficie abierta como diferencia
entre el flujo total y los flujos de las superficies elementales (éstos ultimos
calculados de forma directa).

Example Calcular, mediante el teorema de Gauss, ”S F o 0 dS siendo F = (xy,1,z+ 1)
1

v S| la superficie de la semiesfera x> +y* +z> = 9 conz > 0.

Example Sea F = (xz,3xy,-2z). Calcular ”sﬁ 1 dS, aplicando el teorema de Gauss,
en los siguientes casos.

a) S es el cilindro cerrado limitado por x* +y*> = 1,z=0yz = 3.

b) S es la superficie cilindrica x*> +y?> = 1, con 0 < z < 3.

Aplicaciones de la integral de superficie.

Las aplicaciones geométricas se limitan a la evaluacion del area de porciones de superficie
curvas, y las de caracter fisico estan relacionadas con el calculo de masas, centros de masas y
momentos de inercia de distribuciones de materia sobre superficies curvas.En todos los casos,
son siempre integrales de superficie de campos escalares:

* Area de una porcion de superficie: Si la funcion integrando es la unidad, de acuerdo con
la definicion

Area(S) = ”S das

* Masa de una distribucion superficial: Si denotamos por p(x,y,z) al campo escalar que
nos da densidad puntual de la superficie .S, su masa viene dada por

M= ”S p(x,,2)dS

* Centros de masas de una distribucion superficial: Anidlogamente, las coordenadas del
centro de masas de una distribucion superficial vienen dadas por



x= 7 [ wpterndsiy = 47 [[ yeterzds:z = 47 ] zpeeyzyas:

De esta forma, si la distribucion es homogénea, p(x,y,z) = cte, se tiene que

w= L] wdse =[] vas 2= L[] s

Az”SdS

* Momentos de inercia de una distribucion superficial: Con la anterior notacion, se
verifican las siguientes expresiones:
- Momento de inercia respecto del origen

Io = [[ (2 +y>+2)p(x.y.2)dS
N

siendo

- Momento de inercia respecto de los ejes coordenados

lox = [] 07 +2)pry2)ds
Ioy = ”S(x2 1+ 22)p(x,,2)dS

loz = || 2 +y")px.y.2)ds

- Momento de inercia respecto de los planos coordenados

loxy = ”Sz2p(x,y,z)dS
loyz = ”szp(x,y,z)dS

loxz = [[ »p(x.y.2)ds

Example Se considera la porcion de superficie del paraboloide
S = {(x,y,z) X2+ =2-20<z< 2}
Se pide:

a) Suponiendo constante su distribucion superficial, obtener su drea, su
momento de inercia respecto al eje OZ y su centro de gravedad geométrico.

b) Suponiendo que sobre la superficie hay distribuida una materia con una
densidad que es proporcional, en cada punto, a la altura z del mismo (es decir, si
p(x,y,z) = kz, con k constante), hallar su masa total.

Example Dadas las superficies S : x> +y* +z> = R*y S, :x* +y?> — Ry = 0, calcular:

a) El area de S» que queda en el interior de S .



b) El momento de inercia respecto del eje OZ de la porcion de S1 que queda, en
el primer octante, en el interior de S>.

Resumen: Calculo de la integral de
superficie

Integral de superficie de un campo escalar.
Sea S una superficie S bilatera dada por una parametrizacion O (s,z) = (x(s,?),y(s,t),z(s,t)),
yf: R3 - R un campo escalar definido sobre S.La integral de superficie de f'sobre S se define
como la integral doble dada por

”Sde - ”Qf(cb(s, IR || dudy = ”Qf((D(u,v))HCDS x @, ||dsdt

siendo Q el recinto plano donde varia (s,¢) y T un vector unitario. Notemos que por dS
representamos a dS = || ||dsdt = | @, x ;| dsdt.

Remark Para el caso particular en que f(x,y,z) = 1, con esta definicion se tiene que

,”S 1dS = J.J.Q | @ x @, ||dsdt = Area(S)

Remark Seguin como venga dada la superficie S (por una parametrizacion o por su
ecuacion en forma explicita y/o implicita), también podemos aplicar:

* Si S viene dada por una ecuacion de la forma z = z(x,y) (Proyeccion sobre
0XY), y si representamos por D a la proyeccion de S sobre el plano OXY, se

obtiene
[ ras = [, vz Jl (&) 4 (g—;)zdxdy

Notemos que, en este caso,
2
_ oz \? oz
ds = ‘/1+(6x> +(6y) dxdy

* Si S viene dada por una ecuacion de la forma y = y(x,z) (Proyeccion sobre
0OXZ), y si representamos por D, a la proyeccion de S sobre el plano OXZ, se
obtiene

J-'[Sde - .”D foe,y(x,2),2) 1+ 3 + 2 dxdz

* Si S viene dada por una ecuacion de la forma x = x(y,z) (Proyeccion sobre
0YZ), y si representamos por D3 a la proyeccion de S sobre el plano OYZ, se

obtiene
] Jd5= [ S 0:2).:2) J1+x2 422 dydz

Remark En el caso de que la ecuacion de S venga dada en forma implicita por
G(x,y,z) = 0, resultan las siguientes formulas de calculo (segun el plano donde se

proyecte la superficie):



|Gi+Gi +G?
dxdy

[ ras =], v+ =g,
—‘/G%TW dxdy.

|G|

Notemos que en este caso, dS =

Andlogamente,

|G? + G? + G?
dxdz

J.J.SdeZ”sz(x’y’Z) G|

|G2+G3 + G2

”Sde = ”Dsf(x,y,z) TeN dydz

Integrales de superficie de un campo vectorial.

La integral de superficie para un campo vectorial F definido sobre § (flujo del campo Fa
través de la superficie S), se calcula a partir de la integral de superficie de un campo escalar

haciendo
”SF ds = ”SF . TdS

N
donde F o 1 representa el producto escalar de ambos vectores. Por tanto, si la superficie S viene
dada por la parametrizacion ®(s,¢) = (x(s,1),y(s,1),z(s,1)), se tiene que

”Si’ds - ”Q F(D(s,0)) o T dsdt = ”Q F(D(s,1)) » (O x O, )dsd

Teorema de Stokes.
Sea S una superficie orientable limitada por una curva cerrada y simple y, con un vector

normal unitario n. Si F es un campo vectorial con derivadas parciales de primer orden continuas

sobre S, entonces
if-% = ”Srot(f> emn dS

Remark Esta expresion nos da otra forma de calcular una integral de linea (en R3) a lo
—
largo de una curva cerrada. En el caso en que el campo F sea conservativo (es
— — - —
decir, si rot(F) = 0), se verifica quejE F o dr = 0, como ya sabemos.
Y

Este teorema puede generalizarse a superficies que no cumplan las restricciones
impuestas, siempre que dicha superficie S pueda dividirse en superficies Si, S»,
...,Sk, de contornos y1, v, ...,Yk, que si cumplan las restricciones. Se aplica
entonces el teorema a cada superficie y, sumando las integrales de cada miembro,
se obtiene el resultado final.

Teorema de la divergencia.
El teorema de la divergencia (de Gauss-Ostrogradsky o de Green en el espacio), relaciona
una integral tomada sobre una superficie cerrada S, que limita un volumen ¥, con una integral
triple extendida sobre V' :

Sea S una superficie cerrada que encierra una region de volumen V. Entonces



1] aiv(F)axayaz = [[ Feias

Remark La igualdad anterior indica que el flujo de un vector a través de una superficie
cerrada coincide con la integral de la divergencia de dicho vector en el volumen
que encierra la superficie.

Este teorema puede generalizarse a cualquier tipo de superficies cerradas en el
espacio (para ello, solo habremos de dividir estas superficies en otras que sean del

tipo que aparecen en el enunciado anterior, y calculamos el flujo a través de cada
una de ellas).

Remark En caso de que la superficie S sea abierta, para aplicar este teorema habremos
de cerrar ésta mediante superficies elementales, de manera que calcularemos,
mediante el teorema de Gauss, el flujo total a través de toda la superficie cerrada y
posteriormente calcularemos el flujo a través de la superficie abierta como

diferencia entre el flujo total y los flujos de las superficies elementales (calculando
éstos de forma directa).

Ejercicios resueltos.
1. Dada la superficie
S = {(x,y,z); (x—7m)*+y2 = (2+cos(z))? 0 <z < 27r}
se pide:
l.a  Calcular su drea, es decir, calcular la integral

A(S) = ”dS

N

1.b  Dado el campo vectorial i’)(x, v,z) = (1,0,1), calcular el flujo a través de S.
l.c Determinar la masa de S si su densidad viene dada por el campo escalar

p(x,y,z) = J1+sin*(z), es decir, calcular la integral
M(S) = [[ pex.y.2)ds
s

Indicacion: Para describir una superficie cuya geometria se asemeja a un cilindro vertical
pueden usarse coordenadas cilindricas. Si el eje del cilindro no coincide con el eje Z y su radio
varia en funcion de la altura z, es decir, si para cada valor de z las secciones transversales son
circulos centrados en un punto (x0,y0,z0) de radio r(z), se modifican las coordenadas
cilindricas (r,0,z), de forma que su relacion con las cartesianas (x,y,z) viene dada por

x = xo +r(z) cos(0); y = yo + r(z)sin(0); z=12z

siendo el determinante jacobiano del cambio el dado por J = r(z). A fin de facilitar los calculos
en este ejercicio, tener en cuenta que se verifica

2
2 J1+si 2(z2)dz ~ 15.28
-[o (2 +cos(z2)) +sin“(z) dz

Solucién: La grafica de superficie es la siguiente



(1.a) Para S, la seccion transversal es un circulo de centro (r,0,z) y de radio
r(z) = 2 + cos(z). Por tanto, y segun la indicacion que se nos da en el enunciado, hemos de
realizar el cambio de variable

x=m+ (2+cos(z))cos(0); y =0+ (2+cos(z))sin(0); z=z
siendoJ =2 +cos(z),y0 <0 <2m, 0 <z < 2rm.

Por tanto, podemos tomar como parametrizacion de S la dada por
®(0,z) = (m+ (2+cos(z))cos(0),0 + (2 + cos(z)) sin(B),z)

por lo que
A@S) = [[as=[[ I¥)dodz
s [0.27]x[0,27]
Al ser
i J k
n="TyxT.=| —(2+cos(z))sin(d) (2+cos(z))cos(d) 0 | =
—sin(z) cos(0) —sin(z) sin(0) 1

= (2 + cos(z))(cos(0),sin(0),sin(z))

Im|| = (2 +cos(z)) {1 +sin?(2)

A = [ Iw)dodz = jz do fz”(z +c0s(z)) 1 +sin?(z) dz ~ 27 + 15.28

[0,27]x[0,27]

se tendra que

y asi

(1.b) Se tiene que el flujo viene dado por

[[ Bewtas - [[ Fo@.) e« dod: -..-

S D
2r 2r

- I dzI (2 + cos(z))* cos(8) sin(0) + (2 + cos(z)) sin(z) ) df =
0 0

= Izﬂ((z +cos(z))sin(z))dz =...= 0

(1.c) En este caso, tendremos



M(S) = [[ plr.y.2)ds = [[ J1+sin(2) ds

s s
que es la integral de superficie de un campo escalar. Por tanto, y para calcularla, aplicamos que

[[ A5.7.2ds = [[ @@, 1R dodz

S D
es decir
M(s) = [[ 1+sin2@)ds = [[ {1 +5in@) 2 +cos()) {1 +sin* () dodz =
S D
= jz do fz”(l +5in%(2)) (2 + cos(z))dz =...= 27 + 61 = 121

2. Dada la superficie cilindrica
_ 2
S = {(x,y,z); (’“’% +(—cos(2):=1,0<z< 10}

se pide:
2.a  Calcular el plano tangente en cada punto.
—
2.b  Calcular la integral del campo vectorial ¥(x,y,z) = (x> —z,0,0) sobre S.

Indicacion: La grdfica de la superficie viene dada por

Para describir una region cuya geometria se asemeja a un cilindro de seccion eliptica con
centro y semiejes variables con la altura, pueden usarse coordenadas cilindricas de la forma
(r,0,z), que se relacionan con las cartesianas mediante las igualdades

x = p(z) + a(z)rcos(0); y = q(z) + b(z)rsin(0); z=1z

siendo a(z), b(z) los semiejes de las secciones elipticas y (p(z),q(z)) las coordenadas del centro.
El rango maximo de los valores que pueden tomar estas coordenadas es 0 < r < 1,0 < 0 < 2,
z € R. El determinante jacobiano es, en este caso, de la forma J = a(z)b(z)r.

Solucién: Segtn la indicacion del enunciado, la superficie cilindrica podemos expresarla en
las coordenadas (7,0,z) por medio de

x =cos(z)+2+1-cos(f) = cos(z) + cos(H)
y =cos(z) + 1 +sin(@) = cos(z) + sin(H)
zZ =2z

siendoJ = a(z)b(z)r =2+1=2=2,con0 <60 <27ry0<z< 10



(a) Podemos tomar como parametrizacion de la superficie la dada por
®(0,z) = (cos(z) + 2cos(0),cos(z) + sin(f),z)

Sabemos que el plano tangente a la superficie en el punto (x,y0,z0) viene dado por
(X — X0,y = y0,z—zo)em = 0
y como
i ik
=ToxT.=| -2sin(f) cos(@) 0 | =

—sin(z) -—sin(z) 1

= (cos(0),2sin(B),sin(z)(2sin(0) + cos(8)))

N
n

dicha ecuacion sera
(x —x0,y —¥0,z — z0)*(cos(0),2sin(0), sin(z) (2 sin(0) + cos(0))) = 0

(b) Se trata de calcular
“SF’ e dS = ij F(D(0,2)) o T dOdz =...=
— j ;0 dz jz”((cos(z) +2c0s(0))* cos(0) — zcos(0) )df =...
= 47 sin(10)

3. Sea S el toro de R* descrito por la parametrizacion

D(0,9) = (2 +cos(p)) cos(8), (2 + cos(p)) sin(0), sin(¢) )
con0,¢p € [0,2n], y cuya grdfica viene dada por

Se pide:
3.a  Probar que

“ F oW dS = Vol(S)
s
siendo F)(x,y,z) = (x,0,0).

3.b Usar el resultado anterior para obtener el volumen del toro.

Solucion:
(3.a) Puesto que se trata de una superficie cerrada, podemos usar el teorema de la



divergencia, de manera que

“SF’-E’dS - jijdiv(F’)dxdydz —.= mV Ldxdydz = Vol(S)

(3.b) Usamos entonces esta indicacion para obtener el volumen de dicha figura (Notemos que

si intentamos resolver de forma directa esta integral triple, no resulta para nada facil el calculo de
la misma):

A partir de la parametrizacion dada se puede obtener que

i j k
n="TyxT,=| —(2+cos(p))sin(®) (2+cos(p))cos(@) 0 =
—sin(¢@) cos(0) —sin(¢@) sin(0) cos(p)

= (2 4 cos(@))(cos(8) cos(¢),sin(0) cos(¢),sin(¢p))

Por tanto

Vol(S) = jjsf’-ﬁ’ds - “D F(®6,¢)) » T dodg =. ..

2 2
_ f dp jo (2 + cos(@))?cos2(0) cos(p)do =...

= 472
4. Se considera el recinto dado por
x?+yr+z? < 1, siz<0
S = X,V,2); 2 .
(.,2) 22 L4722 <1, siz>0
(142)? (142)2

y cuya grafica viene dada por

Si se considera el campo vectorial

F(x,0,2) = (x +y?sin(z), x2z + log(1 +22), xz + 1)

calcular el flujo de F a través de la superficie S.

Solucion: Puesto que se trata de una superficie cerrada, usamos el teorema de la divergencia.
Asi

[ Femas =[] aiv(F)asavaz = [[] 1 +0dxava:

y por la forma de la superficie, aplicamos que



JII e ndvdvaz = [[[ (1 +xydvayaz+ [[] 1+ x)dndvdz

siendo V' la parte inferior de la figura (corresponde al hemisferio inferior de la esfera) y V> la
parte superior (que corresponde a la parte superior del elipsoide). Hemos de calcular ambas
integrales triples por separado:

Para la integral sobre V| realizamos un cambio a coordenadas esféricas

x(r,0,¢) = rcos(8)sin(p);  y(r,0,9) = rsin(@)sin(p);  z(r,0,¢) = rcos(p)
siendoJ = r?sing, conf € [0,27], 9 € [ £, 7] y0 < r < 1. Asi

_”J' Vl(l +x)dxdydz = J':T do I:/Z do I;(l +rcos(0) sin(@))r? singdr =...= %n

Para la integral sobre V', realizamos un cambio a coordenadas esféricas generalizadas: Para el

caso de un elipsoide de la forma

2 02

A4+ - <]

a’>  b* T
este cambio viene dado por

x(r,0,9) = arcos(0)sin(p);  y(r,0,9) = brsin(0)sin(p);  z(r,0,9) = crcos(p)

siendo J = abc - r*sin(@), con 0 € [0,27], ¢ € [0,7] y 0 < r < 1. Por tanto, en nuestro caso
(notemos que los semiejes del elipsoide sona = 1 +zy b = 1 + z, por lo que dependen de la
variable z), el cambio es

x(r,0,9) = (1 +z)rcos(0)sin(p)
y(r,0,0) = (1 +z)rsin(0)sin(p)
z(r,0,¢) = 1 «rcos(p)
es decir
x(r,0,0) = (1 +rcos(p))rcos(d)sin(e)
y(,0,0) = (14 rcos(p))rsin(8) sin(p)
z(r,0,¢) = 1 «rcos(p)
conJ = (1 +rcos(p))*r2sin(e), con 0 € [0,27], ¢ € [O,%] y0 <r <1, porloque

mV (1 + x)dxdydz =

- j; do j;ﬂz d I;(l + (1 + reos(g))reos(8) sin(@))(1 + (1 + reos(p))) 2 sin(g)dr =

- 19

Por todo lo anterior

[J Fertas = [[[ (+xdvdydz = 3m+L2n

5. Sea el campo vectorial

N
F(x,y,z) = (cos(x —-2y), —2cos(x—2y), y? +yz>

y sea y la curva obtenida por la interseccion de la superficie



2 y?
S =<(x,y,2); X2+ =1
{(y) (1+2)’ }

P = {(x,y,z); X—z= 0}

con el plano

y cuya grafica viene dada por

Calcular la circulacion del campo F alrededor de vy, es decir, determinar el valor de la
integral de linea

Solucion: Puesto que se trata de una curva cerrada, usamos el teorema de Stokes. Para ello, y
al ser

i j k
7 2 2 2
rot(F) = . o = = (2y+20,0)
cos(x —2y) —2cos(x—2y) y>+yz

mientras que

= % y dS= 1+ + () dxdy = 2 dxdy

(por comodidad, hemos tomado como superficie S que contiene a la curva cerrada y, el plano P),
tenemos que

$

. F.dr= ”S rot(f) endS = ”Dl 2y + z)dxdy = ”Dl 2y + x)dxdy =

2n 1 2 . 1 .
= | (3 cos(®) + 3-sin(6) )db | (2rsin(6) + reos(8))rdr =...= 0

(Notemos que la proyeccion de la superficie S’ sobre el plano OXY viene dada por
D i x*+y? < 1).

6. Sea S la superficie torica descrita mediante la parametrizacion

®0,0) = ((2+ cos(¢))cos(0),(2 + cos(¢))sin(@), (2 + cos(@)) sin(p))
con0,¢ € [0,2n], y cuya grafica viene dada por



6.a Calcular el plano tangente a la superficie en el punto CD(O, %) =(2,0,3).
6.b Calcular la integral de superficie
[[ s
s

Solucion:
(6.a) El plano tangente a la superficie en el punto (xo,10,z0) viene dado por

(X — X0,y — Y0,z —zo)em = 0

y como
Tl) = T@ X T(p =
i j k
= | —(2+cos(p))sin(@) (2 +cos(p))cos(h) 0
—sin(@) cos(0) —sin(¢) sin(0) —sin?(¢) + (2 + cos(@)) cos(¢p)

= ((2+ cos(p))cos(0)(2cos(p) + cos(2¢)),

,(2+cos(p))sin(@)(2cos(p) + cos(2¢)), (2 + cos(p)) sin(p))
dicha ecuacion sera

(x—2,y—=0,z—=3)en =0

(6.b) Siendo F)(x, v,z) = (0,0,x) hemos de calcular
” Fends = jj F(D(6,2)) « 7 ddp =
s D

- HD(O, 0,(2 + cos(p)) cos(6)) « W didp =

= IID(Z + cos())? cos(0) sin(p)dodp =

= Izn do Iz”(2 + cos((p))2 cos(0)sin(@)dp =...= 0
7. Sea

S = {(x,y,z); 2 +y?+z2=R% z> O}

la parte superior de la esfera de radio R. Dado el campo vectorial



—
F(xayaz) = ()’a—X, exz)
se pide:
—
7.a  Calcular la integral del campo rotacional de F, es decir, calcular
—
I J. E rot(F) ds

7.b  Comprobar el resultado anterior mediante el teorema de Stokes.

Solucion:
(7.a) Para calcular directamente esta integral de superficie, hemos de obtener

i j ok
— o N -
rot(F) =| & aiy = | = (0,—ze%,-2)
A e’
mientras que
g (zxa 2)’, 22)
ns =
JAxE+ 47 + 422

J(G)? +(G,)” +(G.)? » JA7+ 47 + 422

ds = TeX Ixdy 3z dxdy

De esta forma
”S rot(f) e dS = _-”Dl (2 +ye”VRz"‘2‘y2 )dxdy

y si realizamos un cambio a polares para calcular esta ultima integral (teniendo en cuenta que
D : x* +y? < R?) resulta que obtenenos

R 2
j drj (2 + rsin(Q) - ereos@VR )rde —...= 27R?
0 0
(esta ultima integral la hemos resuelto primero respecto de 6, y después respecto de 7, puesto que

si se integra primero respecto de » la misma es imposible de calcular).

(7.b) Para comprobar el resultado mediante el teorema de Stokes, aplicamos que
” rot(f) endS = § F.dr
s ¥

siendo y la curva x? + y? = R? que estd situada en el plano z = 0. Por tanto, una parametrizacion
de la misma viene dada por
y(t) = (Rcos(t),Rsin(z),0) cont e [0,27]

De esta forma

-”s rot(f) emdS = §y f?) % = §y{—ydx+xdy+ evdz) =

= _f zﬂ(—R sin(¢) (=R sin(?) )dt + R cos(¢) (R cos(t) )dt + e°0dt) = J‘ z” R2dt = 27R>

8. Sea



T(x,y,z) = x’y +z
el campo escalar que describe la distribucion de temperaturas sobre la bola unidad.
Suponiendo una constante de conductividad térmica k y teniendo en cuenta que la difusion

térmica viene dada por el campo vectorial —kV_T), se pide:
8.a Calcular el flujo a través de la esfera unidad S.
8.b Calcular el flujo de calor que atraviesa el casquete esférico de ecuacion

S = {(x,y,z); 2+y?+z2=1,z> %}

Solucion:
(8.a) Se tiene que

—

F = VT = —k(2xy,x?,1)

por lo que tenemos que calcular
HSF’ enzds = mV div(ﬁ)dxdydz — —ka(zy 10+ 0)dxdyds

donde hemos aplicado el teorema de la divergencia (tenemos en cuenta que la superficie es
cerrada). Solamente hemos de resolver esta integral triple, para lo que aplicamos un cambio a
coordenadas esféricas:

x = rcos(8)sin(p); y = rsin(8) sin(@), z = rcos(p)
con0<r<1,0<0<2m 0<¢ <n,siendoJ = r’sin(p).

Entonces

FendS=—k 2rsin(0) sin(@) « 7* sin(@)dxdydz =
Il i1,

2r 1 T
= —2kJ- d@j er- rsin(0) sin(p) r*sin(p) dp =...= 0
0 0o Yo

(8.b) En este caso se trata de calcular
[[ ¥eng as,
Si

que podemos resolver directamente o aplicando de nuevo el teorema de la divergencia (siempre
_ 1
que cerremos Sy por el plano z = ).

Si lo hacemos de esta ultima forma, denotamos por S a la superficie cerrada S = S; U S»,
siendo S, el plano z = 1-. Asi

J[, Femsas = [[ Fomas-[[ Fonas, -

_ deiv(i’)dxdydz - ﬂs F 15, dS
2

La integral triple la resolvemos mediante un cambio a coord. cilindricas (siendo

0<rc< g, 0 < 6 < 2m, puesto que la proyeccion de este volumen en el plano OXY es
Dy i x?+y% < %, siendo % <z < 1,conJ = r), de manera que

[I], aiv(F)dvavaz = & [[[ 2vaayaz -

2 L 1
=—kj d9j2 dr| 2rsin® - rdz =...= 0
0 0 12

y la integral a lo largo de S la obtenemos de forma directa, teniendo en cuenta que



ns, = (0,0,—1) ydS> = dxdy, por lo que
” Fe ns, dS> = ” k dxdy = kArea(Dy) = =-kr
S2 D1 4

9. Supongamos que se tiene un fluido en un recinto cerrado S, que usando coordenadas
esfericas viene descrito por las ecuaciones

{(rcos(@) sin(@),rsin(@) sin(¢),rcos(p)) : 0<r<R 0<60=<21,0<¢ < 5?”}
vy cuya grafica se incluye a continuacion. Si el campo de velocidades (en unidades de
— —
volumen por segundo) del fluido es de la forma rot(H) , siendo H(x,y,z) = (-,x,0),

calcular la cantidad de fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo.

Solucion: Se trata de calcular

”sz(ﬁ’) eT dS

por lo que la misma podremos hacerla de manera directa o aplicando el teorema de Stokes,
puesto que podemos considerar como borde de la superficie la curva cerrada

(Rcos(@) sin(%),Rsin(G) sin(%),Rcos(%))

Notemos que hemos sustituido ¢ por 5?”, obteniendo de esta forma una circunferencia (seria la

circunferencia que se observa en la parte inferior de la grafica) que viene dada por la
parametrizacion

(R sm( 51 ) cos(6), Rsm( SLis ) sin(0), Rcos( 51 )) (— cos(), & sin(0),— ‘/_R )

es decir, se trata de la circunferencia de centro (0,0) y radio R sin Tﬂ = %R, situada en el plano

3
z=Rc0s57” = —%R

Si aplicamos entonces el teorema de Stokes, tenemos que

”S rot(ﬁ) emdS = jﬁy ﬁ . E: = §y{—ydx +xdy +0dz} =
_ I; {_g sin(0) (_i sin(9)>d9 + R cos(6) (% cos(9)>d9} _

JOINTE



Si queremos calcular esta integral de superficie de forma directa, al ser
i j k
ol(H) = | & & £ |=002); W=(001); dS=dxdy
-» x 0
(hemos tomado como superficie S -que contiene al borde- el plano z = —@, ya que es mucho

, . JEEN . T .
mas sencillo obtener el vector normal n' y dS que si se toma como superficie S la esfera) se tiene
que

”S rot(ﬁ) endS = ”52 ds = 2”1)1 dxdy = 24rea(Dy) = 271(%)2 - 7T§2

yaque D : x2+y? < (%)2.

10. Se considera un conducto de ventilacion (ver figura a continuacion) en cuyo interior
(denotado por ) se tiene una distribucion de temperaturas descrita por el campo escalar

T(xayaz) = (TO _Z)(3 - X _y2)
con Ty > 2 constante. Como consecuencia de la ley de Fourier sabemos que el flujo térmico

—
viene dado por el campo vectorial —kVT, siendo k > 0 la constante de conductividad
térmica. Teniendo en cuenta que € = Q; U Q,, donde

Ql = {(xayaz); x2 +y2 < 1, l<z< 2}

Q) = {(ry.2); K2 +y? < (2-2)%0<z< 1}

se pide calcular el flujo de calor que atraviesa la superficie lateral de Q, exceptuando las
tapas superior (z = 2) e inferior (z = 0).

0,

0y

Solucidon: Se tiene que
- —
F = —kVT = —k(z =Ty, 2(z—To), x+y>-3)

por lo que el flujo de calor que atraviesa la superficie lateral de (2, viene dado por la integral de
superficie

”Sf’-n—gds

La mejor forma de calcular esta integral es aplicando el teorema de la divergencia, aunque
para ello hemos de cerrar la misma por los planos S; :z =2y S> : z = 0. Asi, considerando la
superficie cerrada §' = SU S| U S, se tiene que



D5 = Oy — Dg, — Dy,
donde

Dy = ”Sﬁ-n—s’ds — deiv(F’)dxdydz - —kadedydz -0

Dg, = ﬂS Fens dS) = ﬂD k(2= To, 2z = To), x +3* —3) » (0,0, )dxdy —
_ 2 _ =
= k'”.DI:szryzSZ (x +y* = 3)dxdy

2 J2
= k[ "d0 [ (reos(0) + 2 sin’(0) — 3)rdr =...= Skn
0 0

D, = ”Sz Feniy dS, = ”Dz —k(z=To, 2= To), x+* —3) « (0,0,~1)dxdy =

2n 2
= k[ a0 [ (reos(0) +17sin*(0) - 3)rdr =...= ~8kn
0 0

Por lo anterior
Oy = Oy — Og, — Ds, = 0— S5kr — (—8kr) = 3kr

11.  Sea un solido S (ver figura a continuacion) sobre el que se tiene una distribucion de
temperaturas dada por un campo escalar

T(x,y,z) = x* +yz?
Como consecuencia de la ley de Fourier sabemos que el flujo térmico viene dado por el

—
campo vectorial —kVT, siendo k > 0 la constante de conductividad térmica. Teniendo en
cuenta que S puede describirse como union de los conjuntos

Si={(y2);x2+y? < (2-2°,0<z<1}

Sy = {2 ¥+ + (-1 <1, z> 1}

calcular el flujo de calor a través de la superfice S.




Solucidon: Se tiene que
i’) = —kV—])“ = —k<4x3, z?, 2yz>

por lo que el flujo de calor que atraviesa la superficie lateral de 2, viene dado por la integral de
superficie

ﬂsf’-n—;ds

La mejor forma de calcular esta integral es aplicando el teorema de la divergencia, aunque
para ello hemos de cerrar la misma por el plano S5 : z = 0. Asi, considerando la superficie
cerrada §' = SUS; = (S1 US>2) U S3, se tiene que

CDSf = q)s+q)53 = CDS = CDSf —CD53
donde

Dy = ”SF’.n—;ds/ - deiv(F’)dxdydz - —kmy(lzx2 + 0 + 2y)dxdydz

Para calcular esta integral realizamos un cambio a coordenadas cilindricas, para lo que
hemos de descomponer el volumen » en dos regiones (V. la formada por el tronco de cono Si; y

V, : la formada por la semiesfera S,) puesto que la variable z varia de forma diferente segln el
valor de r. Asi, tenemos que en V> se verifica que

si0 <r<l,entonces 1 <z< 1+ ,J1—-x*-y?

(yaquesi0 < r < 1, z varia entre el plano z = 1 y la semiesfera x2 + 2 + (z— 1)? < 1), mientras
que en V; se tiene que

Viisil <r<2,entonces 0 <z < 2— /x> +)?

(yaquesil < r < 2,z varia entre el plano z = 0 y la hoja del cono x2 + y? < (2 —z)?), y siempre
con0 < 0 < 27.

Por todo lo anterior tenemos que

Oy =k [[[ (1247 + 0+ 29)dvdydz =
V
-k m (122 + 0 + 2y)dxdydz + m (122 + 0 + 2y)dxdydz | =
Vy Vi
2 1 1412
= k[ a0 ar| (1212 cos(0) + 2rsin(8) )rdz —

0 0 1

2 2 2-r

—k[ a0 [ dr (12 cos?(0) + 2rsin(0) yrdz =...
0 1 0
8 . 18

= —gﬂ'k— ?ﬂ'k

mientras que

s, = ”S F e s, dSs = ”D —k(4x3, 22, 2yz2) « (0,0,—1)dxdy =
3 1

= k”DI:x2+y254 2yzdxdy = k'['[Dlzx2+y2§4 2y «0+dxdy =0

En definitiva,



Oy = Oy — Oy, = —ﬁnk— 7—87rk—0 = —%ﬂ'k— Eﬂ'k

12.  Calcular la circulacion del campo vectorial

F(x,0,2) = (22,0,%7)
a lo largo de la curva obtenida a intersectar los paraboloides

Py ={(ny.2); ¥ +y7 =z} y Py = {(r.y.2); x* +)? =4 -z}

Solucién: La curva interseccion de ambos paraboloides es la curva x? + y? = 2 situada en el
plano z = 2, cuya parametrizacion viene dada por

y(t) = (ﬁ cost,ﬁsint,Z), t € [0,2r]

Por tanto, se trata de calcular

§ H-dr= § {2yzdx + 0dy + xydz} =
Y Y

- J‘Zn {2 - J2 sin(7) - 2(—,/5 sin(t)dt) + Y2 cos(?) - V2 sin(z) - Odt} —
0

2
- —8j sin’tdt =...= —8x
0

Podemos comprobar este resultado por medio del teorema de Stokes, tomando, por
comodidad como superficie S que contiene a la curva interseccion, el propio plano z = 2 (asi,
— .
tenemos que ng = (0,0, 1), mientras que dS = dxdy):

§ F)Zfz ”Smt<ﬁ> endS=.-=

= ” —2zdxdy = —4Area(D,) = —4 « 21 = -87
D1:x*+?<2

4

13.  Dada la superficie S descrita por la union de las superficies
Sl = {(xayaz); X2 +y2 =ZzZ—- 1, l<z< 3}

So = {2 x> +y* +(z=3) =2,z >3}
y el campo vectorial
F)(xsyaz) = (_yaxyzal +Z)

se pide calcular el flujo saliente del campo F a través de S, es decir, el valor de la integral
de superficie

”SF’.ﬁ’dS

mediante los siguientes procedimientos:
13.a Directamente, parametrizando la superficie.
13.b  Usando el teorema de la divergencia.

Solucién: La superficie S esta formada por la unién de un paraboloide S; y de una semiesfera



S, formando entre ellas una superficie cerrada.
(13.a) Directamente: Aplicamos que

Oy = (DS1 + ®s2

Para la primera de ellas,

Oy, =”S1F’-n—&’dsl

con
ng, = (25, 2y,=1) ;0 dS1 = 1 +4x? +4y? dxdy
Jax2 +4y? + 1
Asi

= _” (9,97, 1+z2) e (2x,2y,=1) J1+4x? +4y? dxdy =
Dyx?4y?<2 Jax? + 47 + 1

= ” (=2xy +2xy3 — 1 = z)dxdy =
Dyx24y2<2

= J.J. (—2xy + 2xy3 =2 — x2 — y?)dxdy =
Dyx24y2<2

2 J2
= [0 [ (-2r2 cos(0) sin(0) + 2 cos(0) sin*(8) — 2~ 1*)rdr =....= —6r
0 0

De igual forma, para @, tenemos

-~ 4x? + 4y +4(z - 3)?
B L Qr22E-3) o J42 + 42 +4(-3) iy
J42 + 42 +4(z - 3)° 2(z-3)
por lo que
_ —2xy +2x° +2(z = 3)(1 +z2)
(DSI a '[J.Dlzx2+y2§2 2(Z— 3) d d
J-J- —2xy + 2xy° +2,/2—x2—y2(4+ /2_x2_yz>dd
M penie 22—x7 )2 N
J-Zn d@jﬁ —2r% cos(0) sin(0) + 2r* cos(0) sin3(0) + 242 — 12 (4 + 42— r2> ;
N rdr =
o070 2212
-4
=3 n(ﬁ +6>
Por tanto

D5 = O, + D, = —67r+%7r<,/5 +6) = %n(zﬁ +3)

(b) Por el teorema de la divergencia, se tiene que

D5 = ” Fenzds = m div(i’)dxdydz — m xy + 1)dxdydz =

= J-Zﬂ d@J‘ er- " (2r cos(0)sin(0) + 1)rdz =...= %n(2,/§ +3>



como queremos comprobar.

Ejercicios propuestos.

1.

Hallar el flujo del campo vectorial F)(x, v,z) = (x,y,z) a través de la superficie total del
cilindro x? +y? < R2,0 < z < h. (Solucién = 37R?h)

2. Por el teorema de Stokes, calcular la circulacion del vector TT) = (x?y3,1,z) alo largo de la

10.

circunferencia x? + y?> = R?, z = 0, tomando la superficie esféricaz = /R? — x* —y?.

(Solucién = — &%)

Calcular _”SF) * NdS, siendo F)(x, ¥,z) = (x,y,z) y S una superficie cerrada arbitraria que
determina un solido V. (Solucion = 3 Volumen(S))

Hallar el centro de gravedad de la superficie x> + y? + z2 = a? contenida en el cono
ztana = Jx> +%, 0 < a < £. (Solucién = (0,0, < (1 + cos(a))))

Hallar el flujo del rotacional de F = (v,z,x) a través de la superficie z = 2(1 — x? — y?)
interceptada por el plano z = 0. (Solucién = —r)

Hallar el centro de gravedad de la porcion de superficie esférica homogénea
x? +y? + 22 = a2, situada sobre el primer cuadrante del plano OXY. (Solucién =

x=y=z=7%)

Usar el teorema de Gauss para calcular la integral de superficie
” (x? cos(a) +y?cos(B) +z> cos(y))dS,
S

siendo S la superficie exterior total del cono x* + y* = z%, 0 < z < 1. (Seolucién = %)

Dada la superficie cilindrica z = y? delimitada por los planosx = 0, x = a, y = 0, y = a,
comprobar que se cumple el teorema de Stokes, siendo

f?)(x,y,z) = (cos(y) + ycos(x),sin(x) — xsin(y),—xyz)
2a°

(Solucién = —=¢

(Febrero 2012) Sea la superficie S definida por
S = {(x,y,z) eR3 :x2+y*+22=4,2> 0}
y sea Fel campo vectorial F)(x, v,z) = (-,yz?,x%z). Calcular la integral del rotacional de Fa

lo largo de la curva obtenida al intersectar la superficie S con el plano z = 1. Justificar el
procedimiento utilizado.

(Junio 2012) Sea S la porcion del paraboloide z = x? + y?, situado en el primer octante y
—
limitada por el plano z = 1. Sea F el campo vectorial dado por



F(.3.2) = () —zz—x,x - )

Se pide:
10.a. Calcular I I F - n dS, siendo n la normal interior al paraboloide.
s - —
10.b. Calcular directamente § F - dr, siendo C la curva frontera de S.

c
10.c. Comprobar el resultado anterior usando el teorema de Stokes.

11. (Septiembre 2012) Dado el campo vectorial
7 2 in2 (2 2 2
F(x,y,z) = (= 1)% +sin’(mx? + 1), z + cos(b?), y + log(1 +x?))
calcular el flujo saliente de su rotacional a través de la superficie
P={(xy2)eR: x2+y?-2z=0,0<z<7)

jpj rot(F )ds

es decir la integral

Justificar el procedimiento utilizado.

12. (Febrero 2013) Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas
7 R e 2 2 pvaD - 2\1e
F(r,0,z) = r=cos*(0)sin(0)e, — r=cos(0) sin“(0)eq + (rsin(0) + cos(z*) ) k
donde {e_;,e_g),l_()} es la base de vectores moéviles de R3 asociada a dichas coordenadas:

12.a Escribe el campo vectorial F en coordenadas cartesianas.
.
12.b Determina el valor de la integral del campo vectorial rot(F) sobre el semielipsoide S

(figura siguiente) descrito por las ecuaciones

2
S = {(x,y,z)e[R3 : x2+yT+22: 1,y<0}

13. (Febrero 2013) Sea la superficie 4 descrita mediante la parametrizacion

Y(0,0) = ((2+cos(p))cos(d),(2 + cos(p))sin(@), (2 + cos(A)) sin(p))
con0 < 0 <2, 0 < ¢ < 2x. Calcular la integral de superficie

J-J.(x + z)l—() «dS
e



Parametric function

GhbhomN W

14. (Junio 2013) Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas
7 2 a2 e 2 2 0pvaD - 2\1e
F(r,0,z) = r=cos*(0)sin(0)e, — r=cos(0) sin“(0)eq + (rsin(0) + cos(z*) ) k
donde {e_r),e_g),l_()} es la base de vectores moéviles de R3 asociada a dichas coordenadas, se
pide:
. . _) .
14.a Escribe el campo vectorial div(F) en coordenadas cartesianas.
14.b Determina el valor de la integral del campo vectorial rot(f) a lo largo de la curva borde
de la superficie S (figura siguiente)

Sz{(x,y,z)e[R3 : x2+%=z,0<z<3}

15. (Junio 2013) Dada la superficie cilindrica (figura siguiente)

A = {(x,y,z) eR3: (X_CZ—S(Z))Z +(r—cos(z))’=1,0<z< 10}

calcular el flujo de calor a través de la misma que genera el campo de temperaturas
T(x,y,z) = z(x2 + (- 1)2>

suponiendo por simplicidad que la conductividad térmica es constante e igual a uno, es decir,
calcular la integral de superficie

[[ vr-as
A
Justificar el procedimiento utilizado.



o N & o B

Ayuda: Para describir una region cuya geometria se asemeja a un cilindro de seccion
eliptica con centro y semiejes variables con la altura pueden usarse coordenadas cilindricas
de la forma (r,0,z), que se relacionan con las cartesianas mediante las igualdades

x =p(z) +a(z)rcos(0); vy = q(z)+ b(z)rsin(0); z=1z
siendo a(z), b(z) los semiejes de las secciones elipticas y (p(z),q(z)) las coordenadas del

centro. El rango maximo de los valores que pueden tomar estas coordenadas es 0 < r < 1,
0 <0 <2, z € R. El determinante jacobiano es en este caso de la forma J = a(z)b(z)r.

16. (Septiembre 2013) Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas

f?)(r, 0,z) = (r2cos2(0)sin(0) + z2sin(0) e, — (2 cos(0) sin®(0) — z2 cos(9) ey + rcos(z)f()

—_ — d ;e . .
donde {er, ey, k} es la base de vectores moviles de R? asociada a dichas coordenadas, se
pide:

. .y . e .
16.a Escribe la expresion del campo rotacional rot(F) en coordenadas cartesianas.

16.b Determina el valor de la integral del rot(ﬁ) sobre la superficie S (figura siguiente)

2

_ R x4 Y - 4
S {(x,y,z) € X+ 3+ cos(n2) z,0<z< }

17. (Septiembre 2013) Calcular la integral del campo vectorial

_) .
F(x,y,z) = (* +sin?(nx? + 1),z + cos(y?),y + log(1 + x?))
a lo largo de la curva obtenida al intersectar el paraboloide de seccion eliptica

2
P= {(x,y,z) e R3: x>+ yT =Z}

con el plano z = 7 (figura siguiente). Justificar el procedimiento utilizado.



18. (Septiembre 2013) Dada la superficie (figura siguiente)

2
A=<z eR¥:x24+yp?+ —— =1
{( »z) y e

y el campo de temperaturas

T(x,y,z) = z(x2 + (- 1)2>
determinar:

18.a La temperatura de la region Q < R? limitada por 4 mediante el calculo de la integral de
volumen

JIJQ T(x,y,z) dxdydz

18.b El flujo de calor a través de la superficie 4, suponiendo por simplicidad que la
conductividad térmica es constante e igual a 1, es decir, se trata de calcular la integral de
superficie

”A VT-dS

i
|

19. Dada la superficie (representada en la figura siguiente)
2
S = {(x,y,z);x2+yT =z, 0<z<4}
y dado el campo vectorial

-
F(xayaz) = (_yaxaxz - Z)
calcular su circulacion a lo largo del borde y de la superficie S, es decir

§ @
14



Sugerencia: Para describir regiones del espacio similares a conos o paraboloides con
secciones elipticas, puede usarse el cambio de variable

X = arcos0; y = brsin0, z=1z

con a,b > 0 los semiejes de la elipse. El rango mdximo de variacion de las nuevas variables
esO0<r<1,0<0<2rm,zeR.

20. Laregion
S = {(x,y,z); x2+% <z, —2<y< 2}
(ver figura siguiente) esta ocupada por un fluido que presenta una distribucion de
temperatura dada por el campo escalar
T(x,y,z) = Qr —z)(2 - 3x* —y?)
Como consecuencia de la ley de Fourier sabemos que el flujo térmico viene dado por el

campo vectorial —kV_Y)", siendo k£ > 0 la constante de conductividad térmica. Se pide calcular
el flujo de calor que atraviesa las paredes laterales de la region S.

21. Sea Q laregion del espacio descrita por las ecuaciones (figura siguiente)
0= {(x,y,z); x2+% <3-y, —-2<y< 2}
sobre la que se tiene un fluido en movimiento cuyo campo de velocidades es de la forma
V(x,y,z) = (log(1 +y?),xy?,x + z>siny)

medido en metros por segundo. Determinar la cantidad de fluido que atraviesa en un segundo
la pared lateral de S, es decir, calcular la integral

jjSVdS



con Sel bordede Q: S = {(x,y,z); x2 + % =3-y, —2<y< 2}. Justificar el
procedimiento usado para resolver este problema.

Nota: Para describir regiones del espacio similares a conos o paraboloides con secciones
elipticas, puede usarse el cambio de variable

X = arcos6; y = brsing, z=1z

con a,b > 0 los semiejes de la elipse. El rango madximo de variacion de las nuevas variables
es0<r<1,0<60<2m zeR.

22. Sea Slaregion del espacio limitada por las superficies cilindricas (ver figuras siguientes)

2
Si = {(x,y,Z); 242 =1, -2<z< 2}
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_ S22 1
S2 - {(Xa)/’z),x +y° = 4’ 2 <Z<2}
Dado el campo vectorial

F(r,0,2) = ((r= 1), sin(x?) + z,72)
se pide obtener el flujo del campo vectorial a través de las caras laterales de S.




