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Introduccion.

El objetivo fundamental de este tema es el estudio de las series de funciones complejas,
especialmente de las series de potencias y de las series de Laurent, estableciendo sus afinidades y
diferencias con las correspondientes series de funciones reales.

Todos los conceptos y propiedades de las sucesiones de niumeros reales, estudiados en
Matematicas I, son aplicables a C, considerando en este cuerpo la distancia euclidea. Ademas, la
relacion natural existente entre C y R? reducira el estudio de las sucesiones y series de niimeros
complejos al de pares de sucesiones y series de nimeros reales: por ejemplo, la sucesion
(zn) = (xn +iyn) o la serie 2:;0 z, seran convergentes si y solo si respectivamente lo son las
sucesiones (x,), (v,) o las series 2:;0 X, Z;O:O Vn, que son, respectivamente, sucesiones o
series de nimeros reales. Por todo esto, podremos desarrollar el primer punto de este tema de una
forma rapida, estableciendo brevemente tanto las definiciones como las primeras propiedades de
las sucesiones y series numéricas en el campo complejo.

De igual manera podremos actuar con las sucesiones y series de funciones complejas, puesto
que su teoria se desarrollard de forma similar a la que se realizada para el caso de funciones
reales. Los distintos tipos de convergencia (convergencia puntual, uniforme y absoluta) y los
criterios que se aplican en su estudio se trasladan del campo real al complejo sin dificultad
alguna.

Sucesiones y series numéricas en C.
Definition Se dice que la sucesion de niimeros complejos (z,) tiene por limite el complejo
z, y se representa por limz, = z, si Ve € R, ¢ > 0, existe noeN tal que |z, —z| < ¢
para todo n > ny.

Es inmediato ver que el limite, si existe, es tinico. De forma andloga a R, se puede establecer
la definicion de limite infinito (aunque en C no tiene sentido definir o0). También es inmediato
probar el siguiente resultado:

Proposition Supongamos que (z,) = (x, + iy,) y que z = x + iy. Entonces,



limz, = zs < limx, = x y limy, =y

. mgw . ’ . 0 . . .7
Definition Una serie de niimeros complejos " z, se dice convergente si la sucesion de

sus sumas parciales (S,) es convergente, siendo S, = z\ + z2 +...+z,. En este caso,
o0 . . 4 . .
sepone Y’ z, = limS,, y se dice que el valor de este limite es la suma de la serie.

Utilizando la proposicion anterior, se tiene:

Proposition Supongamos que (z,) = (x, + iy,) y que S = x + iy. Entonces,

o0

ZznzS@anzx y Zynzy
n=0 n=0

n=0

Definition Si S es la suma de la serie )" z,, se llama resto n — simo de la serie a la
diferencia

pn:S_Sn: izi

i=n+1

y se verifica trivialmente que

0

E z, es convergente < limp, = 0
n=0

Definition Una serie compleja )z, se dice absolutamente convergente si es convergente
la serie Y |z,|.

También se verifica la conocida propiedad (establecida para series de términos reales) de que
si una serie es absolutamente convergente, la misma es convergente.

Sucesiones y series de funciones complejas.

Definition Una sucesion de funciones complejas (f,), conf, : S € C - C, se dice que
converge puntualmente en un punto zo € S, si la sucesion numérica (f,(zo)) es
convergente.

Se llama campo de convergencia de la sucesion de funciones al conjunto de
puntos de S donde la sucesion converge puntualmente, es decir, al conjunto

A=<z€eS (fu(2)) es convergente}

Definition Se llama limite puntual de (f,) a la funcion f : A € C - C definida por
fz) = limf,(z) para cada z € A, es decir, si se verifica Ve € R, € > 0, y Vz € A4,
existe ng € N tal que |f(z,) — f(z)| < € si n > ny.

Cuando se verifica lo anterior, suele expresarse que limf, = fo f, — f(punt.).



El valor natural n( de esta definicion dependera tanto de &£ como del punto z € 4. Si fuese
independiente del punto en cuestion (es decir, si ng solo depende de ¢), se dira que la
convergencia es uniforme:

Definition Sea A el campo de convergencia de (f,). Se dice que (f,) converge
uniformemente a fen D C A, y se expresa f, — funif. en A, si
Ve € R, e > 0, existe noeN, nyg = no(e), tal quel|f(z,) —fz)| < e Vn > noy Vz € A.

- ngm . . . o0
Definition Se dice que una serie de funciones anl fu converge puntualmente en
A < C(resp. uniformemente en D < A < C) a una funcion S(z), si lo hace la
sucesion de sus sumas parciales (S,) = (fi + f2 +...+fn). Asimismo, se dice que la
serie converge absolutamente en zo, si Y _|f,| es convergente en z.

Un criterio util para el estudio de la convergencia absoluta y uniforme de una serie de
funciones es el llamado criterio de la mayorante o criterio M de Weierstrass:

Proposition Sea (f,(z)) una sucesion de funciones definidas en D < Cy (M,) una sucesion
de numeros reales no negativos tales que Z:;l M, es convergente. Si para cada
z€ Desl|fu(2)| < M, (n = 1,2,...), entonces la serie funcional Y_f,(z) es absoluta
y uniformemente convergente en D.

Series de potencias complejas.

Al igual que ocurre en el campo real, las series funcionales constituyen un método de
representacion de funciones muy util para la resolucion de numerosos problemas en el campo
complejo. De todas las series funcionales, las de mayor aplicacion son las series de la forma

o0
Z an(z—2z0)"
n=0

donde a, son nimeros complejos.

A una serie de esta forma se le llama serie de potencias centrada en z,. Estas series
convergen puntualmente al menos en el punto zo, siendo su suma en dicho punto a¢ (ya que si
sustituimos en la serie la variable z por z( se obtiene el valor ag). Nuestra intencion a partir de
ahora es estudiar para qué valores de z, ademas de para zo, la serie es convergente, es decir, la
serie tiene una suma finita.

En lo sucesivo, y por comodidad, consideraremos solo series de potencias centradas en el
origen, es decir series del tipo ), a,z". Y por lo anterior, sabemos que esta serie al menos
siempre es convergente en el punto z = 0.

Remark Notemos que una serie de potencias no es sino un polinomio complejo de grado
"infinito".

Los resultados para las series de potencias complejas son analogos a los establecidos para las
series de potencias reales, y entre los mismos, hemos de destacar:

Proposition Sea 2:;0 a,z" una serie de potencias compleja que converge para un
determinado valor z = zy. Entonces:

. o0
a) Para cada r con 0 < r < |zo|, la serie ) " a,z" converge absoluta y
uniformemente a una funcion S(z) en una bola cerrada de centro zy y radio r.

. o0 — . . .7
b) La serie Zn=1 na,z"' (a la que se conoce como serie derivada) también



converge absoluta y uniformemente en la misma bola cerrada de centro zy y radio r,

y lo hace a la funcién S'(z), es decir, se verifica S'(z) = Zle na,z"' Yz con

lz| < |zo]-

¢) Sin embargo, si la serie inicial diverge para z = z| también lo hace ¥z con
2] > |z1].

Definition Dada una serie de potencias )" a,z", se llama radio de convergencia de la
misma al numero real R definido por:

* R = 0 si la serie solo converge para z = 0.
* R = oo 51 la serie converge para todo z € C.

* — . o n ; ;
R = sup{|z|, ano anz" es convergente} si la serie converge para unos
valores de z y diverge para otros.

Proposition Una serie de potencias Z:;o anz" converge absolutamente Vz con |z| < Ry
diverge Vz con |z| > R.

Definition A la bola abierta B(0,R) se le llama circulo o disco de convergencia de la serie.

Remark A partir de los resultados anteriores, sabemos que una serie de potencias
converge absoluta y uniformemente dentro de su circulo de convergencia, y diverge

fuera de él. En los puntos z tales que |z| = R, la serie puede converger o diverger,
segun los casos.

(Como se puede calcular el radio de convergencia R?. El siguiente resultado nos da un par de
formas de hacerlo:

Proposition Dada una serie de potencias para la cual existe
: Antl —
lim| <G| = g > 0
entonces se verifica que R = % (entendiendo que si q = 0, entonces R = ©, y que si
q = o, entonces R = 0).

Asimismo, si existe

lim J|a,| =¢>0

entonces R = %.

Example «) La serie de potencias Z::o n!z" tiene por radio de convergencia R = 0, por

lo que la misma solo es convergente para z = 0 y divergente para cualquier otro
valor de z.

. . 9] L n . . . _
b) La serie de potencias )" --z" tiene por radio de convergencia R = o, por
lo que la misma es convergente para cualquier z € C.



. . 0
¢) La serie de potencias D,

_, 2" tiene por radio de convergencia R = 1, por lo
que la misma es convergente para |z| < 1 y diverge Vz con |z| > 1

Ya hemos visto que si una serie de potencias es convergente, su serie derivada también lo es
(y tiene el mismo radio de convergencia que la inicial, siendo su suma la derivada de la serie
original). Este resultado se puede generalizar a la derivada de cualquier orden, y también a la
serie integral:

Proposition Una serie de potencias Z:;o a,z" puede ser integrada término a término a lo

largo de cualquier curva y regular a trozos incluida en el interior de su circulo de
. . . o0
convergencia, y se verifica que si ) = f(z), entonces

J.yf(z)dz = L ng(;anz” dz = ng(;an (J.y Z”dz)

teniendo esta ultima serie el mismo radio de convergencia que la inicial.

o0 ’ . .7
Ademds, la serie ) a,z" define en su circulo de convergencia una funcién
indefinidamente derivable, siendo su funcion derivada k — sima la dada por

fO@) =D nn-1)n-2)...(n - k+ a,z"*
n=k

y teniendo también esta ultima serie el mismo radio de convergencia que la inicial

En el campo complejo pueden aparecer otro tipo de series que no aparen en el campo real
Asi nos podemos encontrar con series de la forma

o0

Z(Z"—Z) ylo de la forma ) a,(z—zo)"
— <0

n=1

n=—0
Proposition Dada una serie de la forma Z; . (a;”),,, si existe p = lim|-=L |, esta serie
z—z
converge para |z — zo| > p.

Proposition Dada una serie Y, an(z—z0)", ésta siempre se puede descomponer en la
forma

Z_an(z—zo) Z (Z = )n +Zan(z zp)"

por lo que la misma sera convergentes en el dominio en el que ambos sumandos lo

sean. Asi, si la primera es convergente para |z — zo| > p y la segunda lo es para
|z —zo| < R, caben las siguientes posibilidades:

Que p > R, en cuyo caso la serie inicial sera divergente en todo C

Que p < R, en cuyo caso la serie inicial serd convergente en el anillo
p <|z—2z0| < R (siendop >0y0 <R < ).

Series de Taylor.

La primera y mas importante de las consecuencias de las formulas integrales de Cauchy



(establecidas en el tema anterior) sera que cualquier funcion analitica siempre va a ser posible
representarla por medio de una serie de potencias (en concreto, por lo que se llamara su serie de
Taylor) en el dominio donde esta serie sea convergente. Y puesto que las series de potencias son
indefinidamente derivables, resultara que toda funcidn analitica en un abierto poseera derivadas
de todos los 6rdenes en dicho abierto, con lo que la derivada de una funcion analitica sera a su
vez una funcion analitica. Esta consecuencia viene establecida en el siguiente teorema:

Theorem (Teorema de Taylor) Sea f analitica en B(zo,ro). Entonces, Vz € B(zo,r0) se
verifica que la funcion f(z) puede desarrollarse como una serie de potencias, que
viene dada por la expresion

o) )
foy = L) oy
n=0

Ademas, el radio de convergencia de esta serie (a la que se le llama serie de Taylor
de f'en zo) es mayor o igual que ro. Cuando zo = 0, la serie resultante se conoce
como serie de McLaurin:

Z f(”)(O)

Remark Por tanto, la serie de potencias converge a f(z) cuando |z — zo| < ro. Ademas, el
desarrollo es unico, y por las formulas integrales de Cauchy, los coeficientes de este
desarrollo de Taylor vienen dados por

n)
f( (ZO) _ 1 J. f(Z) dz

n! 2mi dy, (z—z0)™!

siendo vy, una circunferencia de centro zy y radio r < ry, recorrida en sentido
positivo.

A pesar de que esta ultima expresion nos da una forma de obtener los
coeficientes de la serie de Taylor, ésta forma de obtenerlos no serda utilizada en la
practica, sino que los mismos los calcularemos de forma directa, ya sea obteniendo
directamente f™(zo) o calculando los mismos a partir de desarrollos conocidos,
como vemos en los siguientes ejemplos.

Example (Desarrollos de McLaurin de las funciones elementales)

a) La funcion f(z) = e* es entera, por lo que podemos obtener su desarrollo en
serie de McLaurin. Al ser f™(z) = €7, se verifica que f™(0) = 1, por lo que a partir
de la expresion

podemos poner

vy como el radio de convergencia de esta serie es R = o, podemos afirmar que esta
igualdad se verifica si |z| < oo, es decir, para todo numero complejo z.

b) flz) = 23e7*. En lugar de calcular f™(0), cosa que podriamos hacer, vamos



a utilizar el desarrollo anterior para €*, y sustituiremos en el mismo z por —2z. Asi
o0 o0
—2z)" —1)"2"
fo) =Per =Y (22" > CED™2" s
n! n!
n=0 n=0

que la podemos dejar de esta forma, o realizar la sustitucion de n porn — 3 y
obtener

n-3 on=3

1
- G

En uno u otro caso, siempre se tiene que la igualdad es cierta cuando |z| < o (va
que la serie de &* es convergente si |z| < o, y por tanto la de e > lo serd si
|-2z| < oo, es decir, si |z| < ®).

¢) De forma anadloga al caso (a), se tiene que

sin(z) = Z(—l)”% <si lz| < oo)

n=0

cos(z) =

" é;")! (sifz] < )

sinh(z) = Z (2n2f11)' <si lz] < oo)

~ 2n .
cosh(z) = ; én)' <sz lz| < oo)

d) También se verifica que

1 — n 7
T —Zz <sz|z|<l>
n=0
Notemos que ahora la funcion f(z) = t no es analitica en z = 1, lo que no afecta
para nada al calculo de su desarrollo en serie de McLaurin.

A partir de este mismo resultado, y cambiando z por —z, resulta

=D D"z (il < 1)

n=0

e) A partir de los desarrollos anteriores, podemos obtener, mediante derivacion
de los mismos

(1—1z)2:(1£z>l:<2> an”l (sif] < 1)

n=0

donde hemos utilizado un resultado de la seccion anterior sobre la derivacion de
una serie de potencias, y de igual forma



(1 +z) ( 1+z )l B _(g(_l)nzn> = i(—l)"””lzn_l (sl < 1)

n=1

f) También podemos integrar los desarrollos anteriores y obtener, por ejemplo,
el desarrollo para log(1 + z), puesto que

log(l+z)='|.y = _f< (- 1)z>dz— (=1)" f 2z =
n=0
—Z( 2 ST (il < 1)
n=1

aunque este mismo desarrollo podriamos haberlo obtenido a partir de derivar
sucesivamente la funcion log(1 + z).

g) Utilizando nuevamente la expresion del desarrollo de McLaurin, también se
obtiene

(1+z)”=2<g>z” <si|z|< 1)
n=0

Remark Notemos que en todos los resultados anteriores, si hacemos z = x + 0i = x, los
mismos nos dan los desarrollos conocidos para las funciones reales e*, sin(x),
log(1 +x), ... y que fueron establecidos en la asignatura de Matematicas 1.

Example Para obtener el desarrollo en serie de McLaurin la funcion f(z) =
realizamos lo siguiente:

o0 _1 n
=705 :%1 2;, v (5) Z (3n+)l =

3

2+3

Tz 1, es decir, silz| < 3.

Example Sin embargo, si intentamos realizar un desarrollo en serie de McLaurin para
flz) = > L tendremos que, realizando lo mismo de los ejemplos anteriores,
Z—Z

_ 1 _ 1 |
ﬂz)_ZZ—zz_Zl—i 222( ) WZ

2

donde observamos que éste no es propiamente un desarrollo de McLaurm, puesto
que aparece un término donde z estd dividiendo. Esto se debe a que la funcion
inicial no es analitica en el punto zy = 0, por lo que no tiene sentido obtener un
desarrollo de McLaurin como en los ejemplos anteriores. Por eso, su region de
convergencia serd 0 < |z| < 2 (ya que la de la serie ZiO(%)" es |§ | <1, es
decir, si |z| < 2, y hemos de excluir el punto z = 0, ya que el mismo es un punto
singular para la funcion dada).

Cuando ésto ocurre, es decir, cuando una funcion no es analitica en un punto z,



no es posible obtener su desarrollo en serie de Taylor como potencias de z — zy, ya
que es imposible calcular en el mismo las sucesivas derivadas de la funcion; sin
embargo, si que observamos en este ejemplo que es posible obtener un desarrollo,
en este caso como potencias de z — 0 = z, aunque alguna de las mismas ahora lleva
exponente negativo. Como veremos en la seccion siguiente, ésto siempre va a
ocurrir cuando una funcion no es derivable en un punto zo : vamos a poder obtener

"otro desarrollo" en serie, aunque el mismo tendra potencias positivas y negativas
de (z — zy).

Example Idem para

_ 1+2z
fle) = z3 +2°

Series de Laurent.

Si una funcion no es analitica en un punto zo, no podemos aplicar el teorema de Taylor en
dicho punto. No obstante, si que va a ser posible hallar una representacion en serie para f{(z),
aunque este desarrollo contendra tanto potencias positivas como negativas de z — zg, como
hemos establecido en los tltimos dos ejemplos anteriores. A una serie de esta forma se le llamara
serie de Laurent y el resultado fundamental que nos indica cuando es posible realizar este nuevo
desarrollo es el siguiente:

Theorem (Teorema de Laurent) Sean vy, una circunferencia de centro zo y radio ro, v1
una circunferencia de centro zg y radio ry (con ry < r1) y z) una funcion analitica
en los puntos de v, de y1 y de la region comprendida entre ellas. Entonces, en cada
punto z, con ry < |z —zo| < ri, de la corona comprendida entre ellas, f admite el
siguiente desarrollo (que se conoce como desarrollo de Laurent de f(z) en el punto
z = zg)

f(z)—Zan(z z0)" +Z(z 20"

donde los respectivos coeﬁcientes vienen dados por
1 .[ D oy, = L .[ f2)
27i Jy, (2 —zo)™! " 2ni vo (z—z0)™!

v las circunferencias yo y v1 estan recorridas en sentido positivo.

a, =

Remark De este teorema podemos destacar las siguientes consecuencias:

* Si f es analitica en todo punto de v y en su interior salvo en z, el radio rg se
puede tomar arbitrariamente pequerio, y el desarrollo de Laurent serd valido para
0< |Z—Zo| <r.

* Si fes analitica en los puntos de vy, y en todo su interior, entonces b, = 0,
Vn =1,2,..., y la serie de Laurent se reduce a una serie de Taylor centrada en zy.

* Puesto que los dos integrandos f(z)(z —z0) ™" y fz)(z — z0)" " de a, y by son
analiticos en la corona rog < |z —zo| < r1 y en su frontera, se puede usar como
camino de integracion, en lugar de las circunferencias yo y y1, cualquier
circunferencia y de centro zo y radio r, con ro < r < r1. De esta forma, el
desarrollo de Laurent podra escribirse



flz) = Z cn(z—z0)"

N=—00

donde

:lf f2)

27[1 y (Z_Zo)n+1

conn € 7,y estando vy recorrida en sentido positivo.

Cn

* La parte Z;i_w cu(z —20)" se llama parte principal (o singular) de la serie de
Laurent y la parte Z;O:O cn(z —z0)" parte regular.

Remark En la practica, para hallar los coeficientes de los desarrollos anteriores (a,, by,
0 c,) se procurard evitar las formulas anteriores y, siempre que sea posible, se
recurrira a desarrollos conocidos, al igual que hemos realizado para el caso de las
series de Taylor.

Example Para obtener un desarrollo de Laurent para f(z) = e como potencias de z,
n
usaremos el desarrollo conocido & =" £ (vdlido si |z| < ®), de manera que
n=0 pl

sustituyendo en éste z por L, resultara

(1/Z) 1 .11 1
Z Zm—l+7+?+3!z3+...

n=0

siendo su region de convergencia la dada por |+ | < oo, es decir, 0 < |z| < .

Example La funcion f(z) = m tiene por puntos singulares zy = 1y z, = 2. Por

tanto la misma es analitica en los siguientes dominios: D (|z| < 1),
Dy : 1<zl <2yenDs : |z| > 2. En cada uno de estos dominios la funcion podra
desarrollarse como potencias de z.

Para poder determinar dichos desarrollos, previamente hemos de hacer la
descomposicion de la funcion en fracciones simples, es decir,

- _ 1 __1 __1
/) = z-1)(z-2) z—1 z-=-2
De esta forma, tendremos:
*En D : |z| < 1, hacemos

| 1 _ 1 1 1
ﬂz)_z—l_Z—Z__l—Z+71—z/2__ZZ+ Z< )

n=0

donde la primera de las series es convergente si |z| < 1y la segunda si |7 | <1, es
decir, ambas los son si |z| < 2. Por lo tanto, el desarrollo para la funcion f serd
valido si |z| < 1. Entonces podemos poner

1) = ‘Z * g 2(7) - Z( ) AN CIE RS

Notemos que, en esta region, se obtiene para f(z) un desarrollo de McLaurin, puesto
que en D la funcion no tiene ninguna singularidad.




* En D, (1 < [z| < 2): En esta region es valido el desarrollo anterior realizado
para — (puesto que el mismo es valido si |z| < 2), pero no es valido el desarrollo
am‘erlor hecho para — z—1 (el mismo es convergente en |z| < 1). Por ello, haremos lo

EONCOHRSSICH]

donde ahora el primer sumando es convergente si | 1| < 1 (es decir, si |z| > 1), y el
segundo si |§| < 1 (es decir, si |z| < 2). Por tanto, tendremos que

f(Z)=Z n+1+—2( ) (si1 <z < 2)

n=0

1 1 _1_1 1_1
M= a2~z 21—z

Notemos que ahora el desarrollo tiene tanto parte regular (potencias positivas de z)
como parte singular (potencias negativas). Esto se debe a que cualquier
circunferencia que consideremos en D; incluye al punto singular z; = 1.

*En Ds (|z| > 2): En esta region es valido el desarrollo anterior realizado para

7 (puesto que el mismo es valido si |z| > 1), pero no es valido el desarrollo

anterior de W (el mismo es convergente en | > | < 1, es decir si|z| < 2). Por ello,

mantendremos el primero de los sumandos anteriores, pero cambiamos el segundo

ﬂz)zzll_izél—ll/z_% Z( >__Z< )

- n=0

siendo la region de convergencia la dada por la interseccion de las regiones de
convergencia de cada uno de los sumandos. Como el primer sumando es
convergente si |- | < 1 (es decir, si |z| > 1), y el segundo lo es si| 2| < 1 (es decir, si
lz| > 2), tendremos que ambos seran validos si |z| > 2, es decir

o0

f& =215 Gikl>2)

n=0

Notemos que ahora el desarrollo solo tiene parte principal (potencias negativas).
Esto se debe a que cualquier circunferencia que consideremos en D3 incluye tanto
al punto singular z; = 1 como a z, = 2.

Ceros de las funciones analiticas.

Finalizaremos este tema con un apartado dedicado al estudio de los ceros de las funciones
analiticas:

Definition Se dice que z es un cero de orden n de una funcion analitica f(z) si se verifican

fz0) = f'(z0) = f"(z0) =..= f"V(z0) = 0y f™(z0) # 0

Cuando n = 1 se dice que z( es un cero simple.

Example Hallar los ceros de la funcion f(z) = 1 — e* y determinar sus ordenes.

Como resultados fundamentales, destacaremos:



Proposition Un punto zy es un cero de orden n de una funcion analitica en dicho punto f, si y
s6lo si en un cierto entorno de zg se verifica f(z) = (z — z0)"g(z), donde g(z) es
analitica en zy y g(zo) # 0.

Example Hallar el orden del cero zo = 0 para las funciones

sini(z) , siz=0 —Z—Szirxl(z) , siz=0
a) g(z) = . b)h(z) =
0, siz=10 0, siz=0

Proposition (Principio de los ceros aislados) Sea f una funcion analitica no constante en un
entorno de zo, que es un cero de f. Entonces, existe un entorno de zo en el que no
hay ceros de f; es decir, los ceros de una funcion analitica no nula siempre son
ceros aislados.

La transformada Z.

La transformada Z nos da un procedimiento matematico que consiste en obtener una funcion
analitica a partir de una sucesion de numeros (que pueden ser complejos). Esta herramienta se
obtiene a partir de los desarrollos de Laurent y se usa cominmente en el analisis de muestras de
datos. Ademas, y como vamos a ver, la importancia de la misma radica en que nos permite
resolver Ecuaciones en diferencias finitas (una ecuacion en diferencias finitas es una expresion
matematica que relaciona distintas sucesiones, una de ellas desconocida y que se pretende
determinar).

Por ejemplo, supongamos que los valores que toma una sefial eléctrica que varia en el tiempo
se registran a intervalos regulares. Estos valores (o muestras) forman una sucesion de niumeros, la
cual podemos introducir en un ordenador que la altera de diversas maneras. Este procedimiento
se conoce como procesamiento de seniales, y es ampliamente utilizado en sistemas de radar y de
telecomunicaciones.

El resultado que nos da el ordenador es la solucion de una ecuacion en diferencias en la que
intervienen, como bien su nombre indica, las diferencias de los valores de la muestra. La
transformada Z nos facilitara la resolucion de este tipo de ecuaciones.

Las ecuaciones en diferencias también nos las podemos encontrar en otras disciplinas como
en economia, crecimiento de poblaciones, biologia, etc, por lo que la transformada Z también se
utiliza en estos dmbitos.

Por todo ésto, en esta ultima seccion del presente tema estableceremos la definicion y
principales propiedades de esta transformada y veremos como podemos utilizarla para resolver
determinadas ecuaciones en diferencias.

Definition Dada una sucesion de niimeros complejos (an) -, se define la transformada Z
de esta sucesion como la serie de Laurent dada por

Zla,](z) = Z ch},; = ao+2%

Remark Notemos como la transformada Z es una serie de Laurent con parte regular agy y
con parte principal 2:3:1 :—Z siendo por tanto convergente en el disco



D = {z € C: |z| > r}, donde r es el radio de convergencia de la serie de potencias
o0

n
g GnZ".

Example Si queremos determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones:
(an):(lsososos"'); (bn) = (19171717); (C”) = (2”)

tendremos que

Zla,)(2) = ao+ Y & = 1+ZZ% =1
n=1 n=1
por lo que Z[a,](z) = 1, Vz € C.

De igual manera

P

Z[b,)z) = bo+ Y,

n=1 n=1 n=0

donde hemos empleado la suma de los términos de una serie geométrica; ademas,

esta serie serd convergente si |- | < 1, es decir, si |z| > 1. Asi, Z[b,](z) =
lz| > 1.

R

z—1

S
= i

Por ultimo

Z[eal@) = bo+ Y
n=1

by
Zﬂ

-1 X =2(2) -l -

que es convergente si |z| > 2.

Propiedades basicas.

Proposition Sean (a,) y (b,) dos sucesiones de numeros complejos y sean a, p € R.
Entonces:

a) (Linealidad) Se verifica
Zlaa, + Bb,](z) = aZ[a,](z) + BZ[b,](2)
para todo z en el dominio de definicion de Z[a,|(z) y Z[b,](2).
b) (Traslacion - Avance) Se cumple que

Zlaw](z) = zZ[a,](z) — zay
En general, si ko € N se tiene que

ko—1
Zan)@) = 2 Z[an)(@) = Y anz™
n=0

¢) (Traslacion - Retroceso) Se cumple que
Zlan1](z) = z7' Z[an](z)
En general, si ko € N se tiene que

Zlan-k,](z) = Z_koz[an](z)



d) Siow € C— {0}, se verifica
Zlw"an)(z) = Z[an](&)

e) Se verifica que

Znan)(e) = = 222]E

En general, si m € N se tiene
Zn"a, ) = =L ]"(Ela)@)

donde —z% denota la operacion derivada y después se multiplica por —z.

Example Para determinar la transformada Z de la sucesion (a,) = (2"), ademds de
como hemos realizado en el ultimo ejemplo, podiamos haber aplicado el apartado
(d) de la anterior proposicion, obteniendo

220 = 221060 = 200(5) - 257 - o5

donde hemos utilizado que, como hemos establecido en el ejemplo anterior,

Z[1¢) = 5

Example Si queremos determinar la transformada Z de la sucesion
(an) = (n) = (1,2,3,...), aplicamos la primera de las expresiones obtenidas en el
apartado (e) de la proposicion anterior, de manera que

Znl(z) = Z[n - 1](z) = = dz[jj(z) - (z—l )

mientras que si pretendemos calcular la de la sucesion
(an) = (n*) = (1,22,3%,42,...), y aplicando la expresion mds general del apartado
(e) anterior, tendremos

Z[n*](z) = Z[n% - 1](2) = [—z—} (Z[11(z)) = [—ZE} (Z_1>

)4 |

(z— l)

La transformada Z inversa.

Ahora nos planteamos el problema de obtener una sucesion (a,) a partir del conocimiento de
su transformada Z[a, ](z). Para ello establecemos la siguiente equivalencia (denotamos ahora
por X(z) a la transformada):

Zla,](z) = X(z) = a, = Z7'[X(2)]

Al operador Z7! le llamaremos operador transformacion inversa Z y a la sucesion (a,), la
transformada Z inversa de la funcion X(z).

Puesto que la transformada Z de una sucesion es una serie de Laurent centrada en cero, para



calcular la transformada Z inversa de una funcion bastara con calcular el desarrollo en serie de
Laurent, centrada en cero, de dicha funciéon en el discoD = {z € C : |z| > r}.

Example Para determinar la transformada Z inversa de la funcion X(z) =
desarrollamos ésta en serie de Laurent en la forma

zll :;l—l/z_ 12( ) Z< >m

n=0 n=0

1
z—1

an

, tendremos

si|z| > 1. Entonces, si comparamos esta expresion con ao + Zn=
que la sucesion que buscamos viene dada por

2 =(0,1,1,1,...)

es decir

z—l[ﬁ} = (0,1,1,1,...)

Example Si queremos hacer lo mismo para X(z) =

Zf2:1—2/z Z< ) _1+_+2_+

n=0

—, puesto que

tendremos que, si |z| > 2, entonces

z [Z > } —a, = (0,2,22,23,...) = (2")

Example Si necesitamos determinar transformadas Z inversas de funciones racionales, el
procedimiento consiste en descomponer en fracciones simples dicha funcion, y
calcular la transformada inversa de cada una de ellas. Por ejemplo para

X@) = ey

Aplicaciodn a la resolucion de ecuaciones en diferencias.
Supongamos que pretendemos resolver la ecuacion en diferencias dada por

Vn+2 + Vn+l _2yn =1
Yo = 07y1 =1

es decir, supongamos que pretendemos hallar una sucesion numérica (y,) cuyos términos
verifiquen la anterior relacion.

Si aplicamos la transformada Z 'y usamos sus propiedades, tendremos
ZD/11+2 + Vo+l — Zyn](Z) = Z[l](Z)

Pero el primer miembro de esta igualdad puede ponerse como
Zlyn2]@) + Z[ynnl(@) = 22[yal(2) = 22Z[yal(2) — 2+ 22[ya](2) = 2Z[yal(2) =
= (2 +z-2)Z[yal(z) -z
mientras que, para el segundo se verifica que



2[1)¢:) = =

1
Asi,
(22 +z2-2)Z[ya)(z) -z = zf 1
es decir
- 2 _ z?
Zlynl(z) = z-1D(E*+z-2) (z-1)*(z+2)

que si la expresamos en fracciones simples,

_ 1 3 4
Zlyn](2) __(2_1)2 Cz—1 * z+2

por lo que la solucion y, de la ecuacion inicial vendra dada por la transformada Z inversa de esta
suma de fracciones

_ =] 1 3 4 _
yn =2 |: (z—1)2 z—l+z+2:|

_ _z1 1 - N - 1

-2 |:(Z_1)2 :| 32 |: -1 ]+4Z I:z+2i|
y para obtenerla, tendremos que considerar los desarrollos de Laurent de cada una de estas
fracciones:

Tenemos que

1L 11 1Ny (2) s ()
z+2 Z 1+2/Z_ZnZ=(;( D <Z> _n=0 zm
si |z| > 2, mientras que
1 1 1 _1N/1lY_% 1
z—1  Z1-1/z Z§<Z> ;ZWFI

si|z| > 1, y, por tltimo,

L - 1 ). N d( L) _N nsl
(2_1)2_ dt(z—l (ZOZnH)__ZE(ZnH)_ZnZIrz

si fz] > 1.

Por todo lo anterior, si |z| > 2, entonces

G Cra ey e = b

o0

o0 _2 n
== n:ﬁl _32 n+l Z ( 113 =

n=0 n=0 n=0

o0

_ 1 4, N 4D L
- nzn+2 ( +Z n+2> (7+Z Sl B

porloquesin > 2,



Yn=-n—4+4(-2)"

Observamos que si comparamos este tltimo desarrollo con la expresion general de la
transformada Z, yo + > . 2+, efectivamente se verifica que yo = 0,y = 1, como bien nos
> Yo nel 272 que Yo » V1 5

daban al principio.

Example Resolver
Yny2 — 2yn+1 + 2yn =1
Yo=y1=90

Ejercicios resueltos.

Nota: En alguno de los ejercicios siguientes, que todos son de examenes propuestos en la
asignatura, se hace referencia al concepto de singularidad, a la clasificacion de las mismas y al
calculo del residuo. Como veremos, estos conceptos esta intimamente relacionados con las series
de Laurent, aunque los mismos no seran estudiados hasta el proximo tema. Por ello, cabe la
posibilidad de que alguno de los apartados de los ejercicios siguientes no se comprendan del todo
hasta estudiar el préximo tema.

1. (Febrero 2012) Dada la funcion
1
z2(z2 +2z+5)

l.a  Encuentrar y clasificar sus singularidades.
1.b  Escribir la serie de Laurent de g alrededor de zo = 0. ;Cudl es el disco de

g(z) =

convergencia?
Solucion:
(1.a) Las singularidades de g son los ceros del denominador (por lo tanto seran polos, ya que
el numerador no se anula), que son z; = 0 (polo doble) y z23 = —1 £ 2i (polos simples).

(1.b) Descompondremos g en fracciones simples como sigue

1 :L( 4 . __ B )
ZZ(ZZ+2Z+5) 2 \Nz+1-2i z+1+2i

g(z) =

y operando se llega a que 4 = - y B = 5+, por lo que

1 1
1 40 40
z) = = - — -
gc) 22(z+1—2z z+1+2z>
Como queremos expresar g(z) en potencias de z, sdlo tendremos que expresar en dichos

términos cada una de las dos fracciones elementales anteriores, para lo que usaremos desarrollos
conocidos (en este caso, usaremos el desarrollo de t = Z:;O (=1)"z", que es convergente si

2| < 1):

1 1 1 x
W _ 1 _ % 1y —zY"
z+1—2i_1—2i1+ﬁ_1—21';0(1)(1—21')

—<-| <1, esdecirsi |z| < |1 - 2i| = J/5, mientras que

que sera convergente si |



1 1 1 o

4 _ 4 1 _ 4 IRy, z "
z+1+2i 142 1+ = _1+2i20( 1)<1+2i>

1420 n=

que serd convergente si |5~ | < 1, es decir si [z < |1 +2i] = /5.
Asi

1 © 1 i
_ 1 _a " "4 n !
g(z)—z—z(lfz,- 2 (155) - T ;H) (+537) )

n=0

que sera convergente si 0 < |z| < /5.

2. (Junio 2012) Calcula la serie de Laurent de la funcion

__z+1
/&) z(z—1)
alrededor de los puntos zo = 0, i, 1 + i. Indica que clase de singularidad se tiene en cada

punto.

Solucién: Antes que nada, ya podemos afirmar que los puntos zop = 0, z; = 7, son polos
simples (ya que son ceros simples del denominador y el numerador no se anula en ellos),
mientras que el punto z; = 1 + i sera una singularidad evitable (puesto que la funcion es
derivable en dicho punto). Esto también se observa si obtenemos los correspondientes desarrollos
de Laurent (puesto que en el correspondiente desarrollo como potencias de z aparecera un unico
término con -+ y todos los demds términos seran de la forma z” (con n > 0); en el desarrollo
como potencias de z — i aparecera un unico término con ﬁ y todos los demas términos seran de
la forma (z —i)" (con n > 0); y en el desarrollo como potencias de z — (1 + 7)) todos los términos
seran de la forma (z — (1 +17)))"” (con n > 0)): Como se verifica

f(Z) _ _zZ+ 1 _ A4 + B _

_z+1 _ _D -1 4 1-1
z(z—1) z z—1 0z z—1

*Enzy = 0 : Como queremos expresar cada fraccion en potencias de z, solo tendremos que
expresar en dichos términos cada una de las dos fracciones elementales anteriores. La primera ya
lo esta, por lo que para expresar la segunda usaremos desarrollos conocidos (en este caso,
usaremos el desarrollo de -~ = Z::o z", que es convergente si |z| < 1):

=i il _ 1=l _ -l 1 _ il % n
z—z%_liTz_Tll—§ -5 1-= -5 ;(?)

que sera convergente si |§ | < 1, esdecirsi |z| < [i| = 1. Asi el desarrollo de Laurent en torno a
este punto seré

_ i, i-1 z\"
fo = £+ 5L 30(%)
n=0
(de nuevo se observa que zop = 0 es un polo simple, ya que solamente aparece un término con z
dividiendo, y éste es de grado 1).

*Enz; =i : Como queremos expresar cada fraccion en potencias de z — i, s6lo tendremos
que expresar en dichos términos cada una de las dos fracciones elementales anteriores. La
segunda ya lo esta, por lo que para expresar la primera volveremos a usar desarrollos conocidos
(en este caso, usaremos el desarrollo de t = Z::o(_l )"z", que es convergente si |z| < 1):



o i
T TR E T T = -3 (5

n=0
que sera convergente si | | < 1, esdecirsi |z —i| < |i] = 1 (es decir, alrededor de la
circunferencia de centro i y radio 1). Asi el desarrollo de Laurent en torno a este punto sera

- b - ()

(de nuevo se observa que z; = i es un polo simple, ya que solamente aparece un término con z — i
dividiendo, y éste es de grado 1).

* Enzy = 1 +i: Pretendemos expresar las fracciones como potencias de z — (1 + i)). Para
ello, y por un razonamiento similar a los anteriores, pondremos

i _ i _ 1l+z _ n(z=1-1
Zooz=l-i+ (4 EH4g 1+IZ( b I+i )

que sera convergente si |ZI_}:| <1, esdecirsi|z—1—-i| < |l +i] = /2 (es decir, alrededor de
la circunferencia de centro 1 + i y radio 42 ), mientras que

1_. — 1_' — : n =\ 1
Ey Sy g Py ‘(1_’);;(_1) e-1-1)

que sera convergente si [z — 1 —i| < 1, es decir, alrededor de la circunferencia de centro 1 +iy
radio 1). Por tanto

fo) =L+ L=t = Z( D (L) - ey
n=0

z—1 1+l

y que serd convergente alrededor de la circunferencia de centro 1 + i y radio 1.(De nuevo se
observa que z; = 1 + i no es singularidad, ya que en su desarrollo como potenciasdez— 1 — i
todos los términos aparecen multiplicando).

NOTA: También, y puesto que f'es derivable en dicho punto, podriamos aplicar el desarrollo
de Taylor de f(z) en el punto z, = 1 + i, por lo que tendriamos que calcular las derivadas
sucesivas de /'y aplicariamos

&) =ft+i) + 3D 1y
n=1

3. (Junio 2013) Dada la funcion
2
fx + yi) = ysin(x) + yTi

y el numero complejo zo = 2 + i, indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Justifica adecuadamente la respuesta:

3.a La funcion f es derivable en zy.

3.b  Existe una sucesion de numeros complejos (a,) de forma que

flz) = é +Zan(z—zo)", lz—zo| < 1
n=1

Solucién: Para ver si f'es derivable en zo tenemos que ver si se verifican en dicho punto las



ecuaciones de Cauchy Riemann, es decir, comprobar si en zg se verifican que % = g—; y
Ou

— ov : _ : . _ » o
= —2-, siendo u(x,y) = ysin(x); v(x,y) = 5 :

oy
ou _ ou _1- ov _ ov _
ox ycos(x) = o 2r, 1) =1; oy y = oy 2r,1) =1
ou _ ou —0- _0ov _ _ov _
oy sin(x) = oy 2r,1) = 0; o 0> o 2r,1) =0

Por tanto, la funcioén si es derivable en dicho punto.

(3.b) Lo que nos quiere decir el enunciado de (3.b) es que veamos si f'admite un desarrollo en
serie de Taylor en el punto z( y si su valor en dicho punto es el dado por é Ya hemos visto
(apartado 3.a) que efectivamente f'es analitica en el punto zo; calculemos entonces f{zo) :

2 .
fz0) = fQRr +i) = fQ2r,1) = 1 -sin(27) + 171'=é

Por tanto, el enunciado es Verdadero.

4. (Junio 2013) Sea la funcion
z
z2+1
Calcular su desarrollo alrededor del punto z = 0 ;Cual es el radio de convergencia de dicha
serie? ;jTiene alguna singularidad aislada? ;De qué tipo?

g2 =

Solucion: Se verifica

__z  _ 1 _ 2, 4 _ 64,8 —
g(z) = ] T =z(1-z:+z"-2z°+z°-...) =

o0
=z-22+2-7+..= E (1) g2
n=1
(puesto que la fraccion 1+1 - corresponde a la suma de los infinitos términos de la serie
4

geométrica que aparece desarrollada en el paréntesis).

Ademas, sabemos que esta serie geométrica es convergente siempre que su razoén sea menor
que la unidad, por lo que ésta serd convergente si |-z*| < 1, lo que equivale a que |z| < 1.

La serie tiene por singularidades aisladas las raices del denominador, es decir z = +i. Estas
singularidades son polos simples, ya que son ceros simples del denominador (y el numerador no
se anula en ellas).

5. (Septiembre 2013) Sea la funcion
g(@)

_ z
@ +i)iz+1)

Calcular su desarrollo en serie de potencias alrededor del punto z = 0 ;Cual es el radio de
convergencia de dicha serie? ;jTiene alguna singularidad? En caso afirmativo, ;jde qué tipo?
;Qué vale el residuo?

Solucién: Podemos descomponer en fracciones simples en la forma
z __4 Bz+C
2, - oo
@ +i)z+1) z+1 z2+i

y operando se llegaad = =, B = -, C = <, por lo que

g(z) =



_ =1 1 1 [ 1
g(z)—1 - + -z + )

+iz+1 1+1 1+i/ 2244
y solo tenemos que desarrollar las fracciones —— y —— como potencias de z.
z+l 224

Puesto que se verifica

1
z+1

serie que es convergente siempre que |z| < 1, y ademas

2t 10 (F) (@) () )
(+)

sustituir estos dos desarrollos en la expresion de g como suma de fracciones simples para obtener
el resultado pedido. Notemos que el radio de convergencia es 1.

=1-z4+22-23+. ..

siendo esta ultima serie convergente cuando

< 1, es decir si |z| < 1. Solo hemos de

Ademas, y como sabemos desde el principio, la funcidn tiene por puntos singulares aislados
las raices del denominador, es decir z = £ /—i yz = —1. Estas singularidades son polos simples,
ya que son ceros simples del denominador (y el numerador no se anula en ellas).

Por ultimo, para calcular el residuo de la funcion en 0 (o en cualquiera otra de las
singularidades), solo hemos de aplicar que

Resfl0) = 5((%)> =0

6. (Febrero 2014) Determinar la serie de Laurent de cada una de las funciones en los anillos
que se indican. Indicar en cada una de ellas su parte regular y su parte singular:
6.a flz) =¢° Jre”z2 enlz| > 0.
6.b g(z) = gy +R) en0 < |z| < R.

Solucion:
(6.a) Sabemos que

2 3
e’ —1+z+7+3—

o0 Zn

= ZF paratodoz € C
n=0 ’

Por tanto, también sera

2 2 .
el = =14+272+

212 —
G

3 para todoze C,z+0

'MS

De esta forma

flz) = e + el = Z = Z (Z_z)

n=0

= z- Lz 1 1 1
= <2++z+ or t 3' +.. >+<Zz + 21 + 3156 +>

siendo el primer paréntesis la parte regular y el segundo la parte singular (principal).




(6.b) En este caso vamos a descomponer en fracciones simples, puesto que se trata de
expresar el cociente de polinomios en términos de z (en el anillo que nos dan). Se verifica

1 A B 1R —l/R_(
R

z2(z+R) ¢  z+R T Z TZTR z+R>

El primer sumando del paréntesis, ya esta expresado en términos de z (y tiene sentido
siempre que z # 0) mientras que el segundo podemos ponerlo como

AR FTioR - %(1_%%%)2_(%)3*”)

(nos basamos en que L =1-z+z*-23+..., siendo vélido este desarrollo siempre que
lz| < 1), yeste desarrollo sera valido siempre que |% | < 1, es decir, siempre que |z| < R.

Por lo tanto

glz) =
ka0 MCONICORDIE
-3 -E(-5E)-(5) )

siendo en este caso el primer paréntesis la parte principal (singular) y el segundo la parte regular.
Ademas este desarrollo es valido en la regién 0 < |z| < R.

|
N
ey
N
+ —
]
N
|
|~
~~
N
|
N
+ |-
]
—
Il

7. (Junio 2014) Determinar la serie de Laurent de la funcion

fle) = ——3

23 4+522 7243

enelanillo0 < |z-2| < 1.

Solucion: Se trata de expresar este cociente como potencias (positivas y/o negativas) de
(z-2).

Si descomponemos en fracciones simples

/&) 234522 -7z+3 23 —5z224+72-3
_ _A B c _ __2 n 4 4 =2
z=1  (z-1* z-3 7 z-1 (z-1)? z-3

y entonces hemos de expresar cada una de estas fracciones como potencias de (z — 2) :

Se tiene que

2 2
z-1  (z-2)+1 1+(z 2) ;( )'E=2)"
y este desarrollo es valido siempre que |z — 2| < 1, cosa que ocurre en la region que estamos

considerando (donde recordamos que nos hemos basado en el conocido desarrollo:

= =2 (=1)"z", siempre que [z| < 1).

De igual forma



4 _ad( -1\ _ .
1) 4 (z 1 ) por el desarrollo anterior

- —4% (;(—1)"(2— 2)”) =4 g(—l)"d%(z— 2)" =

=4 (-1)"n(z-2)""
n=0

que también es valido en la region considerada (al ser la derivada de un desarrollo valido en esa
region).

Por ultimo

R R WS < PR
-3 Gz-2)-1 1-(z-2) _2;:(;(2 2)

y este desarrollo es valido siempre que |z — 2| < 1, cosa que ocurre en la region que estamos
considerando (donde recordamos que hemos utilizando el desarrollo dado por
= =2 " (=1)"z", siempre que |z| < 1).

1—z

Si entonces sumamos todos los desarrollos, tendremos
@) =2 (-1)"E@-2)"=4> (-1)'n(z-2)""+2D (z-2)"
n=0 n=0 n=0

Notemos que no aparece ninguna potencia de (z — 2) negativa, lo que es debido a que la
funcidn f(z) no tiene a zo = 2 como punto singular; es decir, su desarrollo de Laurent como
potencias de (z — 2) coincidira con su desarrollo de Taylor en el punto zo = 2. Por lo tanto, otra
forma de haber calculado dicho desarrollo seria utilizar la formula de Taylor para la funcion f{z)
en el punto zp = 2 (aunque, en este caso, tendriamos el inconveniente de tener que calcular la
derivada n — sima del cociente dado por f(z) o de cada una de sus fracciones simples en que se ha
descompuesto).

8. (Febrero 2015) Determinar todas las series de Laurent centradas en zo = 0 para la funcion

estableciendo el dominio de validez de cada uno de los desarrollos obtenidos. Indicar en
cada uno de ellos la parte regular y la parte principal.

Solucién: La funcidon tiene por puntos singulares {2,—1}, por lo que consideraremos las 3
regiones siguientes:

Dy :lz| < 1; Dy 1<zl <2 D3 :|z| > 2
y para cada una de ellas tendremos en cuenta que
z) = 3 __4 B _ _ _-1 1

z2—7z-2 z+1 z=2 z+1+z—2

(a) En D, : Utilizando desarrollos conocidos, tenemos que
-1 _ 1 _ __ 2_ .3
P P 1-z+z—2z"+...)
desarrollo que es valido si |z| < 1 (y por tanto valido en D), mientras que para la segunda

fraccion podemos poner




b (0 50 () () )
(

desarrollo que es valido si | = | < 1 (y por tanto también valido en D).

Por tanto, en D, se tendra

flz)=-(-z+2z>-73 +...)—%(1 +%+ <%>2+ (%>3+)

constituyendo todo este desarrollo la parte regular y no existiendo parte principal.

(b) En D, : Sigue siendo valido el desarrollo
L o_ 1 1 _ A,z (z2Y,(2Y )
-2 21-% _ 2(1+2+(2> +(5) +-

(ya que éste lo es siempre que | < | < 1), pero no lo es el de la 1* fraccion (puesto que éste es
valido si |z| < 1). Por ello, haremos

Sretrr -3

desarrollo que es valido si | 1| < 1, es decir si |z| > 1 (y por tanto vélido en D).

Por tanto, en esta region se tendra

e =-+(1-1+ (1) -(3) '+ )-3(+5+(5)+(3) )

constituyendo el primer paréntesis la parte principal y el segundo la parte regular.

(c) En D3 : Sigue siendo valido el desarrollo
-1 __1_1 __1 1 1)? 13
St =@ -3 )
(ya que éste lo es siempre que |[L| < 1, es decir si |z| > 1), pero no lo es el de j (puesto que
¢éste es valido si |z| < 2). Por ello, haremos

Erhl Sreb kG MONORY

desarrollo que es valido si | 2| < 1, es decir si |z] > 2 (y por tanto vélido en D). Por tanto, en
esta region se tendra

o =-t(-t+(5) -(3) = )+ (-2 (D) - (3) =)

constituyendo todo el desarrollo la parte principal (o singular) y no existiendo parte regular.

9. (Septiembre 2015) Hallar la serie de Laurent alrededor de las singularidades indicadas
para cada una de las siguientes funciones. Clasificar la singularidad en cada caso y dar la
region de convergencia de cada serie:

(9.a) ﬁ enzy =1 (9.b) (z—3)sinzi2 enzy= -2 (9.¢c) £ Zsmz enzg=0
-

Solucion:

(9.a) Podemos asegurar que el punto zp = 1 es un polo triple (anula 3 veces al denominador,
mientras que no anula al numerador). Para calcular su desarrollo como potencias de (z — 1)
hacemos lo siguiente (para basarnos en desarrollos conocidos):



e 1 2% _ 1 2112 _ e 2-1) _
C-1)° -1 @1 -1
2 Qez-1)*  @c-1)’

—(z—l) |:1+2(z 1)+ o + 3 +J

Nota: en este caso hemos usado el conocido desarrollo
2 3
e =1+z+ 7 + ? +..
que sabemos que es convergente en todo C; y hemos sustituido z por 2(z — 1). Aqui también se
observa que zop = 1 es un polo triple, puesto que la mayor potencia de (z — 1) que aparece
dividiendo es un 3. Ademas este desarrollo es valido en todo C — {1} (por serlo el de e* en todo

C y el denominador solo anularse en zg = 1).

(9.b) Se trata de expresar la funcion (z — 3) sin ﬁ como potencias de (z + 2). Para ello
hacemos lo siguiente

Nl Cfyen_ Ll _ SN B DS |
(z 3)st+2 (z+2 5)st+2 (z+2)stJr2 SSan+2
y ahora usamos el conocido desarrollo
o
San—Z—?-f-?—?-f-
cuyo radio de convergencia es |z| < oo. Cambiando entonces z por — —L- | se tendra
1 _ 1 _
(z+2)sin p— 5s1nz+2
13 1 \5
:(Z+2) 1 <z+2> <z+2 -5 1 _ <Z+2> + <Z+2> _ —
z+2 3! z+2 3! 5!
—1_-_5 _ 1 n 5 " 1

z+2  31(z+2)*  3lz+2)°  Slez+2)*

Notemos entonces que zo = —2 es una singularidad esencial (hay o términos en los que
(z + 2) aparece dividiendo), mientras que la region de convergencia de esta serie estd dada por
aquellos valores de z para los que | | < oo, es decir [z + 2| > 0.

(9.¢) En este ultimo caso hay que expresarlo todo como potencias de z, lo que es inmediato
sin mas que hacer

—3 _2__35an _2__3 __'+_!__'+___
1 Z 24

por lo que zp = 0 es una singularidad evitable y la region de convergencia de serd 0 < |z| < oo.

10. (Febrero 2016) Determinar el desarrollo de Laurent alrededor del punto zo = 1 para la
funcion

2
flz) = e+ —=— -1

estableciendo el dominio de validez de dicho desarrollo; clasificar el tipo de singularidad
existente en dicho punto y calcular su residuo.

Solucién: Se trata de expresar esta funcion como potencias de z — 1. Para ello:



2% e, 20 1 _ oy 2i 1
L D T TS T 20 B sy w oy

y usando los conocidos desarrollos

2 3 4

z — Z- 4z, Z
e—l+z+2!+3!+4!+

cuyo disco de convergencia es |z| < ©, y

1 _ l—z+z2-23+24— ..
1+z

cuyo disco de convergencia es |z| < 1, tendremos que

-1, -1,

el=1+E-1)+

2! 3!
con region de convergencia |z — 1| < oo, es decir, todo el plano complejo C, mientras que
1 - D+GE-1D) G- +G-1) ..

I+(=z-1)
con region de convergencia |z — 1| < 1, es decir, el circulo centrado en zo = 1 y de radio 1.

Por tanto tendremos

— pz-1 2i 1 —
Sz) =€ €t 7 I1+(z-1)

:e(1+(z—1)+ (2_2!1)2 + (2_3!1)3 +...)+

+%<1—(z—1)+(z—1)2—(z—1)3 +..)

en la region interseccion de ambas regiones de convergencia, es decir, en |z — 1| < 1.

Analizando este resultado se observa que en el punto zo = 1 es un polo simple, ya que el
término de mayor grado donde aparece z — 1 dividiendo es =--, siendo ademas Resf(1) = 2i, ya
que es el coeficiente del término ;

_19

NOTA: Que zp = 1 es un polo simple también se deduce sin mas que mirar el enunciado, ya
que zo = 1 es un cero simple del denominador, y el numerador no se anula en dicho punto.
Ademas, el valor de su residuo también se puede calcular aplicando

Resf(l)—hm(z—l)(e + (2 1)> = 2i

Ejercicios propuestos.

1. Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series:

! o) n 0 (_l)n—lZZn—l
a) Zn 1 :Z z" b) anl ;;2" C) z:n:l W
(z=i)" o © .
d) Zn=1 23: 6) 2,,:1 eingn f) 2n=1 inzn
g) > (&) h) X" sin Lz N> (L+i)'z"

Solucion: (1a) e; (1b) 2; (1c) oo; (1d) 3; (1e) 1; (1) 1; (1g) oo; (1h) 1; (11) %



2. Desarrollar las siguientes funciones en serie de Taylor y hallar el radio de convergencia de
la serie obtenida:
a. f(z) = sin(2z + 1) seglin potencias de z + 1.
b. flz) = cosz segun potencias de z + -
flz) = 3Z+1 segun potencias de z + 2

d: flz) =

- segun potencias de z.
flz) = sm < seglin potencias de z.
Solucion: (2a) f{z) = —sinl +2(z+ 1)cos 1 + %(er 1)%sin1 — %(er 1) cosl—...y
R = .
(2b) flz) = [l+<z+ 4> <Z+%>2—L<Z+%>3+...]yR=oo
(2c)f(z)—— [1+ (z+2)+ F(z+2+ 5 @+2)°+. Jyr=2%

QI Az) =—iz+23+iz° —z7 - yR—l
(2e)f(z)—2<7+—+—+ )yR—oo

3. Hallar los ceros de las siguientes funciones y determinar sus ordenes:

a) z* + 422 b) Sinz c) z%sinz d) 1+ Chz

Solucion: (3a) z; = 0 de 2° orden; z, = 2i 'y zz = —2i ambos simples.
(3b)z, = mn (n = £1,%2,...) todos simples.
(3c)z=0de 3 orden; z, = 7n (n = £1,£2,...) todos simples.
(Bd)z, = @2n+ 1)zmi(n = 0,+1,£2,...) todos de 2° orden.

4. Determinar la region de convergencia de las siguientes series:
o0 eVl o0 2 n o0 n
a) Zn 1 (iz)" b) Zn:1(7) + ano (%)
n" 0 o 1 0
C) Zn 1 pazn Zn=0 n2" d) =t 2n=0 z"

Solucion: (4a) |z| > e; (4b) 2 < |z| < 4;(4c) 1 < |z| < 2;(4d) 0 < |z| < 1.

5. Desarrollar en serie de Laurent en un entornode z = 0 :

c) z* cos + d) —1;72

) sinz
2

Solucion: (5a) + — = +— —Z 4.
e T
(5C)Z4— = +L._;

4 elz?
4 L1z
(5d) 5 St ot

6. Desarrollar en serie de Laurent en un entorno de z = 0 la funcién

f(Z) _ 222+ 1

z¢+z—2



Solucion: En |z < 1 : flz) = —+ - 2z—- 122 - 1L
. _ 0 1 o0 n

Enl<|z]<2:fz) = anl =+ +Zn:0 ;M

Enlel >2:f) = 2 - L+ 2 - L+,

z z z

7. Desarrollar las siguientes funciones en serie de Laurent en la region considerada:

1 1
a) z—en0 <[z <1 b) —enl <fz] <o
2z+3 1
¢) 72— enl <[z <2 d) e end < z+2| <o

., ) 0 -1)" 0 -1t 0 -1)"
Solucién: (7a) + =327 (~1)"z"; (7b) 2o ) S5 (7o) 27| o— + 20 S5 (7d)
0 n4n71
2,,:] (Z+2)n+3

z+1

8. Representar f{z) = <5 por:
8.1 Suserie de McLaurin, describiendo la region de validez de tal representacion.
8.2 Su serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < .

Solucion: (8a) 1 =2 " z", enlz| < 1; (8b) 1 +23_ " -

n=1 z" "



