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Introduccioén.

En el campo de las ecuaciones diferenciales, una rama de gran utilidad es la resolucion de
sistemas de ecuaciones diferenciales.

Vamos a comenzar con un sencillo ejemplo, que nos servira de introduccion:

Example Consideremos el sistema formado por dos ecuaciones diferenciales con dos
variables dependientes u,v, y sea t la variable independiente (es decir,

u=u(t),v =v(t)):

Podemos observar que, en este sistema, cada ecuacion es totalmente independiente
de la otra. Por ello, pueden resolverse por separado, y sabemos que la solucion
viene dada por

u=cpe”, v = crel

Remark Es interesante considerar una notacion matricial para estudiar este tipo de
sistemas, ya que se va a simplificar sustancialmente la escritura, y encontraremos
una notacion similar al caso de una edo de Iler orden. Para ello, dada una matriz
diagonal (con posterioridad veremos qué ocurre si no es diagonal)

aill 0 0

0O 0 ... amwm



veremos mds adelante que se denotard por eM a la matriz dada por

e\n. . 0 ... O
0 @2 .0
eM = ¢
0 0 ... efm

Asi, en el ejemplo anterior podremos expresar el sistema en la forma

X =AX
donde
/
0
x=[" , A= “ y X= !
v 0 b v
Y de este modo la solucion podra expresarse en la forma
X = CelT
siendo
t c1 O
T= , C=
t 0

Sistemas de ecuaciones diferenciales. Definiciones.

Definition Llamaremos sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a una expresion de
la forma

4 ' ' Iy
Fl(xaylay17y2ay27~~~7ym,ym) =0

Fz(xaylay,lay%y,b'~~7ym,y;n) =0

L Fu(x,01,01552,05 s Yym¥m) = 0

donde y1,y2,...,ym Son funciones reales a determinar que dependen de la variable
x. Siempre consideraremos el caso en el que hay igual numero de ecuaciones que de
incognitas. En particular, estaremos interesados en aquellos sistemas que se pueden
expresar de la forma

e !
Y1 =YY, Vm)

y,Z :f2(x,y1,y2,---,ym)

L Y = (Y 1,Y25 03 Vm)



Ejemplos de estos sistemas serian:

Vi =xeyi+y3

Yy =X+y1+y

Vi =xey1+yi-ys
Yy =X+YI+yre s
V3 =Y1y2 s

En general, la resolucion de estos sistemas no es posible salvo en casos excepcionales. S6lo
para el caso de sistemas de edo lineales con coeficientes constantes, que veremos un poco mas
tarde, existen algoritmos que permitiran el calculo explicito de las soluciones. Sin embargo, es
relativamente sencillo saber cuando un sistema tiene solucion, o mas precisamente cuando un
problema de condiciones iniciales tiene solucion:

Definition Llamaremos problema de condiciones iniciales para un sistema de edo a toda
expresion de la forma

~
Y =A0GY1Y2, 5 Vm)

y/Z :fz(xay19y2>---aym)

Y = (XY 1,Y25 03 Vm)

L yi(xo) = y1,y2(x0) = y2,...ym(x0) = ym

siendo y1,V2,...,Vm numeros reales.

Por ejemplo,

VI =Xy +yi =3
Yy =X+Y1+Yaey;
Yy =Y1cYa ey
y1(0) = 2,y2(0) = 0,y3(0) =1

es un problema de condiciones iniciales, mientras que

VI=X Y +Yi-y3
Yy =X+y1+y2ys
Yy =Y1ey2 ey
y1(0) = 2,y2(1) = 0,y3(0) = 1

no seria un problema de condiciones iniciales, ya que no conocemos a todas las funciones
incdgnita en el mismo punto xo = 0.

Para el caso de problemas de condiciones iniciales, se tiene el siguiente resultado (analogo al
de edo de orden uno):

Theorem Dado el problema de condiciones iniciales



yll :fl(X,J’la)’L---,J’m)
y/2 :fz(x>y19y2>---aym)

Y = (XY 1,Y25 s Vm)

L vi(xo) = y1, y2(x0) = y2,.. ., Ym(X0) = Ym

donde (x0,V1,V2,...,¥m) € A, ¥ fi : A < R™! - R son funciones continuas en el

. r . 0 i . .
abierto A. Supongamos ademads que las funciones éTf- existen y son continuas en A.
J

Entonces existe una solucion del problema de condiciones iniciales anterior
vi: I - R 1 < i< m, definido en un intervalo abierto I de la recta real.

Este resultado es facil de aplicar. Por ejemplo, el problema anterior

VI =Xy +yi—y3
Yy =X+Y1+Yaey3
Yy =Y1cYa ey
y1(0) = 2,y2(0) = 0, y3(0) =1

tiene solucion Unica, aunque no tengamos ni idea de como calcularla. En la asignatura de
Métodos Numéricos (4° de Ing. Industrial) se vera como obtener soluciones aproximadas asi
como obtener informacidn parcial sobre el sistema incluso sin conocer las soluciones.

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Para este tipo de sistemas, y como hemos comentado anteriormente, vamos a poder encontrar
su solucion en algunos casos particulares.

Definition Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es toda expresion de la forma

Y) =an)y +an®)y: +...+a1,(x)y, + bi(x)
vy = an @)y + an(x)yr +...+a2 @)y, + ba(x)

Vo = an @)1 + an(xX)y2 +. ..+ @)y, + ba(x)

Si denotamos por

ann(x) aplx) ... an)
AGE) = ar(x) an(x) ... au(x)
an(x) anx) ... amk)

y por
b(x) = (bl(X),bz(X), cee ,bn(X))T, y= (Vla)’2, ce ayﬂ)T
el sistema anterior puede escribirse en la forma

Y = A®) -y +b(x)



Definition Un sistema se dird homogéneo si b(x) = (0,0,...,0), y en caso contrario se
dira no homogéneo.

Definition Un sistema se dird de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es
constante.

Example EI sistema

Vi =21 +y2+1—x?

yy=yi—y2+e?
es de coeficientes constantes, pero no es homogéneo (b(x) = (1,e™)), mientras que

el sistema

Vi =21+

Yy =yi—)2

es homogéneo de coeficientes constantes.

Antes de pasar al estudio de sistemas lineales de coeficientes constantes (para los que si
vamos a obtener su solucion), veamos algunos resultados generales sobre los sistemas lineales:

Theorem Dado el sistemay' = A(x) +y + b(x), donde A(x) y b(x) estdn definidas y son
continuas en un intervalo I = [xo — a,xo + a], se verifica que el problema de
condiciones iniciales

¥ = AQ) -y +b(x)

y(xo0) =y,

tiene solucion unica definida en I.

Nos centraremos ahora en el estudio de los sistemas homogéneos:
Theorem EI conjunto de soluciones del sistema homogéneo
Y =A@ -y
tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, es decir que cualquier
solucion y(x) del mismo es de la forma

y=crey, tc2ey, +...+Cn Yy,

donde cy,c2,...,cn € Rey,,y,,...,y, son soluciones linealmente independientes
del mismo.

Aunque el resultado anterior caracteriza las soluciones del sistema homogéneo, el calculo
explicito de las soluciones dista mucho de estar al alcance. Un primer avance en el calculo de las



soluciones lo proporciona el determinante wronskiano:
Definition Dadasy,,y,,...,y, : I € R - R" se define su determinante wronskiano como
la funcion real Wy,,y,,...,y,] : I = R definida para todo x € I como

Wy 1Yo Y, 1) =y, (0);y,(x);5...5y,()|

Este determinante resulta util a la hora de determinar si # soluciones del sistema homogéneo
son o no linealmente independientes:

Theorem Dadasy,,y,,...,y, : I = R - R" soluciones del sistema homogéneo
y' = A(x) -y, son equivalentes:

a)y,,Ys---,Y, son linealmente independientes.

b) Wy,,y,,--.,¥,](x) # 0 para todo x € I.
c) Existe xo € I tal que Wy,,y,,...,y,](x0) # 0.

La teoria general, en lo que a la estructura de las soluciones se refiere, quedara cerrada con la
siguiente caracterizacion de los sistemas no homogéneos:

Theorem EI conjunto de soluciones del sistema
Yy =A®X) -y +bx)
es de la forma
y=ciey tcaey,t ey, Yy,

donde cy,c2,...,cn € R y,,Y,,...,y, Son soluciones linealmente independientes del
problema homogéneo ey, es una solucion particular del problema no homogéneo.

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

Vamos a resolver sistemas de la forma
Yy =A-y+bx)
donde A es una matriz cuadrada de coeficientes constantes, b(x) = (b1(x),b2(x),...,b.(x))" es
un vector columna formado por funciones reales y continuas en un intervalo real / e
y = (1,¥2,...,ya)". Comenzaremos por la resolucién de sistemas homogéneos:
Sistemas homogéneos.

Vamos a introducir un método matricial para la resolucion de sistemas homogéneos con

coeficientes constantes, es decir, sistemas de la forma

Yy =A-y
Dicho método esta basado en el calculo de la exponencial de una matriz usando el teorema de

Cayle-Hamilton (ya estudiado en el tema de Diagonalizacion de Matrices). Si recordamos
brevemente lo que dice dicho teorema:

Theorem (Cayle-Hamilton) Sea A una matriz cuadrada y sea p(x) su polinomio
caracteristico. Entonces p(A) = 0.

Example Sea A la matriz dada por



1 2
3 4

A:

Su polinomio caracteristico es p(x) = |A —Al| = A2 — 51 = 2. Lo que viene a decir
el teorema anterior es que

p(A) = A2—5A-21=0

cosa que puede comprobarse sin dificultad.

Volvemos a retomar ahora el Ejemplo 1 con el que comenzdbamos este capitulo. Como
vimos en el mismo, va a jugar un papel fundamental la funcion exponencial. Pero para
generalizar al caso de matrices cuadradas no diagonales, vamos a hacer algunas consideraciones
sobre como se calcula la exponencial de una matriz:

La exponencial de una matriz.
Sabemos que la funcién exponencial viene definida por

Por ello, si A es una matriz cuadrada, vamos a definir la exponencial de la matriz 4 como

1 A2, 1 34 1 an
=I1+A+ o A+ A Z A

Hay casos en los que es muy sencillo calcular la exponenc1al de una matriz. Por ejemplo, si
tenemos una matriz diagonal D =diag(d,,d>,...,d,), se demuestra, sustituyendo en la expresion
anterior, que

e = diag(e’',e®,... ,e™)
Example Si
1
D=
-2
entonces
e 0
=1 0 ¢
0 e

Ademas, la exponencial de una matriz cumple las siguientes propiedades:

® Si A y B son matrices cuadradas que conmutan (es decir, que verifican A «+ B = B - A),
entonces

A+B _ LA, B

e e



® La solucién del sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes
Y =A-y
viene dada por

y(x) = C -e?

ya que se verifica quey' = < (C -e**) = A - C ™ = A - y(x).

En base a este tltimo resultado ya conocemos lo que tenemos que hacer para resolver el
sistema homogéneo, siendo la inica ’pega” el que no sabemos calcular la exponencial de una
matriz cuadrada cualquiera. Es decir, sabemos que la solucion del sistema

CO-(020)

viene dada por

1 1
X
=e
V2 Cc2
1 1
X
—1 . . ’
pero ;coémo calculamos e ? A continuacion vamos a ver un método basado en el

teorema de Cayle-Hamilton que permite hacer el calculo con cierta facilidad, aunque los calculos
sean laboriosos.

Calculo practico de la exponencial.
Para fijar ideas, supongamos que p(x) es el polinomio caracteristico de la matriz A y que
tiene k raices reales o complejas A1, 42,..., A, con multiplicidades 71,72, ..., 7. Buscamos

entonces polinomios a;(x),az(x),...,ar(x) con grado a lo sumo ; — 1 paracada 1 <i <k, de
manera que se verifique la igualdad
1 ai(x) as(x) ax(x)
= + o
px) (x=2)"  (x=2A2)" (x—Ax)™
de donde

1 =a1(x)gi1(x) +ax(x)g2(x) +...+ar(x)qi(x)
con g;(x) = p(x)/(x—A;)", 1 <i < k. Sustituyendo en la expresion anterior x por A, tendremos
L, = a1(A)q1(A) + a2(A)gq2(A) +...+ar(A)gi(A)
Como se tiene paratodo 1 < i <k,

Aixely — Z I] (llx)l l,‘X . In

entonces

e = hivlipA-Ail)x = phix Z(A —Ail,Y ;—,1
J=0
De aqui, multiplicando por la izquierda ambos miembros por ¢;(A)
-1

gi(A)er = Zq(A)(A—uny x’ - Zq(A)(A AL, - X’

J=0 J=0

dado que por el teorema de Cayle-Hamilton, se tiene que
q:i(A)(A -11,) = p(A)(A-A1,)Y"" = 0. Multiplicando nuevamente por la izquierda por a;(A)



obtendremos
}",'—1

23 P X
ai(A)qi(A)et = e 3 S ai(A)i(A) (A -Aid,Y + 3
J=0
Sumando entonces esta Gltima expresion desde 1 hasta £, y teniendo en cuenta la expresion

obtenida anteriormente para I,,, se llega a que la exponencial de una matriz puede calcularse por
la formula

k ri—1 )
x o
oA — Z(elz «a;(A)qi(A) Z(A ALY - ;c_'>
i=1 =
Example Consideremos el sistema
y/l = 4y1 + 2y2
y,Z = 3y1 + 3_)/2

La matriz asociada al sistema es
4 2
A =
33

plx) =x*-Tx+6
que tiene por raices A1 = 1 y A, = 6.

y el polinomio caracteristico

Calculamos ahora a, y a> a partir de

1 _ _a , _a _ (a1 +ax)x—6a; —a>
px) x—-1 x-6 p(x)
obteniéndose que a; = —1/5, a, = 1/5. Ademadas, se obtiene
_px) _rx)
ql(x)_ x—l =X 69 qZ(X)_ x—6 =X 1

Si aplicacamos ahora la ultima formula anterior, se tiene que

eM = ex<—%lz> I, (A -6l,) +€6x(%12> ‘L(A-1L) =

] 3% 4+ 2% 2% — ¥
S\ 366 —3e" 2% + 3¢

La solucion del sistema sera por lo tanto
< y1(x) ) B l( 3e% 4+ 2e* 2e% — 2e* ) . < c1 )
y2(x) S\ 3ev—3er 2e8 4 3¢ ca
por lo que
yi(x) = %(66"(301 +2¢2) +e*(2c1 —2¢3))

y2(x) = %(66"(301 +2¢2) +e*(=3c1 +3¢2))

siendo ¢ y ¢y constantes reales. Si tuviésemos alguna condicion inicial, por ejemplo
y1(0) = 1, y2(0) = 0, planteariamos un sistema de donde resultaria ¢, = 1,
¢y = 0, por lo que la unica solucion del problema de condiciones iniciales seria



yi(x) = %(3e6x +2e%)

y2(x) = £(3et - 3e7)

Example Consideremos ahora el sistema

Yi=3y1+p

Yy =i+
cuyo polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(x) = x> —4x + 4, que
tiene por solucion la raiz doble A = 2. Entonces

1 _ ai _ _a
px)  x-2)> p®

dedondea, =1y

px)

100 = (x—2)2 -

Por tanto

1 .
e = e¥a;(A)g1(A) ;(A —2I,)" - )lc—:

1 1
=€2x1212 12+ X =
-1 1
1+
_ o X X
—x 1l+x

con lo que la solucion del sistema vendra dada por
yitx) \ [ (IT+x)e™  xe* c1
y2(x) —xe> (1 +x)e* 2
Example Sitomamos el sistema

Y= 3y1 -5
Yy =y1-y
su polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(x) = x> — 2x + 2, que tiene
por solucion la raices complejas conjugadas A1 = 1 +i, A, = 1 —i. Entonces
1 _ ai as

p(x)  x—-1-i x—-1+i

de donde a, = % ya; = —%. Teniendo en cuenta que

gi(x)=x—-1+i, qgx)=x—-1-i

tendremos



e = e<1+f>x2%. c(A = (1 = DI,) — (1= 211' ‘(A - (1 +)Ib)

21 2+1i -5 21 2—1i -5
= e~ x 1 — e L
2i 1 2+ 2i 12—
eix_efix eix+efix . eix_efix
_ o T S5
gix_efix _ eix_efix eix+efix
2i 2545t
o[ Zsenx+cosx —5Ssenx
=e
senx —2senx + cosx
dado que se verifica
eix + e—ix eix _ e—ix
cosx = =——E— senx = ——-——
2 Y 2
Entonces toda solucion del sistema viene dada por
y1(x) 2senx + cosx —5senx ci
— ex
ya(x) senx —2senx + cosx c2

Remark Los 3 ejemplos anteriores resumen los casos que pueden darse para el caso de
sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas. Cuando el numero de ecuaciones es
mayor, pueden aparecer otros casos, pero bdasicamente la matriz exponencial tiene

en sus coordenadas funciones de la forma

x"e®™cos(fx) y  x"e™sen(fx)

Sistemas no homogéneos. El método de variacion de constantes.
Volvamos ahora sobre el sistema no homogéneo

Y =A-y+b(x)
y supongamos conocida la solucion general del sistema homogéneo asociado
!
y =A-y
Para terminar de resolver el sistema no homogéneo usaremos el método de variacion de
constantes. Para ello supongamos que la solucion es de la forma

y(x) =e*-C(x)
donde C(x) es una funcion a determinar. Derivando respecto a x obtendremos
vy (x) = Ae*C(x) +e*-C'(x) = A - y(x) +e*.C'(x)
Sustituyendo en el sistema no homogéneo, tendremos
A y(x) +e2C'(x) = A - y(x) +b(x)
lo que implica que
eA.C'(x) = b(x)
Al ser la matriz e®* invertible, y teniendo en cuenta que
eMeeM =0 =,
concluimos que e™* es la inversa de e** y entonces

C(x) = J.e‘Ax «b(x)dx



Una vez calculada C(x) obtenemos la solucion del sistema no homogéneo.

Example Si consideramos el sistema

y’l =4y + 2y, +€*
¥y = 3y1+ 3y

que también podemos escribir como
| 4 2 x
y ,1 _ Y1 A ¢
Vs 33 V2 0
Ya vimos que la exponencial de la matriz del sistema era
oar L 3e® +2¢¥ 2% —2¢*
S\ 3ebv—3er 2e8 4 3¢
Cx) = J.e‘Ax «b(x)dx
ci(x) B J‘ 1 3e% + 2e° 2e% —2¢F e "
c2(x) S\ 3e% —3e" 2e% + 3¢ 0
et 2 g [Be> +2)dx
X = —
3¢ -3 >\ [Be™ - 3)dx

e 4 2x + ¢

por lo que al ser

resulta

3
1 5
S\ —de v -3x+ 0
con lo que la solucion es

o 3e™+2er 2e -2e L[ —Fe T+ 2x+e
y(X) - 5 ° 5

3 — 3" 2% 4 3e* —%e‘Sx —3x+co

1 30 4 De¥ Qe — Q¥ ci Lo 10x—3
25\ 366 — 3% 2e% + 3e* s 25\ 3-15x

Notemos que una solucion particular del sistema es

o 10x-3
_ e
¥, = 25( 3 _ 15x )

por lo que haciendo k| = c1/5,k, = c2/5, tenemos que

k
y(x) = eAx< kl >+y,,(x>
2

tal y como afirmaba el teorema ya conocido.

Example Si consideramos ahora el problema de condiciones iniciales



y'l =4y +2y2+ €
¥y = 3y1+ 3y

y1(0) = 0,2(0) = 1

se verificard que

y1(0) _ 0 _ 1 Ci +L -3
¥2(0) 1 25\ o 25\ 3

de donde ¢y = 3 y c2 = 22, de donde sustituyendo en la solucion general

concluimos que
Y1 1 13e% + e*(10x — 13)
V2 25\ 13e + e¥(12 — 15x)

es la unica solucion de dicho problema de condiciones iniciales.

Ejercicios.



