Asignatura: Matematicas I

Profesor: Roque Molina Legaz

TEMA 1.2.1: CALCULO DE PRIMITIVAS

PROGRAMA DETALLADO:

- Primitivas de las funciones elementales.

- Métodos elementales de integracion.

- Integracion por cambio de variable (cambios elementales).
- Integracion por partes.

- Integracion de funciones racionales.

- Caso I: O(x) = 0 so6lo tiene raices reales simples.

- Caso II: O(x) = 0 tiene raices reales multiples.

- Caso III: Q(x) = 0 tiene raices complejas simples.

- Caso IV: O(x) = 0 tiene raices complejas multiples.
- Integracion de funciones de tipo trigonométrico.
- Integracion de algunas funciones irracionales.

- Ejercicios resueltos.

- Ejercicios propuestos.

El calculo de primitivas (o integrales indefinidas), proviene en gran medida de la estrecha
relacion existente entre la integrabilidad y la diferenciabilidad, puesto que, como sabemos, una
primitiva de una funcién real f{x) no es mas que una funcion derivable F(x) tal que su derivada
coincide con la funcién inicial; es decir, tal que

F'(x) = flx)
Puesto que también es conocido que una funcidén continua admite infinitas primitivas, pero que

dos cualesquiera de ellas se diferencian en una constante, a la familia formada por todas las
primitivas de una misma funcion f{x), la denotaremos por

J-f(x)dx = F(x) + cte

En este primer tema dedicado al Célculo Integral de funciones de una variable, vamos a
realizar un rapido recordatorio de algunos métodos de integracion "mas o menos" elementales,
asi como introduciremos brevemente otros procedimientos (no tan elementales como los
primeros) y que nos ayudaran a calcular determinadas primitivas.

Remark No se trata de ser exahustivo impartiendo excesivos métodos de calculo de
primitivas, sino que solo veremos unos pocos, dedicando una especial atencion a
métodos de cdlculo que tienen que ver con cambios de variable (en este caso,
cambios no elementales). El objetivo principal es que el alumno comprenda como
funcionan los cambios de variable dentro de una primitiva, aunque, inicialmente, al
mismo no se le ocurra cual puede ser el cambio de variable a realizar. De esta
forma, y como en todos los cambios de variable se actuara de forma similar, cuando
tenga que resolver una primitiva en ésta o en cualquier otra asignatura, podra
calcular la misma sin mas que le indiquen el correspondiente cambio a realizar.

Remark El concepto de funcion primitiva y alguna de las propiedades a las que nos



hemos referenciado en el primer parrafo anterior, se establecen en el tema de la
Integral Definida (de Riemann), que en esta asignatura veremos con posterioridad a
éste que ahora nos ocupa (serd el Tema 1.2.2). Aun siendo el tema 1.2.2 el que
deberiamos de impartir antes que éste, preferimos hacerlo en el orden aqui
establecido, ya que suele ser de esta forma como lo han visto los alumnos en su
etapa educativa anterior.

Primitivas de las funciones elementales.

Precisamente por lo que hemos comentado de la estrecha relacion existente entre
integrabilidad y derivabilidad, y al igual que ocurre con este segundo concepto, es aconsejable
conocer unas cuantas primitivas elementales, la mayoria de las cuales las tenemos en la siguiente
tabla:

Tipo Funciones simples Funciones compuestas

Potencia : Ix”dx =2 4K I(/(x))"f(x)dx UG LNy

n+l n+l

Logaritmo : I%dx = loglx| + K j j;((j)) dx = loglf(x)| + K

Exponenciales :

je"dx =e"+K J‘eﬂx)f'(x)dx =M 4L K

— * Sx) _ Sx)
_faxdx = qouy K _fa I (x)dx = o HK

Trigonométricas :
jcos(x)dx = sin(x) + K Icos(/(x) ) (x)dx = sin(f(x)) + K

jsin(x)dx = —cos(x) + K jsin(f(x))f(x)dx = —cos(fx)) +K

[oiodr = tan(r) + K %&‘é))dx = tan(f(x)) + K
[ s = —cot(x) + K £~ dv = —cot(f()) + K
Hiperbdlicas -

[ cosh(x)dx = sinh(x) + K [ cosh(f(x))f (x)dx = sinh(f(x)) + K

[ sinh(x)dx = cosh(x) + K [ sinh(A(x))f' (x)dx = cosh(f(x)) + K



Tipo Funciones simples Funciones compuestas

Arco — argumento

: /(x)dx :
= arcsin(x) + K ————— = arcsin(f{x)) + K
I+= i ) J J1=)? o)
_dx  _ K S (x)dx _ t K
o= arctan(x) + e an(f(x)) +
f J% = argsinh(x) + K I \/% = argsinh(f{x)) + K
j *— = argeosh(x) + K I 1/(?(@‘% = argcosh(f(x)) + K

Example Calcular las siguientes primitivas inmediatas:

o fais [0 [ i o [
— X
dx X dx x+1
d —ax g d
e) 1+3X2 f) J. 1 X4 X g) J. m X ) J. X

Métodos elementales de integracion.

Integracion por cambio de variable (cambios elementales).

Recordaremos en esta seccion como funciona el cambio de variable dentro de una integral
indefinida. Los cambios que aqui veremos, seran cambios elementales (de los que se les suele
ocurrir a uno sin mas que mirar la integral), aunque el cambio funciona siempre de la misma
forma, independientemente de que el cambio sea elemental o no tan trivial.

Recordamos que las integrales que pueden resolverse mediante cambios de variable
elementales son aquellas en las que en su integrando aparece una funcion elemental (que no tiene
porqué ir sola, sino que puede aparecer dividiendo, o dentro de una trigonométrica, 0 como
exponente de una exponencial, etc.) y también aparece su derivada multiplicando. Esto se debe a
que si en una primitiva se realiza el cambio de variable x = g(¢) (es decir, se pasa de la variable x
a una nueva variable ¢), se verifica la formula

[ = [ fg®)) - g'(0yae

También suele ser habitual aplicar un cambio de variable sencillo para que, por ejemplo, nos
desaparezca una raiz cuadrada, como vemos en alguno de los ejemplos siguientes:

Example Calcular, mediante un cambio de variable elemental, las siguientes primitivas
inmediatas:

a) jxsin(3x2)dx b) j

ﬁﬁ dx ¢) Ix,/ 3x—4dx d) J.xe‘xz/zdx

1+



Integracion por partes.
Este procedimiento se basa en la conocida formula, que se deduce de forma inmediata de la
derivada de un producto,

J-u-dv=u-v—.|‘v-du

Example Calcular, mediante integracion por partes, las siguientes primitivas:

a) j xlog(1+x2)dx  b) j arctan(x)dx  ¢) jlog(1+x2)dx ) j x2e*dx

Integracion de funciones racionales.

En esta seccion vamos a ver como se resuelve de forma completa cualquier primitiva que
venga dada por un cociente de polinomios
P(x)

Jis = [ 553

pero siempre y cuando conozcamos cuales son las raices (soluciones) que tenga el polinomio
denominador Q(x).

dx

Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que el grado de P(x) es siempre menor
que el grado de Q(x), ya que si fuese grado(P) >grado(Q), siempre podriamos efectuar el
cociente de ambos polinomios. De esta forma, obtendriamos un polinomio cociente C(x) y un
polinomio resto R(x), verificandose que

P(x) = O(x)C(x) + R(x)
Asi, tendremos
Pix) . _ [ Q0)CKX) + R(x) _ R(x)
[ o %" j( ) )dx = [ Cydx + o
por lo que nuestra integral inicial serd suma de la integral de un polinomio C(x) (que es

inmediata), y de la integral de un cociente de polinomios, pero en esta tltima se tiene que el
grado del numerador es siempre menor que el del denominador.

Example Si descomponemos segun la expresion anterior, tendremos
3 _
IZJC—de _ J.(x—4)dx+J.22x+52dx
x*+4x+13 x*+4x+13
de donde observamos que la primera primitiva es inmediata. A continuacion
veremos como calcular la segunda de ellas.

Una vez establecido este preambulo, podemos pasar a ver como se resuelven este tipo de
integrales. Para ello, distinguiremos 4 casos, segiin que sean las raices que tiene el polinomio
denominador Q(x). Cada uno de los casos que vemos a continuacion incluye a los anteriores:

Caso I: Q(x) = 0 solo tiene raices reales simples.
En este caso, la fraccion inicial se descompone en fracciones simples del tipo



X—0a;
por cada una de las raices del denominador «;. Como se puede observar, la primitiva de cada una

de estas fracciones es un logaritmo neperiano.
Lo vemos directamente con ejemplos practicos.

Example Si queremos calcular
J' dx
x?—4x+3
tendremos que realizar la descomposicion
1 __4 , B

x2—4x+3 x=-3 x-1

y operando se llega a

12 -
x2—4x+3 x-3 x-1
por lo que
dx B 1/2 -1/2 _ 1 a1 B
[ [axs [ Eear = Llogie =3~ Llogi - 1]

Caso II: Q(x) = 0 tiene raices reales multiples.
En este caso, cada una de las raices simples a; se descomponen en fracciones del tipo
1
xX—a
mientras que cada una de las raices multiples f3; se descomponen en la forma
1 1 1
x—@_F@—ﬂJ2£”+@—ﬁW

donde suponemos que cada raiz multiple f; tiene multiplicidad n;.
Como se puede observar, la primitiva de cada una de estas fracciones, o es un logaritmo

. . . dl
neperiano o son integrales del tipo | 4.

Lo vemos directamente con ejemplos practicos.

Example Para calcular

I;j%;zdx
realizamos la descomposicion
x42+12_ x2+1 2:13+B+%+Q2
xt—x (x—D(x+1x x—1  x+1 x
v operando se llega a
x2+1 D | +%+;_21

x-DE+1)x>  x-1 x+1

por lo que



J.—x42+12dx=.|.xlldx+.|‘xjrlldx+.|‘;—2ldx=

X —X
= loglr — 1] — loglr + 1] + +

Caso III: O(x) = 0 tiene raices complejas simples.
Cada una de las raices reales simples y/o multiples se descomponen como hemos visto en los
casos anteriores, y sabemos que sus primitivas seran logaritmos neperianos o integrales del tipo

%. Nos faltara entonces por ver como se descomponen la parte correspondiente a las raices

complejas simples. Lo mejor es verlo con un ejemplo directamente (veremos que la parte
"nueva" que se incluye en este tercer caso, nos dara lugar a dos primitivas, que seran un
logaritmo neperiano y un arcotangente):

Example Si queremos calcular

J' 8x2 +6x+6
x3=3x2+7x-5

observamos que el denominador se descompone en la forma
=32+ Tx-5=(x-1)E*-2x+5)

de manera que tenemos una raiz real simple y dos raices complejas conjugadas.

Por tanto,consideraremos la descomposicion
8x?+6x+6 _ _ A , _Bx+C

X =3x2+7x-5 x-1 x2-2x+5
que resulta ser (una vez calculados los coeficientes)

8x2+6x+6  _ 5 4+ 3x+19

x3-3x2+7x-5 x—=1  x2-2x+5

de manera que

J‘ 8x%2 +6x+6 deJ- 5 dx + 3x+19 dx
x3-3x2+7x-5 x—1 x2-2x+5

Como la primera de estas integrales es inmediata, veremos como obtenemos la
segunda (que siempre serd un polinomio de ler grado en el numerador, y un
polinomio de 2° grado en el denominador, y que tiene raices complejas); como
vemos a continuacion, esta segunda integral nos va a dar lugar a otras dos
integrales (una de tipo logaritmo y otra de tipo arcotangente):

En primer lugar, hemos de conseguir que en el numerador aparezca la derivada
del denominador *cte :

19 9
S LAY A VA 2425

x2=-2x+5 x2—2x+5 0 2 x2_2x45

:ij-zx—2+2+2%d :ij- (2x_2)+43_4d _

2 x2=2x+5 ) x2-2x+5
ﬁ

3(_(2x=2) ,. .3 3
S oy MU [ W
20 x2-2x+5 o 2-[x2—2x+5 o

(hemos sacado el 3 factor comun y hemos multiplicado y dividido por 2 para que en
el numerador nos aparezca 2x -que es como comienza la derivada del
denominador-; con posterioridad hemos restado y sumado 2 para que asi, en el




primer paréntesis aparezca exactamente la derivada del denominador)

Como en la primera de las nuevas integrales en el numerador estd la derivada
del denominador, la misma es inmediata (y su valor es log(x*> — 2x + 5)). Veamos
entonces como resolver la segunda de ellas (nos centramos solo en la primitiva,
dejando de lado las constantes de integracion que aparecen multiplicando): Para su
cdlculo, hacemos lo siguiente

J' dx _ J' dx

x> -2x+5 (x—1)>+4

es decir, hemos "completado cuadrados” en el polinomio del denominador, de
manera que observamos que se obtiene una integral tipo arcotangente, que podemos
resolver sin problemas. En este caso, hemos completado cuadrados a "ojo", aunque
esto mismo se puede hacer utilizando una formula: Para el caso en que un

polinomio de 2° grado ax* + bx + ¢ = 0 tenga a o + Bi por raices complejas, se
verifica la expresion

ax> +bx+c = a((x—a)2+ﬂz>

Caso IV: O(x) = 0 tiene raices complejas multiples.

Observamos que, con la introduccion de cada uno de los nuevos casos, nos han ido
apareciendo nuevos tipos de integrales (mas o menos inmediatas). La forma en la que vamos a
resolver este tltimo caso, sera un poco diferente de los anteriores, aunque tendra la ventaja de
que no aparecera ninguin nuevo tipo de primitivas, sino que las mismas siempre seran de
cualquiera de los tipos ya establecidos. Ademas, este método no solo sera valido cuando haya
raices complejas multiples, sino que también es de aplicacion al caso en que solo tengamos
raices reales multiples. El procedimiento que pasamos a explicar se conoce como Método de
Hermite.

Método de Hermite.

Hemos de seguir el siguiente esquema:

® Las raices simples, ya sean reales o complejas, se descomponen como hemos visto hasta
ahora.

@ Las raices multiples, ya sean reales o complejas, se descomponen como si fuesen simples.

® A la descomposicion realizada hasta ahora se le afiade un tltimo término (término de
Hermite), que es la derivada de una fraccion. En ésta, primero se escribe el denominador,
que esta formado por todas las raices multiples (reales y complejas), quitdndole a cada una de
ellas un grado de multiplicidad. A continuacion se escribe el numerador, que esta formado
por un polinomio completo de coeficientes indeterminados, y de un grado menor que el
polinomio del denominador. Para poder calcular todos los coeficientes indeterminados que
aparecen, primero calcularemos la derivada de esta tltima fraccion, para a continuacion
sumar todas las fracciones y poder determinar todos los coeficientes que aparecen.

Example A modo de ejemplo ilustrativo, planteamos la siguiente descomposicion para el
calculo de la siguiente integral

J' dx
(= D22 +2)(x2 +x+2)°

Segun lo explicado anteriormente, corresponde realizar la siguiente
descomposicion



1 __ A Bx+C D _Ex+F

- DR+ +x+2)° Xl 42 Y a2

24

raices simples raices multiples

t° de Hermite
A

vd ax*+ b’ +ex’ +dxte
dx x(x2 +x+2)°

A continuacion calcularemos la derivada de esta ultima fraccion y la misma la
sumaremos a las 4 fracciones anteriores. Al final obtenemos una unica fraccion, que

igualamos a la fraccion inicial, lo que nos permitira obtener todos los coeficientes
necesarios.

Una vez obtenidos todos los coeficientes, se verificarda

J' dx

- D22 +2)(2 +x+2)°

— A Bx+C D Ex+F
= x—ldx+.|‘ x2+2dx+J-xdx+ x2+x+2dx+

+J‘ d ax*+bx> +cx’+dx+e dx
dx x(x2 +x+2)°

donde las integrales 1y 3“son inmediatas (son de tipo log) y las integrales 2y 4
tendremos que descomponerlas en dos (una de tipo log y otra de tipo arctan). Por
tanto, solo nos falta por calcular la ultima de las integrales (la del término de
Hermite), pero resulta que ésta es inmediata de calcular, puesto que se verifica que

J' d ax*+bx> +cx’+dx+e dx — ax* + bx3 +ex’ +dx+e
dx x(x2 +x+2)° x(x2 +x+2)°

(va que se trata de calcular la integral de una derivada).

Remark Notemos que este procedimiento suele ser muy largo, desde el punto de vista de
que hay que calcular muchos coeficientes; pero la ventaja que tiene es que no

aparecen nuevas integrales a calcular, sino que todas ellas ya son de tipos que
sabemos resolver.

Integracion de funciones de tipo trigonométrico.

Son integrales de la forma
J.R(sinx, cosx)dx

siendo R una funcidn racional.

Estas integrales se reducen a integrales de cocientes de polinomios, sin mas que hacer el
cambio de variable (sustitucion general) dado por

t= tan(%)

A partir de este cambio, se deducen las relaciones



|
1+’

sin(x) = 2 . gy = —2di_

1+ 1+ ¢2

cos(x) =

Example Si realizamos la sustitucion general para resolver las primitivas siguientes

__dx __dx
@) I 1 + 2sin(x) b) I 1 +2cos(x)
obtendremos, respectivamente
dx _ _ 2dt
) [T e

dx _ _ 2dt
b)J.1+2c0s(x) 3-12

siendo las nuevas integrales cocientes de polinomios, y que podremos resolver
segun lo establecido en la seccion anterior.

Remark (Casos particulares) Cuando la funcion integrando cumple unas condiciones
particulares, en lugar de realizar la sustitucion general, podemos realizar otros
cambios particulares, que tienen la ventaja de que la nueva primitiva en la nueva
variable suele ser mas sencilla que la que se obtiene a través de la sustitucion
general (aunque esta sustitucion general siempre puede aplicarse a estos casos
particulares):

- El integrando R(sinx,cosx) es par en sin y cos (es decir, se cumple que
R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosx)): En este caso es mds sencillo realiza el cambio

t = tanx

deduciéndose que

cos?(x) = —L—: sin2(x) = —L—; gy = —d!

1+ 1+ 1+

Por ejemplo, si queremos calcular
2
oS
[,
1 + sin”(x)
observamos que el integrando es par en sin y cos (ya que
o . _ (—cos(x))? _ cos2(x) _ . . .
R(—sinx,—cosx) = ene)? Tty R(sinx,cosx)), por lo que si realizamos
el cambio t = tanx, obtendremos
| cos’(X) . _ | dt
1 + sin?(x) Qe+ 1) +1)

que es un cociente de polinomios.

- El integrando R(sinx,cosx) es impar en cos (es decir, se cumple que
R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx)): En este caso es mas sencillo realiza el cambio

t = sinx

deduciéndose que

cos(x) = V1 —£2; dx = _dt
J1-7



Por ejemplo, si queremos calcular

J' sin(x)

1 ++cos(x) + cos?(x)

observamos que el integrando es impar en sin ya que
—sin(x) _ sin(x)
1 ++cos(x) + cos?(x) 1 ++cos(x) + cos?(x)

R(—sinx,cosx) = = —R(sinx, cosx)

por lo que si realizamos el cambio t = cosx, obtendremos

J‘ sin(x) de = — J' dt

X =...
1 ++cos(x) + cos?(x) 2+t+1

que es un cociente de polinomios.

- El integrando R(sinx,cosx) es impar en sin (es decir, se cumple que
R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx)): En este caso es mas sencillo realiza el cambio

t = cosx

deduciéndose que

sin(x) = 1 —72; dx = —=dL_
J1-7

- Si el integrando es de la forma R(sinx,cosx) = sin™(x) cos"(x), se puede
recurrir a alguno de los casos particulares anteriores, o bien utilizar las relaciones
trigonométricas

sin(x) cos(y) = %(sin(x +) +sin(x - »))
cos(x)cos(y) = %(cos(x +y)+cos(x—y))

sin(x) sin(y) = %(cos(x —y)—cos(x+y))

que nos permiten obtener la integral inicial como una suma de integrales
inmediatas.

Por ejemplo, si queremos resolver
j sin®(x) cos? (x)dx

podemos utilizar que el integrando es impar en sin (comprobarlo) y resolverla a
través de la sustitucion que se puede realizar en este caso particular, o bien tener en
cuenta que

sin®(x) cos?(x) = sin(x) sin(x)sin(x) cos(x) cos(x) =

24 24

= %(cos(x —x) —cos(x + x))%(sin(x +x) + sin(x —x)) cos(x) =

= %sin(2x) cos(x) — %sin(2x) cos(2x) cos(x) =

24



(sin(2x + x) + sin(2x — x)) — % %(sin(2x +2x) + sin(2x — 2x)) cos(x) =

= %(sin(Sx) + sin(x)) — %sin(4x) cos(x) — % cos(x) =
%—I

11
42

- %(sin(?»x) +sin(x)) — % %(sin(4x +x) + sin(dx — x)) — % cos(x) =

= %(sin(3x) + sin(x)) — %(sin(Sx) + sin(3x)) — % cos(x)

por lo que la integral inicial se descompone como suma de integrales inmediatas.

Integracion de algunas funciones irracionales.

Dentro de esta seccion se pueden incluir multitud de casos, la mayoria de los cuales se
pueden reducir a integrales de funciones racionales, a través de cambios de variables mas o
menos complicados. Muchos de estos cambios se pueden ver en el Anexo 1.2.1 (incluido en el
Aula Virtual), y muchos mas pueden verse en cualquier libro que incluya Calculo de Primitivas
(por ejemplo, en F. Coquillat: Calculo Integral. Metodologia y Problemas. Ed. Tebar).

En estos apuntes solamente vamos a comentar algunos casos particulares de este tipo de
funciones irracionales, y que solemos encontrar habitualmente en la practica:

Integrales de la forma [ R (x, (b ) )dx.

ex+d
En este caso suele ser aconsejable realizar el cambio

m— ax+b
cx+d

Example Resolver las integrales siguientes.
dx X
a)f(1+x)ﬁ b)-[ I+x dx

(en el caso (a) realizar el cambio t* = x, mientras que en (b) realizar t* = T a
continuacion, despejar x, obtener dx y realizar la sustitucion, obtendremos
integrales (en variable t) de cocientes de polinomios).

Integrales de la forma j Jax? + bx + c dx.

Completando cuadrados en el radical, siempre obtendremos una de las 3 integrales
siguientes:

I V2 = x? dx Podemos resolverla a través del cambio x = asin(?)
I Vi + x? dx Podemos resolverla a través del cambio x = asinh(?)
I Jx2 — k% dx Podemos resolverla a través del cambio x = acosh(¢)

Example Si queremos resolver
J- V4 —x? dx

realizaremos el cambio



x = 2sin(t)
de donde
dx = 2cos(t)dt
de manera que

f J4 T dx = j J4— @2sin(t))? 2cos(t)dt = 4 f cos2(¢)dt =

=4 H#S(zt)dt = 2{dr+2 [ cosQeydr = 20+ sin1) + K
y solo hemos de deshacer el cambio de variable.

(Observamos que hemos utilizado la conocida igualdad trigonométrica
cos?(t) = H%S(Zt); de forma analoga, también recordamos la igualdad

sin?(¢) = I_CO;(Z[) , que es posible que haya que utilizar en alguna ocasion).

Example Para resolver
J. J1+x—x%dx

tendremos en cuenta que
J.\/l +x—x%dx = J.‘/% - (x—%)zdx

que resolveremos mediante el cambio

1 _ 5

X — > = TSln(l‘)

v actuaremos como en el ejemplo anterior.

Example (ler Parcial, febrero 2017) Para resolver
[ as
completaremos cuadrados, resultando
Imdx = I,/4—(x— l)zdx
por lo que efectuaremos el cambio de variable x — 1 = 2sint :

De esta forma
I JA-(—1)dx = J-,/4 —4sin?(¢) 2cos(t) dt = 4J-cos2(t) dt =

= 4I 1++S(2t)dt = 2t + sin(2t) + cte

es decir

J.1/3 +2x —x%dx = 2arcsin<x_ 1 ) +sin<2arcsin<x_1 )) + cte

2 2

dx

Jax2+bx+c ’
Completando cuadrados en el radical, siempre obtendremos una de las 3 integrales
siguientes:

Integrales de la forma f



Que es inmediata (es de tipo arcsin)

J' dx
/ k2 _ x2
J' dx
e
J' dx

Que es inmediata (es de tipo argsinh)

Que es inmediata (es de tipo argcosh)

Example Resolver

d d d
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Integrales de la forma j R(x, Jax? + bx + ¢ )dx.

Ver Anexo 1.2.1, a partir de la pagina 358.

Ejercicios resueltos.
1. (ler Parcial, febrero 2012) Calcular las siguientes integrales

dx 5
(1.a) I 1 + cosx + sinx (1.b) I x2+6x+10 dx

Solucion:
(1.a) Haremos la sustitucion general ¢ = tan( < ). De esta forma sabemos que dx = e
_42 .
cosx = =L ysinx = -2, Entonces
1+t 1+t
2dt
dx _ J' 1412 _(_2dt _[_dt _
1 + cosx + sinx |4 A= 4 20 2+2¢ 1+t
2 2
1+t 1+t

= log(l +¢) + cte = log(l +tan<%>> +cte

(1.b) El polinomio x? + 6x + 10 = 0 solo tiene raices complejas conjugadas, por lo que esta
integral dara lugar a un arctan( ) una vez que completemos cuadrados en el denominador. Asi,
se tiene

I%dx = J.+dx = Sarctan(x + 3) + cte
x“+6x+10 x+3)"+1

2. (Final, junio 2013) Calcular

J' dx
V6 + 5x — x?
Solucion:
Si completamos cuadrados en el denominador, tendremos

:2J' dx

‘[ﬁ:j 12_dx _5\2 7 i\2
J&) - G-3 1_(_2)

por lo que



5
dx _ [ X7 )
———— = arcsin + cte
J- J6 + 5x — x? ( %
3. (ler Parcial, febrero 2015) Calcular
J' dx
x24+2x+2

Solucion: Se trata de un cociente de polinomios, con cte en numerador y raices complejas en
denominador. Por tanto, esta integral es inmediata sin mas que completar cuadrados en el
denominador (tipo arco tangente):

dx dx
= = arct +1)+ct
I > f( D1 arctan(x + 1) + cte

4. (ler Parcial, febrero 2016)
a) Haciendo la sustitucion x = 2tan(¢), calcular

J' dx
N
b) Calcular
J' dx
x> +3x+4
Solucién:
(4.2) Si hacemos x = 2tan(t), tendremos

B J' 2(1 + tan?(z)) J‘ vl +tan2(t
B T4

Ix\/x +4

4tan’(r) J4tan?(¢) + 4 tan’(r)
sin 2(¢) cos? cos*(0)+sin“(1) 2(1)
1 cos2(t) f_ 1 cos?(t) J’ cos(t)
- sin2(1) T4l T e YT g s1n2(t)
cos2(t) cos?(f)
1 1 1 Vx2+4
=== — +cte = ———— +cte
4 sin(¢) 4 X
donde se ha deshecho el cambio de variable (de x = 2tan(¢) resulta que sin(¢) = —=—).

yx2+4

(4.b) Se trata de una integral racional, donde el denominador solo tiene raices complejas
simples. Al ser el numerador una cte, la resolveremos sin mas que completar cuadrados en el
denominador:

d _ d _dx 4 _
J-x2+3)§c+4 _I <X+%§2+7 I (+2) > J( ) 1 -

7/4

Ejercicios propuestos.



Ver ejercicios en Tema 1.2.4. Ver Ejercicios primitivas_1.pdf'y Ejercicios primitivas_2.pdf,
incluidos en Aula Virtual.



