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TEMA 1.1.2: DERIVACION DE
FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

PROGRAMA DETALLADO:

- Definicion de derivada. Primeras propiedades.

- Derivadas sucesivas.

- Reglas de la derivacion. Derivadas de funciones elementales. Derivada de la funcion
compuesta y de la funcion inversa.

- Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.

- Teoremas del valor medio: Consecuencias. Regla de L’Hopital.

- Ejercicios resueltos.

- Ejercicios propuestos.

Definicidn de derivada. Primeras propiedades.

En este tema vamos a recordar conceptos y propiedades relacionados con la nocion de
derivada de una funcién en un punto. La mayoria de los mismos son conocidos por haberlos
estudiado en Bachillerato. Este tema puede ampliarse (con toda la teoria completa y mas
ejercicios) con ANEXO1.1.2-completo Fichl.pdf y ANEXO1.1.2-completo Fich2.pdf incluidos
en el Aula Virtual.

En todo el tema siempre consideraremos que f : / € R - R, con / un conjunto (por ejemplo,
un intervalo) abierto.

Definition Seaf: 1 c R - R yseaa € I. Sedice que f es derivable en el punto a cuando
existe (y es finito) el valor de cualquiera de los siguienes limites (los dos son los
mismos)

fim /) = /@)

xX—=a

lim fla+ h})l - fla)

h-0

Al valor de este limite se le llama derivada de f en el punto a, y lo
representamos por ' (a).

Remark Destacamos los siguientes aspectos relacionados con la definicion anterior:
a) Derivadas laterales.
b) Interpretacion geométrica de la derivada en un punto a. La recta tangente:

Al venir definida ésta como un limite cuando x — a, el concepto de derivada
serd de indole "local". Notemos que el cociente w nos da la tangente (o
pendiente) de la recta secante que une los puntos (a,f(a)) y (a + h,fla+ h)). Por
tanto, si vamos dibujando cada vez mas rectas cuando h — 0, es decir, si vamos
dibujando cada vez mas rectas que unen ambos puntos cuando el punto
(a+ h,fla+ h)) se acerca al punto (a,f(a)) (v que vienen pintadas en negro en la
grdfica siguiente), la "ultima" de las rectas que obtendremos (en rojo en la grdfica),
tendra una pendiente que viene dada por limj_ w
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Por tal motivo, obtener la derivada de una funcion en un punto, no es sino calcular
la pendiente de la ultima de la rectas secantes que unen los puntos (a,f(a)) y

(a+ h,fla+ h)) cuando h - 0. Notemos que esta ultima recta, tocara a la curva

y = f(x) en un unico punto (a,fla)), y al tener por pendiente f'(a), su ecuacion
vendrd dada por

y=fa)+f(a)x-a)
que es la expresion de la recta tangente a una curvay = f(x) en x = a.
¢) Relacion de derivabilidad y continuidad.
fderivable en a = f continua en a

Pero el reciproco no es cierto.

Example Calcular, utilizando la definicion de derivada de una funcién en un punto, f'(1),
siendo f(x) = e*. Hallar la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el punto

a=1.

Derivadas sucesivas.

Cuando una funcién f: I = R - R es derivable en todos los puntos de 7, se dice que f'es
derivable en /. En tal caso, podemos definir una nueva funcion, a la que representaremos por /',

y que viene dada por
f c IcR-R

x = f(x)

A esta nueva funcion se le llama funcién derivada de /(o simplemente, derivada de f).

A su vez, puede ocurrir que esta nueva funcion /* sea derivable en un conjunto J < 1, de
manera que podremos definir otra nueva funcion, a la que representamos por /', y a la que

llamaremos derivada segunda de f, y que viene dada por
/" IcR->R

!
x = f1(x) = (f'(x)
Analogamente podemos considerar las funciones derivadas sucesivas /"', /™, etc.

Reglas de la derivacion. Derivadas de funciones
elementales. Derivada de la funcién compuesta y de la



funcion inversa.
Proposition (Reglas de la derivacion) Se verifican:
a) Si f{x) = k (constante), entonces f'(x) = 0.

b) Si f(x) = k » g(x), con g funcion derivable y k constante, entonces
f &) =k-g'(x).

¢) Si flx) = u(x) £ v(x), siendo uy v funciones derivables, entonces
Sx) =u'(x) £V (x)
d) Si f(x) = u(x) « v(x), siendo u y v funciones derivables, entonces
SO =u'(x) +v(x) +ulx) «v'(x)
e) Siflx) = %, siendo u y v funciones derivables, con v(x) # 0, entonces

U (x) cv(x) —u(x) < v'(x)
f(X) - VZ(X)

Proposition (Derivadas de las funciones elementales) Se verifican:

y = flx) = x* (kcte) = y' = kxk! y = arcsin(x) = /'

1—x2

y = arccos(x) = ' =

1—x

y =log,(x) =)' = +log,(e)

2
y=loglx) =)y =1 y = arctan(x) = y' = 5

y = sinh(x) = y' = cosh(x)
y = cosh(x) = y' = sinh(x)

y =k =y = k*log(k)

y:exzy/:ex

y = sin(x) = y' = cos(x) y = tanh(x) = ' = coshlz(x) = 1 —tanh?(x)
y = cos(x) = y' = —sin(x) y = arg sinh(x) = y' = Jﬁ
y =tan(x) = y' = wsé(x) = 1+ tan?(x) y = argcosh(x) = y' = J)%

y = arg tanh(x) = ' = -

1—x2

Proposition (Derivada de la funcion compuesta: Regla de la cadena) Sea f : [ — R - R

derivableena € [y seag : J < R —» R derivable en f(a), donde se supone que
) < J (para que asi se pueda considerar la funcion compuesta g o f). Entonces, la

funcion compuesta gof: I < R - R es derivable en a y se verifica que su derivada
viene dada por

(g°N'(a) = &' (fla)) £ (a)
Remark (Derivacién logaritmica) Establecer la derivada para la funcion y = (f(x))5®.

Proposition (Derivada de la funcion inversa) Seaf : I < R - J < R una funcion



estrictamente monotona y continua en I (estas son condiciones suficientes para que
exista la funcién inversa f~!). Entonces, si fes derivable en a € I, siendo f'(a) # 0,
se verifica que la funcion inversa f~' : J - I es derivable en el punto b = f{a) y su
derivada viene dada por

=1y (p) = 1 _ 1
R RO

Example A partir de la derivada de f(x) = sin(x), establecer la derivada de
f1(x) = arcsin(x).

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.

Definition Seaf: I < R - R. Se dice que f es creciente en a € [ si existe un entorno del
punto a, (a—05,a+9), tal que sia',a" € (a—5,a+8), siendoa' < a < a",
entonces se tiene que

fla") < fla) < fla")

Analogamente, se dice que f es decreciente en a < I si existe un entorno del
punto a, (a—95,a+9), tal que sia',a" € (a—5,a+8), siendoa' < a < a",
entonces se tiene que

fla") =z fla) = fla")

Definition Si en la anterior definicion se cambia el signo < (resp. >) por el signo < (resp. >)
se dice que la funcion es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente)
ena.

Proposition (Relacion con la derivada) Seaf: I — R — R derivable en a € 1. Entonces se
verifica

fes estrictamente creciente en a < f'(a) > 0

fes estrictamente decreciente en a < f'(a) < 0

Definition Una funcionf: I — R - R tiene un mdximo relativo en un punto a <€ I si
existe un entorno del punto a, (a — 8,a + 8), tal que se verifica que

fix) < fla), Vx € (a—0,a+9)

Una funcion f : I € R - R tiene un minimo relativo en un punto a < I si existe
un entorno del punto a, (a — 8,a + ), tal que se verifica que

fx) > fla), Vx € (a—0,a+6)

Proposition (Condicion necesaria de extremo relativo) Sea f : I < R —» R derivable en
a € 1. Si f presenta en a un extremo relativo (ya sea maximo o minimo), entonces
f(a) = 0. En este caso, se dice que a es un punto critico de f.



Remark Como bien es sabido, esta condicion solo es necesaria (es decir, si en a hay
extremo relativo, entonces ha de ser f' (a) = 0), pero no es condicion suficiente (ya
que NO siempre ocurre el reciproco, es decir, si f (a) = 0 eso NO quiere decir que
en el punto a exista un extremo relativo). Sin embargo, si que este resultado nos
ayuda para calcular extremos relativos, puesto que nos da los posibles puntos
candidatos a ser extremos (solo tenemos que "buscar"” entre los valores que hacen
nula la derivada de f, es decir, entre los puntos criticos de f; aunque no todos ellos
seran maximos o minimos relativos). Por tal motivo, tendremos que acudir a otra
serie de consideraciones que nos aseguren cuando un punto critico va a ser también
extremo relativo. Como es conocido, podemos utilizar cualquiera de los dos
criterios siguientes:

- Signo de la primera derivada en un entorno del punto critico: Estudiamos el
crecimiento y decrecimiento a ambos lados del punto critico, es decir, vemos el
signo que toma f'(x) para valores de x en un entorno de a, x € (a—r,a+r). Siena
la funcion pasa de ser creciente a decreciente, en a existira un maximo relativo, si
pasa de ser decreciente a creciente, en a existird un minimo relativo.

- Signo de f'(a) : Si f'(a) > 0, en a existird un minimo relativo, si f'(a) < 0, en
a existira un maximo relativo. Como para establecer la demostracion de este
resultado es preciso acudir a la formula de Taylor, que estudiaremos en el tema
siguiente, sera en este tema cuando volveremos a a hacer referencia a este
resultado.

Una interpretacion grafica de los resultados anteriores la tenemos en la grafica siguiente:

="

Teoremas del valor medio: Consecuencias. Reglas de
L’'Hopital.

De forma analoga a los 3 teoremas que hemos visto en el tema anterior relacionados con la
continuidad de una funcion en un intervalo compacto, existen otros 3 teoremas relacionados con

funciones derivables en un intervalo:

Theorem (Rolle) Sea f : [a,b] — R continua en todo [a,b] y derivable en su interior
(a,b). Si ademas se verifica que f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto
c € (a,b) tal que f'(c) = 0.



Theorem (Valor medio o de Cauchy) Sean f,g : [a,b] — R continuas en todo [a,b] y
derivables en su interior (a,b). Entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

(1) = fla))g'(c) = (g(b) —g(a))f (c)

Remark En las hipotesis del teorema anterior, si ademas se supone que g(b) + g(a) y
que g'(x) = 0 Vx € (a,b), la igualdad del teorema del valor medio se puede
expresar en la forma habitual

fb)-fa) _ [(©)
gb)-gl@) g

Theorem (Incrementos finitos o de Lagrange) Sea f : [a,b] —» R continua en todo [a,b] y
derivable en su interior (a,b). Entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

fb) = fla) = (b—a)f (c)

Entre las consecuencias mas importantes de estos teoremas, cabe destacar los siguientes
resultados, conocidos como reglas de L’Hopital, y que nos permiten resolver indeterminaciones
delaforma—y =):

Proposition (1“regla de L ’Hopital) Sean f'y g funciones derivables en un entorno reducido
del punto a, (a — 6,a +0)", y tales que lim,_, f(x) = lim,.,g(x) = 0, con g(x) # 0
yg'(x) #0, Vx € (a—6,a+6). Entonces, si existe lim,., ;/((i)) = |, se verifica que

o SO S0
X—>a g(x) x—»a g ()C)

Proposition (2“regla de L’Hopital) Sean f'y g funciones derivables en un entorno reducido
del punto a, (a — 8,a +6)*, y tales que lim,_, f(x) = lim,.,g(x) = «, con g'(x) # 0
f'@)
g'w)
im L) _ iy L&
X—a g(X) X—a g (X)

Vx € (a—96,a+90). Entonces, si existe lim,.., == = [, se verifica que

Remark Veamos, a través de ejemplos, como se puede aplicar las reglas de L’ Hopital al
resto de indeterminaciones:

Ejercicios resueltos.
1. Probar, utilizando el teorema de Lagrange, que se verifica la siguiente desigualdad siempre
quex >0 :

X
T <log(l+x) <x

Solucién: Aplicaremos el teorema de Lagrange a la funcion f{x) = log(1 + x) en el intervalo



[0,x] :

Por dicho teorema, resulta que existira un ¢ € (0,x) tal que

fix) =f0) = (x—0)f(c) = log(1 +x) —log(1) = x——

l1+c

Pero entonces, al ser ¢ € (0,x), se tendra

1
1 +x

como queremos demostrar.

11
T+c ~XT+0

X <log(l+x)=x =X

2. Probar la conocida desigualdad
sin(x) < x

para todo x > 0.

Solucién: Esta es una desigualdad conocida, ya que compara el arco con el seno del mismo.
Veamos como se puede probar:

Podemos considerar la funcion f{x) = x — sin(x), que tiene por derivada f'(x) = 1 — cos(x).
Como esta derivada siempre es positiva (ya que siempre se tiene que cos(x) < 1), resulta que la
funcion f(x) sera creciente, por lo que si x > 0, tendremos que f{x) > f{0), es decir, que
x —sin(x) > 0, como queremos probar.

3. Probar la desigualdad

0 <1-=cos(x) < x2_2

six € (0,%

Solucién: La primera parte de la desigualdad equivale a probar que cos(x) < 1, lo que es
trivial six € (0, %) (ya que, en general se verifica que cos(x) < 1, Vx € R).

Para probar la segunda parte, aplicaremos el teorema de Lagrange a la funcion
fix) = % + cos(x) — 1, y bastara con probar que f{x) > 0, Vx € (0, %) Asi, si aplicamos
Lagrange a esta f{x) en el intervalo [0,x], con x < 7, existird un ¢ € (0,x) tal que

fx) =f0) = (x=0)f'(c)

es decir, tal que
x) = xf'(c) = flx) = x2—2 +cos(x) — 1 = x(c —sin(c))

yx(c —sin(c)) > 0,yaquex > 0y c > sin(c) (por el resultado del ejercicio anterior).

Otra forma de probar la segunda desigualdad, seria estudiando que la funcion
fix) = % + cos(x) — 1 es estrictamente creciente en (0, %) (para lo que estudiamos el signo de
su derivada x — sin(x) > 0, Vx € (0, %))

4. Idem para



ef>1+x

para todo x € R.

Solucién: Esta desigualdad también puede probarse mediante el teorema de Lagrange,
estudiando el crecimiento de una funcion o usando desarrollos de McLaurin (como veremos en el
tema siguiente):

Asi, supongamos inicialmente que x > 0.Si tomamos f{x) = e* y utilizamos Lagrange en
[0,x], se tendra que existira ¢ € (0,x) tal que

fx) = f0) = (x=0)f'(c) < e — 1 = xe°
por lo que al ser ¢ € (0,x) y la funcion e* creciente, en particular tendremos que
e*—1=xe* >xe =x
De forma analoga lo probariamos si suponemos que x < 0 (aunque en este caso aplicaremos
Lagrange en [x,0]).

5. Dada la funcién
1 + 2xarctan(x)

fx) =

1 +x?
se trata de calcular sus extremos absolutos en los siguientes conjuntos:
a) En | < b) En x| < 2 ¢) En todo R

Solucién: Por lo que conocemos de la teoria, los extremos absolutos de una funcion continua
se encuentran en los extremos del intervalo o pueden encontrarse en su interior, en cuyo caso,
éstos también son extremos relativos. Por tal motivo, hallaremos los extremos relativos de esta
funcion (con que hallemos los puntos criticos es suficiente) en cada uno de los conjuntos dados y
evaluaremos f'en ellos, asi como también en los extremos de los correspondientes intervalos.
Donde se obtenga el mayor (resp. menor) valor estard el maximo absoluto (resp. minimo).

Para calcular los puntos criticos, resolvemos
1) = (2 — 2x?) arctan(x) _
(1 +x2)°

0

que tiene por soluciones {1,—1,0}.

(a) En x| < L, es decir, six € [ -4, 2 ], solo esta incluido el punto critico x = 0. Asi, al
ser f(0) =1 yf(—%) :f<%> = 1.1709, resulta que el minimo absoluto se alcanzard en x = 0,
mientras que el maximo absoluto estard en los puntos x = i%.

(b) En este caso los tres puntos criticos estan en el intervalo considerado. Al ser f{0) = 1,
1) = f(-1) = 1.2854, y f(2) = f{-2) = 1.0857, el maximo absoluto estara en x = £1 y el
minimo absoluto en x = 0.

(c) También ahora los tres puntos criticos son interiores al intervalo considerado (siendo
f0) =1, 1) = f{-1) = 1.2854), mientras que los valores que alcanza la funcion en los
extremos del intervalo vienen dados por

. .. l+2xarctan(x)
lim flx) = im ————5—— =

0

(éste limite puede resolverse utilizando L’Hopital). Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en
x = %1 y no tiene minimo absoluto.



Ejercicios propuestos.

Ver ejercicios en fichero Ejercicios temal.1.2y3.pdf, incluido en el tema siguiente. También
pueden verse mas ejercicios en los ficheros ANEXO1.1.2-completo Fichl.pdf'y
ANEXO1.1.2-completo_Fich2.pdf.



