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Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica

Problemas de Algebra

Aplicaciones Lineales

1. Dadas las siguientes aplicaciones entre los R-espacios vectoriales que se indican,
razonar si son o no son aplicaciones lineales:

i) fi : R — R’ | fi(z,y,2) = (2x +y,y — 32,0).
ii) fo:R? —R3| fo(z,y,2) = (22 +y,y — 3x,8).
iii) f3: R* — R | f3(z,y,2) =2z +y — 5z.

iv) f1:R3 — R | fu(z,y,2) = 2% +y — 52.

v) fs:R? — R | fs(z,y) = (z, -2y, 7 +y).

vi) fo: R? — R | fo(2,y) = (v,y — 2,0).

vii) fr:R? — R | fr(z,y) = [z +yl.

viii) fs : R? — R | fs(z,9) = (x +9)*.

ix) fo : Ra[z] — Rola] | fo(p(x)) = p' ().

x) fio0 : Rs[z] — Rsla] | fro(p(x)) = - p' ().

2. Sean V,W K-espacios vectoriales y f : V — W una aplicacién lineal. Demostrar:
i) Si S = (vy,va,...,v.) CV entonces f(S5) = (f(v1), f(va),..., f(v:)).

ii) Si B = {by,...,b,} es base de V entonces {f(b1),..., f(b,)} es sistema generador de
Imf.

iii) Si f es suprayectiva entonces dim W < dim V.

3. | Existe una aplicacién lineal f : R® — R? tal que f(1,0,0) = (1,1), f(0,1,0) =
(217 _3)7 f(0707 1) = (_172) y f(1707 1) = (_17 1)? L Y si fuera f(1707 1) = <O73)7

4. Para las aplicaciones lineales del ejercicio 1 obtener la matriz asociada en las bases
candnicas, el nicleo, la imagen y clasificarlas (obtener si son o no inyectivas, suprayectivas

o biyectivas).



5. Sean V,W K-espacios vectoriales y f : V — W aplicacién lineal. Demostrar que

dim V = dim Kerf + dim Imf.

6. i) Demostrar que los siguientes conjuntos son base de R3:

B; ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, Bs = {(1,-1,0),(1,0,—-1),(—1,1,1)},

Bs ={(1,1,-1),(0,-1,1),(=1,0,1)}.

ii) Encontrar las matrices de cambio de base en cada uno de los siguientes casos y utilizar
éstas para obtener a partir de las coordenadas en la primera base de v = (—1,2,1), las
coordenadas de éste en la segunda:

a) De By a By. b) De By a By. ¢) De By a Bs. d) De Bs a By. €) De By a Bs.
f) De B3 a Bs.

7. En los siguientes casos, obtener la matriz de f en las bases candnicas respectivas y
Mg, 5/ (f):

i) fi:R>— R?| fi(z,y,2) = (x + 22,2z +y+2), B=1{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
B ={(1,1),(1,0)}.

i) fo: R2 — R® | fo(z,y) = 2 +y,20 +y, o +2y), B = {(1,1),(1,-1)}, B’ =
{(1,1,1),(0,2,0), (0,—1,1)}.

iii) f3: R — R? | f3(z) = (x,3z), B={2}, B’ = {(1,1),(0,1)}.

iv) f1:R* — R fy(x,y,2,t) = 2—y+2, B ={(1,0,0,1),(1,0,1,0),(1,1,0,0), (0,1,1,1)},
B ={-2}.

v) f5:R2—R?| f(z,y) = (0,0), B=B={(1,1),(2,)}.

8. Sea B = {ui,us,u3} una base de R? y f un endomorfismo de R? tal que f(u;) = —uy,
f(uz) = uy + 2ug + 2us, f(ug) = —ug —usg. Supongamos que la matriz de cambio de base
de B a la base canénica es:

1 0 0

0 -1 1

0 1 0

Calcular:

i) Mp(f), Kerf e Imf.



ii) f~'(S) donde S = {(z,y,2) e R® | z —y = 0,y — 2 = 0}

9. Determinar una endomorfismo f de R? que verifique que Kerf = {(z,y,2) € R3 | 2z =

0}y £(0,1,1) = (2,1, —1).

10. Determinar una endomorfismo f de R? que verifique que Kerf = {(z,y,2) € R | x —

2y =0,x+2=0} eImf = {(z,y,2) ER® |z +y+2=0}.

11. Consideremos la base de R® B = {(1,-1,0),(0,1,—1),(1,0,1)} y la base de R?

B =1{(-1,1),(~1,0)}. Sea f: R® — R? una aplicacién lineal tal que

st = (% 4 0.

Calcular:

i) La matriz de la aplicacién f respecto de la bases candnicas respectivas.
ii) La expresion analitica de dicha aplicacién.

iii) El ntcleo y la imagen de f y bases de estos subespacios.

iv) Clasifica f.

12. Consideremos la base de R? B = {(1,—1),(0,1)} y la base de R* B = {(—1,—1,0),

(=1,0,1),(2,0,0)}. Sea f: R? — R? una aplicacién lineal tal que

1 0
MB,B(f) = 0 1
-1 1

Calcular:

i) La matriz de la aplicacién f respecto de la bases candnicas respectivas.
ii) La expresion analitica de dicha aplicacién.

iii) El nicleo y la imagen de f y bases de estos subespacios.

iv) Clasifica f.

13. Consideremos la base de R? B = {(1,—1),(0,1)} y la base de R B = {2}. Sea

f :R? — R una aplicacién lineal tal que



Calcular:

i) La matriz de la aplicacién f respecto de la bases candnicas respectivas.
ii) La expresion analitica de dicha aplicacion.

iii) El nicleo y la imagen de f y bases de estos subespacios.

iv) Clasifica f.

14. Consideremos la base de R® B = {(1,—1,1),(0,1,-1),(1,0,—1)}. Sea f un endo-

morfismo de R? tal que

Calcular:

i) La matriz de la aplicacién f respecto de la base canénica.
ii) La expresion analitica de dicha aplicacion.

iii) El ntcleo y la imagen de f y bases de estos subespacios.

iv) Clasifica f.

15. Consideremos la base de R? B = {(1,—1),(1,1)}. Sea f un endomorfismo de R? tal

Mp(f) = (8 })

que

Calcular:

i) La matriz de la aplicacién f respecto de la base canénica.
ii) La expresion analitica de dicha aplicacion.

iii) El nicleo y la imagen de f y bases de estos subespacios.

iv) Clasifica f.
Problemas de examenes

16. Sea

A=1|2 a+3 4
1 a+2 a+2



la matriz asociada al endomorfismo f de R? en la base candnica.

a) Determinar razonadamente los valores de a para los cuales f~! es aplicacién(valores
de a para los cuales A es invertible). ;Cuédl serfa la matriz asociada a f~! respecto de la
base canodnica? Obtenerla para el caso de que a = —2.

b) Para a = —1, calcula Kerf, Imf, dando ecuaciones bases y dimensiones de éstos.

c) Discutir segtin los valores de a y b si existe (x,y, 2) € R3 tales que f(z,y,2) = (1,2b,b).

17. En R3 se considera la base B’ = {uy, uz,u3} donde u; = (1,0,0), uz = (1,1,0)
wus = (1,1,1) y sea B = {ey, e2,e3} la base canénica.

a) Obtener las matrices de cambio de base de B a B’ y de B’ a B.

b) Sea f un endomorfismo de R3 dado por: f(u1) = uy + uo; f(us) = uy + usz; fuz) =
Uy — Usg.

-Hallar la matriz de dicho endomorfismo referida a la base B’.

-Hallar la matriz de dicho endomorfismo referida a la base candnica B.

-, Existe alguna relacion entre ellas? En caso afirmativo explicar dicha relacién.

c) Siv=ej + 2e3 — e3, hallar su imagen y expresarla en ambas bases.

18. En el espacio vectorial R? se considera la base B = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,-1)} y

sea f un endomorfismo de R? tal que:

-3 -3 0
Mp(f)=1| 4 3 2
2 2 =z

i) Calcula x para el cual f no es suprayectiva.

Para dicho valor de .

ii) Calcula la expresién analitica de f y su matriz respecto de la base canonica.
iii) Calcula bases del niicleo y de la imagen de f (Es f inyectiva?

iv) Calcula las coordenadas de f(1,1,1) respecto de la base B.



