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Ejercicios propuestos.

Aplicaciones lineales. Primeras propiedades y

ejemplos.

En este tema estudiaremos las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales que son
aplicaciones que respetan la estructura de espacio vectorial. El resultado mas importante nos dice
que cada aplicacion lineal viene determinada por las imagenes de los elementos de una base, lo
que permite asociar a una aplicacion lineal, una base del dominio y otra del codominio, una
matriz que representa dicha aplicacion respecto de dichas bases. Ademas introduciremos las
matrices de cambio de base, que permiten a partir de las coordenadas de un vector respecto de
una base, obtener sus coordenadas respecto de otra base.

Definition Sean Vy W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicacion
f: V> Wsedice que es una aplicacion lineal (también se llama homomorfismo) si
verifica las siguientes propiedades:

a) f(d+V) = W) + V), VU,V € V.
b)fla W) =a-f(H), Va e K, VU € V.

Remark «) Las dos condiciones anteriores equivalen a que se verifique
fla - d@+p V) =a - W) +B AV), VU,V e V, Va,f € K
b) Caso que V = W, a la aplicacion lineal f : V — V se le llama endomorfismo.

Example La aplicacion f: R? - R? dada por f(x,y,z) = 2x -y +3z,x +y —z) es un
homomorfismo.

Example Sea V = {(p : [0,1] - R | ¢ es continua en [0, 1]} = C([0,1]). La aplicacion
f:C(0,1]) » R definida por

o) = [ owds



es lineal.

Remark Sif: V — W es una aplicacion lineal, se verifican:
— —
a) f(0) =0
b) Si S <V, entonces f(S) < W.

c)Sig: W - Zes otra aplicacion lineal, entonces gof : V - Z es una
aplicacion lineal.

d) Si S < W, entonces f'(S) < V.

e) Si f es biyectiva, entonces f~' : W — V es una aplicacion lineal biyectiva.

Veamos que las aplicaciones lineales quedan totalmente determinadas por las imagenes de
los elementos de una base de su conjunto inicial:

Proposition Sean V, W espacios vectoriales, B = {u_f,u_g),,u_n)} una base de V'y

_ > > . r. . .7 .

Wi,Wa,...,W, elementos de W. Entonces existe una unica aplicacion lineal
—> —_—> .

f: V> Wtal que f(u;) =w;, 1 <i<n.

Tipos de aplicaciones lineales. Subespacios
asociados a una aplicacion lineal.

Definition Sea f: V — Wuna aplicacion lineal. Entonces diremos que f es Monomorfismo
si fes inyectiva; Epimorfismo si f es suprayectiva; Isomorfismo si [ es biyectiva;
Automorfismo si f es un endomorfismo biyectivo.

Asociados a una aplicacion lineal f'hay dos subespacios vectoriales que merecen destacarse:

Definition Sea f: V - Wuna aplicacion lineal. Definimos el Nucleo de f, como el
conjunto, que representaremos por Kerf, dado por

Ker(/)={ﬁ’eV|f(ﬁ’)=6>}

Notemos que Ker(f) = ! (Tl)) y eéste es un subespacio vectorial de V.

Definition Imagen de f, como el conjunto, que representaremos por Im(f),
Im(f) = {f(W) | Vi e V}

Asi Im(f) = (V) y es un subespacio vectorial de W. A la dimension del subespacio
vectorial Im(f) se le llama rango de f.

Una forma facil de calcular Im(f) nos la da el siguiente resultado:

Proposition Seaf: V — Wuna aplicacion lineal y B = {u_f,u_g),,u_n)} una base de V.
Entonces f(B) = {f(u_f> ,f(u_z) yee ,f(u_,D} es un sistema generador de Im(f).

Estos subespacios sirven para caracterizar el tipo de aplicacion que es f :



Proposition Seaf: V — Wuna aplicacion lineal. Entonces:
a) fes inyectiva < Ker(f) = 0.

b) fes suprayectiva < Im(f) = W.

Remark Se prueba que si V, W son finitamente generados y f . V - W es una aplicacion
lineal, entonces

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Example Estudiar si la aplicacion f - R® - R3 dada por f(x,v,z) = (z,x + y,—z) es lineal.
Calcular Ker(f) e Im(f). Clasificar f.

Example Idem paraf: R? —» R* dada por f(x,y,z) = (x + 2,y — z,x + y,x — y + 22).

Example Sea V = Rs[x] (polinomios de grado menor o igual que 3) y W = {g : R - R}
(funciones de R en R). Se define f : V — W por f(p(x)) = p'(x). Probar que fes
lineal y calcular Ker(f) e Im(f).

Matrices y aplicaciones lineales.

Matriz asociada a una aplicacion lineal.

Para manejarnos correctamente con las aplicaciones lineales, vamos a recurrir a las
coordenadas. Asi, si f': V' — W esuna aplicacion lineal, si B = {ll_l),ll_z), . ,u_m’} es una base de
V,ysiB' = {w_f, Wa,... ,w_’n} es una base de W, lo que se pretende es obtener las coordenadas
de W = f(u) en funcion de las coordenadas de W. Veremos que ésto se puede expresar en forma
matricial, obteniendo una matriz cuyas columnas no son sino las coordenadas de f(ﬁ,’) en
funcion de la base B' de W. Y ademas esto se hara de forma inequivoca, es decir, dada una
aplicacion lineal siempre tendra asociada una matriz, y dada una matriz, ésta siempre tendra
asociada una Unica aplicacion lineal:

Sean f: ¥ - W una aplicacion lineal, B = {u7,uz,...,u,  es una base de V, y
— — — — .
B = {wWi,ws,... ,W,,} una base de /. Dado u € V, sabemos que existen escalares ¢; tales que

m

- —

u= E a; - uj,
Jj=1

y como f'es una aplicacion lineal, se tendra

OR 2*) - 2 (@)

Por otro lado, como f1 (E]) € W, este vector podra ponerse en funcion de los vectores de la
base de W. Por tanto existiran coordenadas A;; tales que



@) =2 4V
i=1

Uniendo todas las igualdades tendremos

=

Pero al ser f1 (Tf) € W, resultard que

) = Zﬁi -w;
i1

Consecuencia de la unicidad de las coordenadas de un vector en una base, y de la igualdades
anteriores, se tiene, para cada 1 < i < n, que

Bi =D Ay
=1

Si introducimos la matriz
A A o A

At Axn - Ao

MBB’(/) = € Mnxm(K)a

lnl An2 lnm

cuyas columnas corresponden a las coordenadas en la base B’ de las iméagenes por f'de los
vectores de la base B, la relacion anterior puede ponerse de la forma

Bi ai
B o
. = MBB’(/) .
B Om

A la matriz My (f) se le llama matriz de f'en las bases By B' y permite obtener las
coordenadas en la base B’ de la imagen por f de cualquier vector a partir de sus coordenadas en la
base B.

Remark Si f'es un endomorfismo (V = W) y consideramos la misma base B en el
conjunto inicial y en el final, a Mpp(f) se le representard por Ms(f).

Example Seaf: R » R* la aplicacion lineal dada por
fx,y,z) = (x+z,y—z,x+y,x —y+2z). Calcular la matriz asociada a f en las
respectivas bases canonicas.



Example Seaf: R® » R* la aplicacion lineal de la que se conoce que
A1,0,0) = (3,2,-1,1),  fA(1,1,0) = (5,-4,1,-2), A(1,1,1) =(2,1,-6,3)
Calcular la matriz asociada a f en las respectivas bases canonicas.

Example (x) Seaf: R® — R? la aplicacién lineal dada por
fx,y,z) = Bx—2z,y —z,—~x + 4y + 5z). Calcular:

a) La matriz asociada a f en las respectivas bases canodnicas.

b) La matriz asociada a f cuando se consideran las nuevas bases
B = {(19390)9 (17072)7 (0949_2)} en R3 yBl = {(27 1)7 (493)} en Rz'

Operaciones con aplicaciones lineales y matrices.
Proposition Sean V, Wy Z espacios vectoriales. Entonces:

a) Sif, g : V - Wson aplicaciones lineales, a € Ky By,B, son bases de Vy W
respectivamente, entonces

MBle(f+ g) = MBle(f) +M5132(g) Yy MBle(a 'f) =a 'MBle(ﬁ

b)Sif:V->Wyg: W Zsonaplicaciones lineales y B, B», B3 son bases de
V, Wy Z respectivamente, entonces

Mp,p;(g°f) = Mp,p,(g)Ms,5,(f)

¢) Supongamos que dimV = m, dimW = ny B1,B, bases de Vy W
respectivamente. Sea [ : V — W lineal y denotemos por A = M3, s,(f). Entonces
rango(A) = rango(f) y ademads:

fes inyectiva < rango(A) = m
fes suprayectiva < rango(A) = n
fes biyectiva < rango(A) = m =n

d) Si B1,B> son bases de V'y W respectivamente y f : V — W es un isomorfismo,
entonces

MBIBZ (f_l ) = (MBJBz(f))_l

Matriz del cambio de base.
Cambio de base en un mismo espacio vectorial (Recordatorio; esta estudiado en
el tema anterior).

Vamos a realizar un recordatorio de una seccion vista en el tema anterior (Cambio de base en
un espacio vectorial), aunque este cambio ahora lo vamos a expresar a través de la matriz
asociada a una aplicacion lineal (que va a ser la aplicacion identidad, como vemos a
continuacion):

Sea V un espacio vectorial de dimension # y B una base cualquiera de V. Es evidente que la
matriz de la aplicacion identidad /dy (la aplicacion identidad es aquella que viene definida por
Idy(v) = v, Vv €V) respecto de la base B es la matriz identidad, es decir, Mpp(Idy) = I,. Sin
embargo esto no ocurre cuando se consideran en ¥ bases distintas, es decir, supongamos que B’
es otra base de V. A las matrices Mgy (Idy) y Mz z(Idy) reciben el nombre de matrices de



cambio de base. Veamos con un ejemplo como calcular estas matrices:

Example Dadas las bases de R?, B = {(1,1),(1,-1)} y B' = {(1,0),(2,1)}, hallar
Mpp (Idy2) y My g(ldy2). ;Qué relacion existen entre ellas?

Remark Como hemos visto en el anterior ejemplo, las matrices de cambio de base son
invertibles y se verifica

(MBB/ (]dV) )_1 = MB’B(IdV)

Matriz del cambio de bases en una aplicacion lineal.
Para hallar la matriz 4 asociada a una aplicacion lineal f : V' — W hemos tomado bases en V'
y en W, y respecto de ellas (calculando las imagenes de los elementos de la base de V' en funcion
de los elementos de la base de ) se determina 4. Pero si las bases iniciales en /'y W se cambian
por otras, la matriz asociada A’ sera distinta de la anterior, como hemos visto en el Example
anterior (*). Veamos cual es la relacion entre ambas matrices 4 y A', y como se puede
esquematizar facilmente su célculo:

Proposition Sean Vy W dos espacios vectoriales y consideremos bases distintas B1,B en V
y B2, B, en W. Entonces dada la aplicacion lineal f : V — W se verifica

MB’I,B’Z(ﬁ = MBz,B’z(]dW) x Mg, 5,(f) x Mp, 5! (ldy)

Remark Simbolicamente, la anterior igualdad puede representarse por
1d 1d
- vLw - Sw

/ MBI’B,J dy) M3z, 5,(f) 3 MBZ,B/Z(IdW)

— 1 — 2 > B,2

Remark La anterior igualdad suele expresarse en la forma
A = Q74P

Cuando se verifica una expresion de este tipo, se dice que A y A' son matrices
equivalentes.

Remark Asi, por ejemplo, si partimos de que conocemos la matriz asociada a una
aplicacion lineal f : R? — R? respecto de las bases canonicas Cgs, Cg2 y queremos
calcular la nueva matriz en bases B (de R?) y B' (de R?), el esquema anterior seria

1d

1d
R3———> ]R31)R2 ———’]RZ
M 1d
Mz (1dgs) Mc z.c,0 CR2,3’< 72) .
— R3 — C]Rz — B

v la nueva matriz resultante se obtiene de realizar el producto (observar como se
multiplican en orden contrario a como las matrices aparecen en el esquema
anterior)

MB,B’(f) = MCRz,B’(IdRz) X MCRa,CRz(f) x MB,C]Rs (Idg3)



mientras que si partimos de que se conoce la matriz asociada a una aplicacion
lineal f : R® — R? respecto de las bases bases B (de R?) y B' (de R?), Mg p(f), y
queremos obtener su matriz respecto de las bases canonicas Cgs, Cy2, el esquema
serd

R3_id_, ]R31>R2 __ﬁ]RZ

MCR3 B <1d]R3> My p (}? MB’,CRZ <1dm<2>
R3 — B > B —

CRZ
v la nueva matriz resultante serd
MCR3,CR2(f) = MB’,CRz (ldg2) x Mg g (f) % McRs)B (ldgs)

Para ilustrar estas igualdades, volvemos a realizar el apartado (b) del Example (x) :

Example Seaf: R® —» R? una aplicacion lineal que respecto de las bases canénicas tiene
por matriz asociada

3 0 -2
-1 4 5

Hallar la matriz asociada a f cuando se consideran las nuevas bases en R> y R?
dadaspor B = {(19390)9 (17072)7 (0949_2)} Yy Bl = {(27 1)7 (493)}

Caso particular: Matriz de un endomorfismo.
Suele ser habitual considerar el caso en el que f : V' — V es un endomorfismo, asi como dar

una nueva misma base B para el conjunto inicial y para el conjunto final. Veamos entonces como
funciona en este caso el cambio de base:

En este caso, y si consideramos que se quiere pasar de la matriz de f'en bases canonicas a la

matriz en una nueva base B, el esquema anterior seria (lo hacemos, por ejemplo, para R?),

]R3_id_, R31>R3 __I_d)R3

Ms.cgs (ldgs) Meys ) MC]R3’B<1d]R3>
— r3 > Cps —

y la nueva matriz resultante sera

MB(f) = MCR3,B(IdR3) X MCR3(f) X 1\/[3,0]R3 (IdR3)

pero como se verifica

Me,,sUdgs) = (M, (Idgs)) ™

se tendria que

Mp(f) = (M, (dp>)) ™ x Mey, (f) x My, (Idg)

Remark En este caso, se observa que la igualdad que nos permite obtener la nueva
matriz corresponde al tipo

A = P'AP
Cuando se verifica una relacién de este tipo, se dice que A y A' son matrices
semejantes.



Example Seaf: R3 —» R3 el endomorfismo que respecto de la base canénica de R tiene
asociada la matriz

2
A= 0

—_ = O

1
1
3

—

Hallar la matriz A" asociada a f en la nueva base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

Ejercicios resueltos.

1. (Junio 2011) Sea f : R? - R? una aplicacién lineal y consideremos la base de R> dada

por B = {ei1,ez,e3}, donde e; = (—-1,0,1), e = (0,1,1) y e3 = (0,—1,0). Supongamos que
x 0 -1
M3p(f) = 1 0 1
01 1

donde x € R cumple que f(e, + e2) = (1,0,2). Se pide
l.a  Probar que x = —1.

1.b  Calcular la matriz de f respecto de la base candnica de R* y su expresion analitica.

l.c Estudiar la inyectividad y suprayectividad de f, y calcular bases para su nucleo e
imagen.

Solucion:
(1.a) Se verifica

(1,0,2) = fle1 +ex) = fle1) +flez) = (xce1+1+e24+0ce3)+(0-e;+0-e2+1e3) =

=xe.e;+1lee+1-e3 =x(-1,0,1)+1(0,1,1) + 1(0,-1,0) = (—=x,0,-x + 1)
de donde se deduce que x = —1.

(1.b) Consideramos el esquema dado por

R3S RILR? 4R3
c B B c
Por tanto se tiene

Mc(f) = Mp.c(Id) x Mp(f) x Mcp(Id)

es decir
-1
-1 0 0 -1 0 -1 -1 0 0 -2 -1 1
Mc(f) = 0 1 -1 1 0 1 0 1 -1 = 0 0 -1
-1 1 0 0 1 1 -1 1 0 -4 -2 2

y la expresion analitica de f'es
-2 -1 1
foeyz)= 0 0 -1 y
-4 -2 2 z

=



(1.c) Vamos a resolver este apartado con la matriz obtenida en el apartado anterior:
Si calculamos primero la base para Im(f), como sabemos que se verifica

Im(/) =< (_2,0,—4),(—1,0,_2),(1,_1,2) >=< (_1,0,—2),(1,—1,2) >

por lo que Im(f) tiene dimension 2 (por tanto f no es suprayectiva). De aqui conocemos que la
dimension del ntcleo habra de ser 1; para hallar una base suya, hacemos

-2 -1 1 x 0

z=0
0 0 -1 y = 0 oL {
-4 -2 2 z 0

por lo que Ker(f) =< (x,—2x,0) >=< (1,-2,0) >, y también sabemos que f no es inyectiva.

2. (ler parcial, Febrero 2012) Sea f : R* — R3 una aplicacion lineal que verifica:
o Ker(f) = {(x,y,z) : 3y+z=0, 2x—y+z=0}
o f(1,0,1) = (1,1,-1)
o (0,1,—1) es un vector propio de valor propio A = 2
Calcular:
2.a  La matriz de frespecto de las bases canonicas.
2.b La dimension y las ecuaciones del nucleo y de la imagen de [y estudiar la inyectividad y
suprayectividad de la aplicacion.
2.c La matriz de f respecto de las bases B, de R* y B, de R>, siendo

By = {(1,1,0),(1,0,—1),(0,—1,1)}
B> = {(1,0,-1),(0,-1,1),(0,2,1)}

Solucion:
(2.a) Representaremos por A a la matriz buscada, que inicialmente supondremos que viene

dada por
ar by c
A= ar by ¢
as bs c3

y vamos a calcular todos estos coeficientes usando las condiciones que sabemos que verifica f :
® Como
Ker(f) = {(x,y,z) 3y+z=0,2x—y+z= 0} = {(x,y,z) cz=-3y,x= 2y} =
={@y.y,=3y) =< (2,1,-3) >
esto significa que f(2,1,-3) = (0,0,0) o lo que es lo mismo

air b1 ¢ 2 0
a, by c> 1 = 0
as bz c3 -3 0

que nos da lugar a un sistema de 3 ecuaciones con 9 incognitas.
® Def(1,0,1) = (1,1,—1) se obtiene otro sistema de 3 ecuaciones con 9 incognitas



air b1 ¢ 1 1
a by, ¢ 0 = 1
as bz c3 1 -1

® Como (0,1,—1) es un vector propio de valor propio A = 2, esto quiere decir que
f0,1,-1) = 2(0,1,-1), o lo que es lo mismo

air b1 ci 0 0
a, by c> 1 =2 1
as b3 C3 -1 -1

Resolviendo entonces los sistemas por separado

2a1+b1—3c1 =0 2a, +by -3¢, =0 2a3+ b3 —3c3 =0
ar+cy1 =1 a)+cy=1 as+cz =-1
bi—c1 =0 by—cy=2 by —c3 =-2
se llega a
a1=b1=01:%; a»=0,b,=3,¢c=1; a3 =0, b3 =-3, ¢c3 = -1
por lo que
172 172 172
A= 0 3 1
0 -3 -1

(2.b) En el apartado anterior tenemos dada una base para Ker(f) y sus ecuaciones vienen
dadas en el enunciado. Asi ya sabemos que su dimension es 1 (por lo que fno puede ser
inyectiva) y que la dimension para la Im(f) sera 2 (por lo que f'no sera suprayectiva). Ademas,

Im(f) =< (1/2,0,0),(1/2,3,-3),(1/2,-3,-1) >=< (1/2,0,0),(1/2,3,-3) >
Para hallar sus ecuaciones, planteamos el sistema dado por
(x,y,z) = a(1/2,0,0) + B(1/2,3,-3)
eliminamos o y By resultara y + z = 0. Por tanto, Im(f) = {(x,y,z) D y+z= 0}

(2¢.) Aplicamos el esquema tradicional

Id Id
R R3LR? KR?
B c C B)

Por tanto se tiene
MBI,sz(f) = ]\46‘,52 (Id) X Mc(/) X MB’l,C(Id)

es decir
-1
1 00 12 12 12 1 1 0 1 00
Mpp() =] 0 -1 2 0 3 1 10 -1 |=| -+ 12
-1 1 1 0 -3 -1 0 -1 1 + 00



3. (ler parcial, Febrero 2013) Sea f : R® — R? una aplicacion lineal que verifica:
£0,0,—1) = (10,-5,-3) y f{s) = 3 « s para todo s de S, siendo
S={0xz)eR :x+y+z=0}
Calcular:

3.a La matriz de f respecto de las bases canonicas.
3.b La dimension y las ecuaciones del nucleo y de la imagen de [y estudiar la inyectividad y

suprayectividad de la aplicacion.
3.c La matriz de f respecto de las bases candnica en el conjunto inicial y B' en el final,

siendo
B, = {(19_29 1)9(0929_3)9(19092)}

Solucion:
(3.a) Representaremos por 4 a la matriz buscada, que inicialmente supondremos que viene

dada por
ar by c
A= ar by ¢
as by c3

y vamos a calcular todos estos coeficientes usando las condiciones que sabemos que verifica f :
® Como £{0,0,—1) = (10,-5,-3), esto significa que

air b1 ci 0 10
an bz (63 0 = -5
as b3 C3 -1 -3

de dondec; = —10, ¢ =5yc3 = 3.
® Como sabemos como son las imagenes de los vectores de S (nos dice el enunciado que

f(s) = 3 +5), yse tiene que
S = {(x,y,Z) € R3 : x+y+Z = O} = {(xaya_x_y)} =< (1a0a_1)7(0a1a_1) >
tendremos que f{1,0,—1) = 3(1,0,-1) y f{0,1,-1) = 3(0,1,-1), o lo que es lo mismo

aq bl -10 1 1 aq b1 -10 0 0
ar bz 5 0 =3 0 5 ar bz 5 1 =3
as b3 3 -1 -1 as b3 3 -1 -1

dedondem =—7, ay = 5ya3 =0; ybl =—10, bz = 8yb3 =0

Por tanto,
-7 -10 -10
A= 5 8 5
0 0 3

(3.b) Sabemos que
Im(f) =< (-7,5,0),(-10,8,0),(-10,5,3) >
y como estos vectores son linealmente independientes (el determinante de su matriz es
claramente no nulo), sera Im(f) = R3, por lo que f'sera suprayectiva. Ademas se tendra que



verificar entonces que dim(ker(f)) = 0, por lo que sin calcularlo sabemos que f'es inyectiva y
que ker(f) = {(0,0,0)}.
(3c.) Aplicamos el esquema tradicional

R3LR? SR?
C B'

aQ

Por tanto se tiene
MC,B/(f) = MC,B/ x Mc(f)

es decir
-1
1 0 1 -7 -10 -10 -4 8 -4
Mgp(Hh=| -2 2 0 5 8 5 |=.=| - 4 -4
1 -3 2 0o 0 3 R . 1

4. (ler parcial, Febrero 2014) Sea f : R* — R* una aplicacion lineal que verifica:
f(s) = 2s para todo s de S, siendo

S={(@yzt)eR* : 2x—y+1=0,4z-1=0)
f(t) = —tpara todo t de T, siendo
T = {(x,y,z,t) eRY:t=0,x+y+z= O}

Calcular:
4.a La matriz de frespecto de las bases candnicas.
4.b La dimension y las ecuaciones del nucleo y de la imagen de f. ;Qué tipo de aplicacion

es?
4.c La matriz de frespecto de las base B en el conjunto inicial y la canonica en el final,
siendo
B = {(1707 170)9 (09 17072)9 (_190909 1)7 (19 1909_1)}
Solucion:
(4.a) Buscamos una matriz de la forma

que ha de cumplir una serie de condiciones. Como se tiene que
S={(yzt)eR : 2x—y+1=0,4z-1=0} =
= {(x,y,z,t) t=4z,y = 2x+4z} ={(x,2x +4z,z,4z)} =
=< (1,2,0,0),(0,4,1,4) >

T= {(x,y,z,t) eRY:t=0,x+y+z= 0} ={(xy,—x—»,0)} =
=< (1907_190)9(09 17_190) >
por las condiciones del enunciado (f{s) = 2s para todo s de S; f(t) = —t para todo t de 7), habra



de ser

o o v~
A N
N

(eI

0
4
1
4
1 0 0
) | o Y 1 |t
-1 -1 -1 -1
0/ \0 0 0

Resolviendo estos sistemas de ecuaciones se llega a que

01 1 -54

21 2 12
A =

00 -1 3/4

00 0 2

(4.b) Como el rango(4) = 4 (observamos que si permutamos las filas 1 y 2, la matriz es
triangular superior, por lo que es inmediato calcular su rango o su determinante), resulta que
dim(Im(f)) = 4, es decir Im(f) = R*, por lo que f'sera suprayectiva. Ademas podemos asegurar
que dim(ker(f)) = 0, por lo que f'sera también inyectiva (no es preciso calcular ker(f), ya que al
tener dimension 0, obligatoriamente ker(f) = {(0,0,0,0)}).

(4.c) En este caso se trata de usar el siguiente esquema (solo hay que realizar un cambio de
base en el conjunto inicial):
R4 — — SR4SR4
B c c
por lo que la nueva matriz pedida sera

Mpc(f) = Mcc(f) x Mpc = Ax Mpc =

3 9

01 1 -5/4 10 -1 1 1 -3 = &
212 e 01 0 o4 2 32
N - 3 3 3
00 -1 3/4 1 0 0 O -1 > T 7
00 O 2 02 1 -1 0O 4 2 =2

5. (ler parcial, Febrero 2015) Consideremos en R* los subespacios
V={@yzt)eR*: x—z=0x+y+z=0} y W=<(1,-1,1,0),(0,1,0,1) >
yseaf: R* - R* el endomorfismo que verifica:
ker(/) = V7 f(l,0,0,0) = (1a051a1)a f((),l,(),()) = (1,—2,1,—1)

5.a  Calcular la matriz asociada a f en bases canodnicas.

5.b  Probar que Im(f) = W, y clasificar f.

5.c Dada la nueva base B = {(1,2,0,0),(-1,0,2,0),(0,-1,0,2),(0,2,-1,0) }, hallar la

matriz de f en dicha base, Mg (f). NOTA: Se puede dejar indicado como producto de



matrices sin tener que obtener matrices inversas.

Solucion:
(5.a) Al ser £/{1,0,0,0) = (1,0,1,1) y /0,1,0,0) = (1,-2,1,—1), ya conocemos las dos
primeras columnas de la matriz pedida. Puesto que
ker(f) = V = {(z,—2z,z,t)} =< (0,0,0,1),(1,-2,1,0) >,

en particular se tiene que f{0,0,0,1) = (0,0,0,0) (por lo que también conocemos la cuarta
columna). Asi, serd

1 1 a O
0250

A =
1 1 ¢ O
1 -1 40

y la 3* columna la obtendremos de exigir que f{1,-2,1,0) = (0,0,0,0), de donde

1 1 1 0
02 40

A =
1 1 1 0
1 -1 =30

(5.b) El subespacio Im(f) esta generado por las columnas de 4, y como el rango de esta
matriz es 2 (podemos eliminar la 3* fila y la 4° columna; mientras que la 1* fila es la resta de la 4*
y 2%) podemos poner

Im(f) =< (1,0,1,1),(1,-4,1,-3) >

Para comprobar entonces que Im(f) = W =< (1,-1,1,0),(0,1,0,1) >, nos bastara con ver
que la matriz que forman los siguientes 4 vectores (los dos que hemos obtenido para Im(f) y los
dos que nos generan ¥ segun el enunciado) tiene rango 2:

1 0 11
1 413
1 -1 10
0 1 01

(lo que es inmediato, ya que tiene dos columnas iguales y la fila 1° es suma de la 3* y 4%).

Como dim(Imf) = 2, tendremos que dim(kerf) = 2, por lo que f'ni es inyectiva ni es
suprayectiva.

(5.¢) Aplicando el conocido esquema, resulta ser
MB,B(f) = MC,B x A x MB,C = ME,IC x A4 % MB,C =



1 -1 0 0 11 10 1 -1 0 0
20 -1 2 0 -2 40 2.0 -1 2 |
02 0 -I 11 10 02 0 -1
00 2 0 1 -1 =30 00 2 0
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aunque en el examen no se pedia que se calculase este producto.

6. (ler parcial, Febrero 2016) Sea R[x] el espacio vectorial de los polinomios de grado
menor o igual que 2, y se considera la aplicacién lineal f : Ry[x] — R* que a cada

polinomio p(x) = ax? + bx + ¢ le asigna el vector (p(0),p(1),p(2),p(3)). Se pide:
6.a Calcular la matriz asociada a f en las respectivas bases canonicas (Considerar {1,x,x*}

como la base canonica de R;|[x]).
6.b  Obtener el valor de f(2x* —x + 1).
6.c Hallar ker(f) e Im(f). Clasificar f.

Solucion:
(6.2) La 1? columna de la matriz viene dada por las iméagenes del ler vector de la base
canonica de R [x] (y lo mismo para la 2da y 3ra columna). Asi, y como

Sip(x) = 1 = f((1)) = ((0),p(1),p(2),p(3)) = (1,1,1,1)

Sip(x) =x = flilx)) = (p(0),p(1),p(2),p(3)) = (0,1,2,3)

Sip(x) =x* = fI(x*)) = (p(0),p(1),p(2),p(3)) = (0,1,4,9)
la matriz viene dada por

AN

I
e =
W NN = O
o b~ = O

(6.b) Se tiene que
f2x? —x+1) = (p(0),p(1),p(2),p(3)) = (1,2,7,16)
que es el mismo resultado que si hacemos
1
x> -x+1)=4| -1
2

(6.c) Sabemos que
Im(f) =< (1,1,1,1),(0,1,2,3),(0,1,4,9) >

y como estos 3 vectores son linealmente independientes, dim(Im(f)) = 3.
De esta forma, y puesto que



dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dimR;,[x] = 3

habra de ser ker(f) = {0}; por lo que f'sera inyectiva y no es suprayectiva (ya que
dim(Im(f)) # dimR* = 4).

Ejercicios propuestos.

1. Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones f : U — V son lineales:
U =R3V=R* dadapor f(x,y,z) = (z,x +y,~2,y — X).
U=R3V=R2 dadapor f(x,y,z) = (x +y +2z,0).
U=R3V=R3 dadaporfix,y,z) = (z,x +y,~z).

U = R* V =R2, dadapor f(x,y,z,t) = (x — 3y + 8¢,2x).

U=R3V=R3 dadaporflx,y,z) = (x+y+z,x+y—2z2).

U=R3V=R3 dadaporf(x,y,z) = (x =y +2z,y — z,x + 2z).

U =R3,V =R, dada por f(x,y,z) = x — 2y + 3z.

U = V = R;[x] (polinomios de grado menor o igual que 3), dada por f(p(x)) = xp'(x).
U =R3,V =R3, dada por f(x,y,z) = (x,1,y).

U=R3V=R2 dadapor f(x,y,z) = (x%,y +z).

PR om0 0 O

2. Enlos casos del ejercicio anterior en los que la aplicacion sea lineal, calcular bases para el
nucleo (ker(f)) y la imagen (Im(f)) y decir si la aplicacion correspondiente es inyectiva y/o
suprayectiva.

3. Sea B = {u,v} una base de R? y sea f'el endomorfismo de R? que cumple f{u) = 5u + 2v;
f(v) = 3u —v. Hallar la matriz asociada a f respecto de la base B.

4. Se considera la aplicacion lineal ' : R? - R3 que cumple f{1,0) = (2,3,-1)y
f(0,1) = (0,-2,3). Obtener las siguientes matrices asociadas: Mc,.c;(f), Mpc;(f) y Mc, » (f),
siendo C, la base candnica de R? y C; la base candnica de R3. mientras que las bases By B’
vienen dadas por

B ={(-1,2),(3,0)}; B' = {(0,0,-1),(0,2,1),(-1,1,4)}

5. Sea fun endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto de la base canoénica es

I 00
-1 01
300

Hallar la matriz asociada a frespecto de la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

6. Hallar la matriz asociada respecto de las bases canonicas de una aplicacion lineal
f : IR3 - IRZ que Cumplef(za Oa_l) = (573)7 f(oa 17_3) = (_495) Yf(_2>3,0) = (_974)

7. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justificando la respuesta):
a. Existe una aplicacion lineal inyectiva f : R3 — R* cuyo nucleo es

ker(f) = {(x,y,z); X—y+z= 0}



b. Existe un endomorfismo f : R? » R? tal que respecto de ciertas bases By B’ tiene por

matrices asociadas
1 2 11
M = M/ i =
85(f) <l3>y B,B(f) <OO>

c. El endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto de ciertas bases es

1 00
020
1 4 8
es biyectivo.
8. Sea
1 1 2
A= 2 a+3 4

1 a+2 a+2

la matriz asociada a un endomorfismo fde R? en la base canonica:

a. Determinar razonadamente los valores de a para los cuales /! es aplicacion (valores de a
para los cuales A es invertible). ;Cual seria la matriz asociada a /! respecto de la base
canonica? Obtenerla para el caso a = —2.

b. Paraa = -1, calcular ker(f) e Im(f), dando ecuaciones y bases y la dimension de estos
subespacios.

c. Discutir, segun los valores de a y b, si existe (x,y,z) € R? tales que f{x,y,z) = (1,2b,b).

9. EnR? se considera la base B = {u; = (1,0,0),u> = (1,1,0),uz = (1,1,1)} y sea
Cs = {e1,ez,e3} la base canonica.
a. Obtener las matrices de cambio de base de C3 a By de B a Cs.

b. Seafel endomorfismo de R3 dado por f{u1) = u; + uz; fuz) = uy + us;
fuz) = uz — us. Hallar la matriz de dicho endomorfismo referida a la base B y la matriz
referida a la base canonica C3. (Existe alguna relacion entre ambas matrices? En caso
afirmativo, expresar dicha relacion.

c. Siv = e+ 2e; — e3, hallar su imagen y expresarla en ambas bases.

10. EnR? se considera la base B = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,-1)} y sea un endomorfismo de R?
tal que

-3 -3 0
Mp(f) = 4 3 2
2 2 x

a. Calcular x para el cual fno es suprayectiva.

Para dicho valor de x :



b. Calcular la expresion analitica de /'y su matriz respecto de la base candnica.

c. Calcular bases para ker(f) e Im(f). ( Es finyectiva?

d. Calcular las coordenadas de f{(1, 1, 1) respecto de la base B.



