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TEMA 1.1.3: FORMULA DE TAYLOR EN
FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

PROGRAMA DETALLADO:

- Introduccion.

- Formula de Taylor. Ejemplos.

- Expresion del resto R, 4(x).

- Formula de McLaurin de algunas funciones elementales.

- Aplicaciones de la formula de Taylor en una variable.

- Calculo aproximado de expresiones numeéricas.

- Aplicacion a la determinacion de extremos relativos.

- Desarrollos limitados. Aplicacion al célculo de limites indeterminados.
- Ejercicios resueltos.

- Ejercicios propuestos.

Introduccion.

Las funciones elementales mas usuales (sin(x), cos(x), log(x),...) presentan grandes
inconvenientes cuando intentamos calcular el valor numérico que alcanzan en determinados
puntos (pensar, por ejemplo, los problemas que tendriamos si queremos calcular -sin ayuda de
calculadora- valores como sin(0.5), cos(%) , log(2),...). No ocurre ésto cuando se trata de
calcular en dichos puntos los valores que toman las funciones polinémicas,

p(x) = aopx” + a1x"' +...+a,, ya que las operaciones a realizar son simplemente sumas y
productos de niumeros.

Por tal motivo, tendra especial interés obtener expresiones que nos permitan aproximar éstas
u otras funciones elementales mediante polinomios.

Como es natural, cuando realicemos una aproximacion, sera preciso obtener estimaciones del
error que cometemos.

De todo ésto, es lo que hablaremos en el presente tema.

Una primera aproximacion al calculo de los valores de una funcion en un punto se obtiene a
partir del teorema de Lagrange, establecido en el tema anterior: Si f{x) es derivable en un entorno
del punto a, tendremos, aplicando este teorema en el intervalo (a,x), que

fx) = fla) + (x —a)f'(c)
siendo ¢ € (a,x). De esta forma, si el intervalo (a,x) fuese lo suficientemente pequefio (es decir,
si x esta lo suficientemente proximo al punto @), podriamos aproximar f'(c) por f'(a), por lo que
tendriamos en este caso que

f&x) = fla) + (x = a)f (a)



es decir, aproximamos la funcién f{x) por un polinomio de ler grado, aunque esta aproximacion
sera mas o menos buena segun sea la separacion entre los puntos x y a. Notemos que, bajo esta
suposicion, lo que estamos haciendo es aproximar, en las proximidades del punto a, el valor que
toma f'en un punto x, por el valor que toma la recta tangente en el punto a.

Lo que veremos en este tema es lo que ocurre cuando en lugar de aproximar una funcion por
un polinomio de ler grado (que es una recta), la aproximamos por polinomios de grado superior,
y veremos, en cada caso, como se puede acotar el error que se comete.

Formula de Taylor. Ejemplos.

Definition Sea f(x) una funcion que admite derivadas hasta el orden n en el punto a. Se
llama polinomio de Taylor de grado n para la funcion f en el punto a, al polinomio
siguiente

/ " n)
Pua(x) = fla) +f(a)(x - a) + %(x -a)’ + %(x —a)’ +. .+ﬂ— n('a_) (x
Example Para calcular el polinomio de Taylor de grado 4 en el punto a = 1 para la
funcion f(x) = log(x), aplicaremos la formula
! " 4)
Paga(6) = A1) 4/ (D= 1)+ L ey LD e yp o L0y

v si efectuamos los calculos, resulta ser
Pagi(0) = 0+ 1r= 1)+ 1= D2 + = 1’ + 22— D

Remark El polinomio de Taylor coincide con la funcion f(x) en el punto a, aunque, en
general, no coincidiran ambos en todo el dominio de f(x). En el ejemplo anterior
observamos que el polinomio obtenido y la funcion coinciden en el punto 1, aunque
en cuaquier otro punto diferente de 1 cada uno toma valores distintos:

X-(x-1)M4/4+(x-1)A3/3-(x-1)A2/2-1 ——
4 log(x) ——

Por tal motivo,tiene sentido considerar la diferencia entre la funcion fy su
polinomio de Taylor, es decir, una nueva funcion, que viene dada por

Rua(x) = flx) = Ppya(x)

v a la que llamamos Resto o Término Complementario de orden n de fen a.

Observamos que esta nueva funcion verifica que vale 0 si x = a, aunque, en

—a)"



general, serd no nula.

Es evidente que cuanto mejor conozcamos esta nueva funcion R, ,(x), mejor conoceremos la
aproximacion que existe entre f{x) y su polinomio de Taylor P,,(x). El siguiente resultado nos
da informacion sobre esta aproximacion:

Proposition Si fes derivable hasta el orden n — 1 en un entorno del punto a y existe " (a),
entonces se verifica que

Remark Cuando se verifica lo anterior, se dice que R, .(x) es un infinitésimo de orden
superior a n en el punto a, y se suele representar

Ria(x) = o((x —a)")

Remark Conclusion inmediata de esta ultima proposicion es que R, ,(x) se aproxima a
cero (0 lo que es lo mismo, el polinomio de Taylor aproxima mejor a la funcion) no
solo cuanto mds cerca estemos del punto a, sino también cuanto mayor sea el grado
del polinomio.

Example En la siguiente grafica vemos la representacion de los polinomios de McLaurin
de grados 2, 3 y 4 para la funcion f(x) = Jx+ 1, donde se observa que cuando el
polinomio es de grado mayor, es mejor la aproximacion entre el polinomio
respectivo y la funcion f(x), es decir, cada vez el mayor los valores de x para los
que hay coincidencia entre ellos.

3

sgrt(x+1) ——

-XN2[84X/241 ——
X"3/16-X12/8+x/24+1 —— |

5*X"4/128+X3/16-X1 248X 2+1 ——

2.5




Definition A [a expresion

JIx) = Pppa(x) + Ryalx)
es decir a

n)
fx) = fla) +f(a)(x — a) + ==+ f( ) (x—a)’+.. +f( ( ) (x—a)"+ Rua(x)
se le llama formula de Taylor de orden n para la funczon f en el punto a.

En el caso particular en que a = 0, a la formula de Taylor se le conoce como
formula de McLaurin

Ax) = A0) +£(0)x +f(°) 2 ...+f(")(0)x T Ruo(x)

Expresion del resto R, ,(x).

Con el objetivo de profundizar en el estudio de R, ,(x) veremos diferentes formas de expresar
este resto:

@® Forma infinitesimal: Si denotamos
_ Rn,a (x)
tendremos que se verifica
Rua(x) = (x—a)"a(x), con lima(x) = 0

A esta forma de expresar el resto se le llama forma infinitesimal, y serd utilizada
posteriormente para el calculo de limites. Veremos que, en esta forma de expresar el resto, no
es importante la forma del mismo, sino que nos interesara como es su comportamiento
cuando x tiende al punto a.

® Forma de Lagrange: Se prueba, utilizando el teorema de Cauchy establecido en el tema
anterior, que el resto puede expresarse en la forma

n+l)
Ruq(x) = j((;+—§c))!(x —a)™!

siendo ¢ un valor comprendido entre ¢ y x. A esta forma se le llama resto de Lagrange vy,
como veremos, sera la expresion que habitualmente usaremos cuando queremos hacer
aproximaciones numéricas u otras aplicaciones.

Remark A la expresion
/ n) n+l)
1) = fla) 41 @ =) + L ey e LD oy LD (e
se le llama formula de Taylor con resto de Lagrange, y es la que se suele utilizar la
mayoria de la veces.

Andalogamente, la formula de McLaurin con resto de Lagrange vendria dada
por

f(x) f(()) +f(0)x+ f( ) 2 _{_.H_*_f(n)(o) ng ﬂm—l)(c) xn+l

n! (n+1)!

siendo ¢ un valor comprendido entre 0 y x.



Formula de McLaurin de algunas funciones
elementales.

En esta seccion vamos a establecer la expresion para la formula de McLaurin de algunas de
las funciones mas usuales. Es aconsejable que el alumno se aprenda la expresion de las mismas,
ya que de esta forma, podra aplicarlas de forma directa (como veremos en ejercicios), sin
necesidad de tener que establecer la correspondiente formula.

Para este objetivo solo hemos de calcular derivadas sucesivas y aplicar la formula anterior:

Sx) = A0) +/(0)x + /©0) (0) x2 +.. +f(n;(!0) X"+ j((:i)(lc))' xl

Todas las funciones que aparecen a continuacion verifican que es sencillo establecer hasta su
derivada de orden n, ya que las sucesivas derivadas siempre cumplen un determinado patron. La
demostracion de estas formulas las puede realizar el alumno como ejercicio (estableciendo
previamente la derivada n — sima de cada una de las funciones) o verlas en el Anexo 1.1.3
incluido en el Aula Virtual. Con posterioridad veremos que es lo que hemos de realizar si nos
piden establecer la formula de McLaurin para una funcion de la que no sea sencillo establecer su
derivada de orden n.

@ Paraf(x) = e se tiene

e’ n+l
e—1+x+—+—+ +—+—
2t 3! (n+1)!

siendo ¢ un punto entre 0 y x (lo mismo ocurre en el resto de casos).

® Para f(x) = log(l + x) se tiene

_ 2 8 x* _pya w ()™
log(l +x) =x 5t 3 7] +...+(-1) +(=1) o
@ Para f(x) = sin(x) se tiene
_e_x x> X7 -t x>t
sin(x) = x TR i i +(=1) Gn = D)1 + Rouo(x)
siendo
sm<c+(2n+1) ) ]
R2n,0(x) (2n+ 1)'
@® Para f(x) = cos(x) se tiene
. ¥2 ot x6 ) R
cos(x) =1—- 2‘ T T e e A+(=1)" (2 )' + Rono(x)

siendo
cos(c + (2n + 1)%)
Q2n+1)!

2n+1

Rono(x) =

® Paraf(x) = (1+x)% cona € R, setiene
(1+x)* =1+ (?))H— (g);ﬂ + (g‘)ﬁ + (2 )x" + Ryp(x)

siendo

Ruo(r) = (@ )(1+0)



@ Para f(x) = sinh(x) se tiene

x

sinh(x) = x + 2— +£+—+ +L + Ronpo(x)
3' st 7 T 2n-1)! "
siendo
_ _cosh(c) un
Rano™) = 7 ™
@ Para f(x) = cosh(x) se tiene
2 x“ 6 2
cosh(x) = 1 + £ 5 ﬁ + o +...+ 2n) + Ronpo(x)
siendo
_ Sil’lh(C) 2n+1
RZU,O(X) - (2n+ 1)!

@ Otros desarrollos de funciones para las que se puede establecer su derivada n — sima:

l—lx =14+x+x2+x>+...+x" + R,0(x)
3x 1.3.5...(2]/1—1) x2n+1
arcsin(x) = x + = 6 + =5 40 +...+ 34620 on+l + Ront10(x)
n 2n+1
arctan(x) = x — )3—3 + xS_S - % +...+ (QQT + Rons10(x)

p1e3e5ee@n—1) y2n4
2. 4 6---(2n) 2n+1
7

argsinh(x) = x — % 33X e + Raoni0(x)

x X X X
argtanh(x) = x + & 3 Ll +2n+1

2n+1

+ Roni1,0(x)

@ Otros desarrollos para funciones de los que no es posible establecer su derivada n — sima
(por eso damos solo los primeros términos de los mismos):

2% 17x7
tan(x) = x + &~ 3 + G + 315 + R70(x)

Sx* L 61x6
sec(x) = 1+ & 2 50 T 0 + Res,0(x)

Aplicaciones de la féormula de Taylor en una variable.

Célculo aproximado de expresiones numéricas.

Normalmente no siempre serd posible sustituir en su dominio una funcion f{x) por un
polinomio. No obstante, esta sustitucion si que sera posible cuando se trate de un intervalo
cerrado en el que estén acotadas las sucesivas derivadas de f{x). La longitud del intervalo
dependera de la funcion y, como veremos en ejemplos, una variacion de dicha longitud llevara
aparejada, en general, una variacion del grado del polinomio.

Example Cdlculo aproximado del valor numérico del numero e.



3.4

Oerx ——

XN2[24x+1 ———
XN3/64X72/24x+1
32 XN/ 24+X7 364X 2/ 24xFT ——

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 11 115 1.2

Example Obtener el valor aproximado de 50 con error< 107 :

En primer lugar hemos de decidir que funcion consideramos y para la que sea
facil obtener su valor y el de sus sucesivas derivadas en un determinado punto a (es
decir, tenemos que escoger cual es la funcion para la que vamos a realizar su
desarrollo de Taylor, asi como cual es el punto a elegido para realizar su
desarrollo); ademas, tenemos que conseguir que al sustituir en esta funcion la
variable x por un adecuado valor, obtengamos el resultado que queremos calcular,

es decir, J50.

Inicialmente, podriamos considerar tomar f(x) = Jx, desarrollar ésta en un
punto a para obtener el polinomio de Taylor, y después sustituir en este polinomio x
por 50 para aproximar el valor que se pide. Sin embargo, y como suele ser habitual
considerar un desarrollo de McLaurin (a = 0), observamos que es imposible
calcular las derivadas de la funcion f(x) = Jx en el punto 0. Por ésto, vamos a
considerar la funcion f(x) = J49 + x, de la que si es posible calcular su valor y el
de sus sucesivas derivadas en a = 0 (es decir, podemos obtener su desarrollo de
McLaurin hasta el grado que consideremos),; con posterioridad, para aproximar el
valor de 50 le daremos a x el valor x = 1 en esta f(x), ya que

f1)=J49+1 = J30.

Vamos a aproximar la funcion f(x) = J49 + x por un polinomio de McLaurin
de grado 2, y acotaremos su error (este grado 2 también lo hemos elegido nosotros,
de manera que si al calcular el correspondiente error para este grado, éste fuese
menor que 1073, serd suficiente con aproximar por un polinomio de grado 2; sin
embargo, si éste no fuese menor que tal cantidad, deberemos aproximar por un
polinomio de grado 3 o mayor):

Como se verifica que
fix) =V49+x = f(0) =7

_ 1 -1

[ = ——=— = /"(0) = =

4/(49 +x)? 4.7




1 — 3 1 — 3
ey ety T

siendo 0 < ¢ < x = 1, tendremos que, aplicando

fx) = f0) +/(0)x +f(0) 2+f”(0)

resultard
3
-1 R —
8/(49+¢)’
X) =T+ -Lx+ 41324 x3

Jtx) 14 2! 3!
por lo que si aproximamos la funcion por este polinomio de segundo grado,
tendremos

1 =1

o) = A9 +x =T+ -Lx+ AT 2 = 1) = JAO+1 ~7+-L1+ 4112

14 2' 14 2!
donde el error cometido en esta aproximacion viene dado por
-3 -3
c 5
Error = | =20 13 < 8—“(439,“’13 ~3.7187 x 107 < 1073

(notemos que, en este caso, para acotar el valor del Error, hemos sustituido ¢ por
0 = 0, ya que el nuevo resultado obtenido es mayor que el inicial, puesto que ¢
aparece dividiendo en la expresion, y sabemos que 0 < ¢ < 1).

Como este error ya es menor que la cantidad pedida, serad suficiente con
aproximar por un polinomio de McLaurin de grado 2.

Por todo esto, obtenemos que
-1

J50 = J49 + 1 ~7+—1+ AT 12 = 7.0711

21

con error< 1073,

(Nota: El valor que resulta de calcular 50 en calculadora es de 7.071067...,
por lo que observamos que, efectivamente, el valor resultante de la aproximacion se
diferencia en menos de 1073 del verdadero valor).

Example Calcular el polinomio de McLaurin para el que la aproximacion de
f(x) = sinh(x) tiene un error menor que 10~ en todo el intervalo [-1,1].

Aplicacidn a la determinacion de extremos relativos.

En el tema anterior se recordaba la definicion de extremo relativo y la condicion necesaria
para que existiese el mismo (han de ser puntos criticos, es decir, puntos que verifican f'(x) = 0).
Puesto que esta condicion no es suficiente, puede probarse como la férmula de Taylor nos
permite establecer una caracterizacion de extremo relativo segun sea el orden de la primera
derivada no nula en el punto a. En concreto, se prueba que para que exista un extremo relativo en
un punto critico a, la primera derivada que no se anule ha de ser de orden par, mientras que todas
las derivadas de orden impar anteriores han de ser nulas. Cuando ocurre al revés, es decir,
cuando la primera derivada que no se anula es de orden impar, siendo nulas las derivadas pares
anteriores, no hay extremo relativo, sino que aparece lo que denominamos punto de inflexion.
Se ‘puede ver todo este desarrollo en el Anexo 1.1.3 incluido en el aula virtual.



Desarrollos limitados. Aplicacion al calculo de limites indeterminados.

Definition Se dice que una funcionf : I ¢ R - R admite un desarrollo limitado de orden n
en el punto a € I, si existe un polinomio de grado n tal que para x € I se verifica

fx) =ao+a(x—a)+ar(x—a)’ +...+a,(x —a)" + o((x —a)")

siendo o((x — a)") un infinitésimo en el punto a de orden superior a (x —a)", es
decir, una funcion que verifica

ox-a)") _,

limo((x - ") = 0 tal que lig XE=2)

Remark Notemos que la expresion anterior es muy parecida a la que nos da la formula
de Taylor, aunque expresando el resto de la forma o((x — a)"). Por tanto, puede
deducirse sin problema que si una funcion puede desarrollarse por Taylor, éste
desarrollo también es lo que llamamos desarrollo limitado. Por tal motivo, y en lo
que sigue, hablaremos indistintamente de desarrollos limitados en el punto a o de
desarrollos de Taylor en el punto a.

Antes de ver como estos desarrollos nos van a servir para resolver limites indeterminados, es
aconsejable que le prestemos especial atencion a la siguiente propiedad, que por comodidad
vamos a enunciar en el punto @ = 0, aunque podriamos considerar un punto a cualquiera:

Proposition (Operaciones con desarrollos limitados) Sean [y g dos funciones que admiten
desarrollos limitados de orden n en el punto 0, siendo sus respectivos polinomios
p(x) y q(x). Entonces:

a) La funcion f £ g admite en 0 un desarrollo limitado de orden n, siendo su
polinomio el obtenido de hacer p(x) £ q(x).

b) La funcion producto f + g admite en 0 un desarrollo limitado de orden n,
siendo su polinomio el obtenido al prescindir en el producto de polinomios
p(x) « q(x) de todos aquellos términos de grado mayor que n.

c) Si g(0) # 0, la funcion cociente % admite en 0 un desarrollo limitado de
orden n, siendo su polinomio el obtenido al dividir p(x) entre q(x), ordenados
segun potencias crecientes de x, hasta grado n.

d) Silim,, f(x) = 0, la funcion compuesta g o f (suponemos que existe dicha
composicion) admite en 0 un desarrollo limitado de orden n, siendo el polinomio
del propio desarrollo el obtenido de suprimir en la composicion q o p los términos
de grado mayor que n.

Example Utilizando la propiedad anterior, y a partir de los desarrollos de McLaurin de
flx) = e*yg(x) = log(1 +x), obtener los desarrollos de McLaurin de:

a) La funcion suma (f+ g)(x) = e* + log(1 + x).
b) La funcion resta (f — g)(x) = e* — log(1 + x).
¢) La funcion producto (f + g)(x) = e* « log(1 + x).



Example Utilizando la propiedad anterior, y a partir de los desarrollos de McLaurin de
flx) = sin(x) y g(x) = tan(x), obtener los desarrollos de McLaurin de:
a) La funcion cociente <£> (x) = sint) tan(x).

cos(x)

b) La funcion compuesta (fo g)(x) = f(g(x)) = f{tan(x)) = sin(tan(x)).

Aplicacion al calculo de limites.

Para la resolucion de ciertas indeterminaciones, un método bastante eficaz consiste en
localizar expresiones equivalentes a la dada (es decir, expresiones que tienen el mismo limite que
la original) mediante la obtencion de desarrollos limitados de las funciones elementales que
componen dicha expresion. Como veremos, de esta forma resolveremos facilmente la
indeterminacion, puesto que los limites resultantes son siempre limites de polinomios.

Example Calcular
: 3y 3
lim sin(x”) — tan(x”)

x-0 x9
.ro 1
(Solucion: —=)

Remark Recordamos que la regla de L’Hopital solo permite resolver indeterminaciones
de la forma % y/0 = . Sin embargo, este nuevo procedimiento deTambién podemos
resolver limites cuando x — o (para realizar un desarrollo en el punto « primero
realizaremos un cambio de variable haciendo y = -, de manera que al nuevo limite
lo resolveremos mediante desarrollos de McLaurin, ya que la nueva variable y — 0)
y/o que correspondan a otro tipo de indeterminaciones. Lo vemos en los siguientes
ejemplos.

Example Calcular, utilizando desarrollos, los siguientes limites:

a) }Ci}g(cos J%Cz)x b) }Hg(ﬁ log<cos<%>> + % sin(%))

(Solucion: (a) e™; (b) 0)

Ejercicios resueltos.

1. Probar, utilizando desarrollos de McLaurin, la desigualdad
ef>1+x

para todo x € R.

Solucién: Esta desigualdad ha sido probada en el tema anterior aplicando el teorema de
Lagrange. Veamos como puede probarse también utilizando desarollos de McLaurin:

La desigualdad es trivial, puesto que si realizamos un desarrollo de grado 1 para la funcién
e*, tendremos que

e* = 14 x+ Resto
pero se verifica que



e*=1+x+Resto>1+x
puesto que trivialmente se tiene que

Resto =

2. Idem para

Sin(x) xz . T
0<1-302 <L sixe (0,.2)

Solucién: Puesto que x no se anula, la desigualdad equivale a probar que

i X .
0 < x—sin(x) < 5 six € (0,2>

La primera parte es inmediata, ya que al ser sin(x) < x (lo hemos probado en uno de los
ejercicios resueltos del tema anterior), tendremos que

0 < x—sin(x)

Para la segunda parte, probaremos que
) 3
sin(x) —x + XT >0
pero esto es inmediato, ya que si consideramos el desarrollo de McLaurin para la funcién sin(x),
se verificara que
sin(x) —x + X _ (x +Rest0> X+ 2 x + Resto
2 3! 2 3
y esta ultima cantidad es trivialmente posmva puesto que
3 AIG] 3 sin(c)
X oo X 4
4— + Resto = <t x* >0
3 3 4! 3 4!
al serx € (O,%) yc € (0,x).

3. Calcular la raiz

244

con un error maximo permitido de 10~

Solucién: El nimero mas cercano a 244 y que tiene raiz quinta exacta es 243 (33 = 243). Por
tal motivo, consideraremos la funcion f{x) = §243 + x y a ésta serd la que aplicaremos su
desarrollo de McLaurin (ya que, tanto los valores de esta funcién como los de sus derivadas en el
punto xo = 0 son inmediatos de calcular). Cuando tengamos este desarrollo, lo usaremos para
obtener f{1), que es el valor que se nos pide aproximar (ya que f{1) = {244).

A partir de f(x) = {243 +x obtenemos (inicialmente vamos a aproximar por un polinomio
de 2do grado, y acotaremos su error)

A0) =35 f(0) = ;S (c) = 36

39’ 1254243 + )™

1 /1(0) =5

34’

con 0 < ¢ < x. De esta forma, resulta



f) = {283 7x = f0) +f O+ LD 2 LD 1o

34—l 2 4,1 36 x3

5.37 0 25.377 6 1550243 + )

_ 1 2 2
1) = §244 =3+ 1- 1 =~ 3.002465
S 5.34 25.3°

Asi, tendremos que

con error dado por

R=1L 6 .10

13<l 36 _
125,/(243+c)14 6125,5/(—243+0)14 125 - 314

Si el error no nos hubiese dado menor que 107, deberiamos de aproximar por un polinomio de
McLaurin de grado mayor que dos.

4. Utilizar el desarrollo de McLaurin para la funcion arctanx y la identidad

= 4arctan 1_ arctan L

4 5 239
para obtener el valor de 7 con error menor que 107>,

Solucién: Calculamos, en primer lugar, el desarrollo para la funcion dada. Vamos a
aproximar por un polinomio de grado 5 (asi el resto estara en grado 6); si para este polinomio el
error no fuese menor que 107>, entonces deberiamos de aproximar un polinomio de mayor grado:

Por ser una funcion donde sus derivadas sucesivas son cada vez mas largas de escribir, las
mismas las hemos obtenido con la ayuda del programa wxMaxima, resultando ser

f0) = 0; £(0) = 1; £'(0) = 0; /" (0) = =2; f@(0) = 0; [5(0) = 24

(o) = __120c . _3840c’ _ _3840c
o 1+t 1+ (Q+c2)°

donde 0 < ¢ < x.
Usaremos entonces la formula de McLaurin para aproximar las cantidades pedidas:

s =400 4 (1) +F (1) + 4 ()
#0500 ")

4arctan% = 4(% - %(%)3 * %(%Y)

~ (0.78959

donde 0 < ¢ < +. Asi,

siendo el error el dado por



1 720¢ 3840¢3 3840¢° 1)°
Resto = —| — + - =
6!< 1+t (1+2) (l+c2)6><5>
3
o1 m0.0 ,3840(5)  3840.0° (L) -
5 6
O\ (@) 07 (1+(H)?%)
~2.7307 x 107°

yaque 0 < ¢ < +.
De igual forma,

arCtanﬁ_0+123_9+_(239> 2($>3+4%(ﬁ>4+

(k) + LA ()

donde 0 < ¢ < 23—9 Asi,
11 _ 1 LY
arctan 535 = 539 (239) 5 (239)
~4.1841 x 1073
siendo
1 720¢ 3840¢3 3840c5 1 \°
Resto = —| — + -
6!< I+ (1+e2)’ (1+c2)6>(239>

<

L 7200 3840(2;_95)3_ 84008 (1 )6
NI S I N (ES DA

~2.0961x 107!

En definitiva, resulta ser, dentro del margen de error establecido (y que viene dado por el
mayor de los dos errores)

1 _ 1 . _ 3 _
4 = 4arctan 5 arctan —— 339 0.78959—-4.1841 x 10 0.78541

de donde
m~0.78541 4 =3.14164

5. Dada la funcién
1 + 2xarctan(x)

x =
S 1 +x?
se trata de calcular sus extremos absolutos en los siguientes conjuntos:
a) En | < & b) En x| < 2 ¢) En todo R

Solucién: Por lo que conocemos de la teoria, los extremos absolutos de una funcion continua
se encuentran en los extremos del intervalo o pueden encontrarse en su interior, en cuyo caso,
éstos también son extremos relativos. Por tal motivo, hallaremos los extremos relativos de esta
funcidn (con que hallemos los puntos criticos es suficiente) en cada uno de los conjuntos dados y
evaluaremos f'en ellos, asi como también en los extremos de los correspondientes intervalos.
Donde se obtenga el mayor (resp. menor) valor estard el maximo absoluto (resp. minimo).



Para calcular los puntos criticos, resolvemos
(2 — 2x?) arctan(x)
fx) = =

5 0
(1+x?)

que tiene por soluciones {1,—1,0}.
(a) En x| < L, es decir, six € [ -4, ], solo esta incluido el punto critico x = 0. Asi, al

ser f(0) =1 yf(—%) :f<%> = 1.1709, resulta que el minimo absoluto se alcanzard en x = 0,
mientras que el maximo absoluto estard en los puntos x = i%.

(b) En este caso los tres puntos criticos estan en el intervalo considerado. Al ser f{0) = 1,
1) = f(-1) = 1.2854, y f(2) = f{-2) = 1.0857, el maximo absoluto estara en x = £1 y el

minimo absoluto en x = 0.
(c) También ahora los tres puntos criticos son interiores al intervalo considerado (siendo

f0) =1, 1) = f{-1) = 1.2854), mientras que los valores que alcanza la funcién en los
extremos del intervalo vienen dados por

. .. l+4+2xarctan(x)
) =2 =9

(éste limite puede resolverse utilizando L’Hopital). Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en
x = %1 y no tiene minimo absoluto.

6. (ler parcial, febrero 2017) Determinar el valor de los siguientes limites:
. 3
sinx —x + X
limx(cos L — 2~ b) lim 6

@) H’OX< x ¢ ) ) =0 x2(2 — 2cosx — x%e*)

Solucion:
(6.2) Se trata de una indeterminacion del tipo oo « 0, que podremos transformar en % sila

escribimos en la forma

cos L — ¥

limx<cos % - e2/x> = lim—*——
X—00 X—>00 1
X
Si aplicamos L’Hopital,
| 1 w2
1 2/ —sin—(—-——+) — —=
1 2/x> cosy —e™ — 1; SlnX( x2> € ( x2>

limx(cos ¥ —e€ = lim X
X—00

X—00

x 2

~ lim(-sinL —2¢*) =0-2 -2

También podemos resolver este limite utilizando desarrollos de McLaurin, aunque
previamente tendremos que realizar el cambio y = -, es decir,

}an.gx<cos % - e”") = %}1_{1()1 %(cosy —e¥)

Este ultimo limite lo resolvemos utilizando los correspondientes desarrollos de McLaurin y

simplificando:
_rLr - @)’
lim < (cosy — €?) = lim [1 x T a ] [1+(2y)+ o +} )
y—»O y y—»O y
= lim|:—2—5—y+ :| =2
»-0 2

(6.b) Podriamos aplicar L’Hopital o usar desarrollos de McLaurin. Si lo hacemos de esta
segunda forma,



; i I:_i x :I_ x3
sinx — x + ] x-S+ E X+

lim = lim
x=0 x*(2 —2cosx — xex) =0 x2(2-2[1-4r+ 4 — ] =x[1+x+ 5+ ])
XS
o T :_L:_l
= lim =5 51 120

7. (ler parcial, febrero 2017) Obtener un adecuado polinomio de Taylor de grado 2 para la
funcion
Y dt
fi) = |
I 0 J1+£

Utilizar este polinomio para aproximar el valor de

I ,/1+x

acotando el error cometido.

Solucién: Vamos a utilizar un desarrollo de McLaurin de grado 2 para f(x), ya que en el
punto a = 0 es facil tanto calcular el valor de f como de sus derivadas sucesivas, como vemos a
continuacion:

No es preciso calcular la integral que nos da la expresion de f(x) (ademads es imposible, ya
/1_3 no tiene primitiva), sino que como vamos a usar la formula
1+

que

fx) = f(O)+f'(0)x+f() x? + Resto

lo que necesitamos es calcular el valor de /'y de sus sucesivas derivadas en x = 0, lo que es
inmediato, puesto que

0
dt
)= —=—=0
'[ 0 J1+7
mientras que, por el teorema fundamental del Calculo, sabemos que

SN W7 S B
16) = e = 0 - =

De esta forma, y como
f%m———u+ﬁ)”x = 1"(0) = 0
resultara ser

f(x)zJ-x — At _041.x+ 0524 Resto = x + Resto

0 J1+7 2!
Por ello, si aproximamos la funcion por la parte polindmica de este desarrollo, tendremos
0.5
dx
—— =0+1:0.5=0.5
IO J1+x3

con error dado por

fll

Error = ‘

siendo 0 < ¢ < 0.5,y como



27x* — 12x | (1 + x3)°

) =
4/ +x3)°
se tiene
27¢4 = 12¢,/(1 + ¢3)? 4_
Error 0.5)°] < | L2705 =12(0) 5331 _ ¢ 0oss

1 1
3! 4Ja+c3) 34 fa 03

(NOTA: El valor que se obtiene para Ig.s % utilizando un adecuado método numérico (ya
+x

que esta funcion carece de primitiva) es de 0.492 58, por lo que observamos que la diferencia

entre el valor obtenido al aplicar la formula de McLaurin y el verdadero valor de la integral es

menor que el error obtenido).

Ejercicios propuestos.
Ver ejercicios en ficheros Ejercicios temal.1.2y3.pdf y ANEXO1.1.3-completo.pdf, incluido
en el Aula Virtual.



