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Introduccion.

Las integrales iteradas o integrales multiples son una extension natural del concepto, ya
estudiado en el tema 9, de integral definida de Riemann sobre un intervalo [a, b]. Resultaran de
especial interés por sus aplicaciones, las extensiones a funciones de dos variables sobre dominios
acotados de R? (integral doble) y de funciones de tres variables sobre dominios acotados de R>
(integral triple).

Las notaciones usuales que se emplean para este tipo de integrales, en coordenadas
cartesianas, son:

FUNCION DOMINIO NOTACION
Sx) [a,b] = R _fo(x)dx
%) D c R? [ fix.y)dxdy
f(xayaz) V< R3 J‘J.J‘ Vﬂx,y,z)dxdydz

fx,x2,..,x,) I R” .[---_flf(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn

Como en el caso de la integral simple de Riemann, las definiciones de estas integrales a
través de limites de sumas tienen un caracter abstracto. No obstante, sus diversas interpretaciones
dardn lugar a una gran variedad de aplicaciones, sobre todo en Fisica e Ingenieria.



Como caso particular de la integral multiple, la integral doble de Riemann vendrd a
formalizar un concepto sencillo e intuitivo, el de volumen, de manera que uno de los objetivos de
este tema serd el de dar sentido a la expresion

V= ”Df(x,y)dxdy

siendo D un dominio cerrado de R?> yf': D — R una funcién acotada en D, de forma que V sera
un niimero que representard, si f{x,y) > 0, el volumen de la regién de R* comprendido entre la
superficie z = f{x,y) y su proyeccion sobre D, como se observa en la siguiente figura (en la
grafica el recinto de integracion aparece representado como el rectangulo R):

Va a existir una gran similitud entre las definiciones (y por tanto, de propiedades y
aplicaciones), de la integral multiple con las ya estudiadas para la integral simple de Riemann.
De hecho, se intentard, en lo posible, seguir un camino totalmente paralelo: En sintesis, el
proceso consistira en plantear particiones cada vez mas finas del dominio de integracion, lo que
permitird definir la integral superior y la inferior; de aqui, se llegard a la definicion de integral
multiple de Riemann de una funcion acotada en un intervalo compacto de R” a través de un
limite, cuando el diametro de la particién tiende a cero.

No obstante, y aunque al introduccion del concepto de integral multiple puede hacerse
directamente para R", se introducird por separado para la integral doble (y de forma semejante se
haré para la integral triple). Como Apéndices se introduciran las integrales de linea y de
superficie, aunque no son materia para esta asignatura (se estudiaran en la asignatura de
Matematicas II).

Integral doble de una funcién acotada en un
rectangulo R de R? : Definiciéon y propiedades.

Definition Se llama rectingulo de R* al conjunto definido por

R=[a,b]x[c,d] = {(xy) e R} a<x<bc<y<d})

Definition Se llama particion P del rectangulo [a,b] % [c,d] a un conjunto P = P x P,
donde P, es una particion del intervalo real [a,b] y P> es una particion del
intervalo [c,d].

De esta forma, si P, divide a [a, b] en m subintervalos unidimensionales y P, divide a [c,d]
en n subintervalos, P = P; x P, determinara una descomposicion de [a,b] x [c,d] enm « n



subrectangulos, a los que denotaremos por Ryi, Ri2, ..., Rus. Unailustracion de este concepto
aparece en el siguiente grafico:

Definition Se llama norma de la particion P de R = [a,b] x [c,d], y se representa por
P, al maximo drea de los subrectingulos en los que P divide al rectangulo R.

Definition Una particion P de [a,b] x [c,d] se dice que es mas fina que otra particion Q de
[a,b] x [c,d], si cada P; es mas fina que la correspondiente Q; (es decir, si todo
subrectangulo de Q es union de subrectangulos de P) y si |P|| < ||Q]|. Lo
representaremos por P/_Q.

Sea entonces R = [a,b] x [c,d] un rectangulo compacto de R? , /' : R — R una funcién
acotada y P una particion de R en subintervalos R11, Ri2,..., Rus. En cada uno de los
subrectangulos se consideran los valores extremos que alcanza f, a los que denotaremos por

m; = inf{f(x,y); (x,y) € Ri,-}, M = sup{f(x,y); (x,y) € Rii}~

Definition Llamaremos suma inferior y suma superior de la funcion f(x,y) respecto de la
particion P en [a,b] x [c,d], a los numeros reales definidos, respectivamente, por

s(f,P) = szij(xm - xi)Vjin1 —¥j)s S, P) = ZZMU(X”I _xi)(yjﬂ _yj)

=0 j=0 =0 j=0

Remark Por lo tanto, el volumen del cuerpo que limita la superficie z = f(x,y) estard
comprendido entre s(f,P) y S(f,P), es decir

s(LP) < V< S(.P)

Podemos observar graficamente, al igual que ocurre con la integral simple, como estas sumas
aproximan el volumen que queremos obtener:



(la suma inferior aproximaria el volumen "por debajo", mientras que la suma superior lo
aproximaria "por encima").

Enunciaremos ahora unas propiedades, que verifican este tipo de sumas, cuyas
demostraciones son analogas a las de la integral simple de Riemann, y que seran de gran utilidad
en la definicion de la integral multiple:

Proposition En las anteriores condiciones, si u(R) es el area del rectangulo compacto
R = [a,b] x [¢,d], es decir u(R) = (b —a)(d - ¢), y si denotamos por
m = inf{f(x,y); (x,y) € R}, M = sup{f(x,y); (x,y) € R}, se verifican:

(@) s(f,P) < S(f,P).
(b) s(f,P) > m « u(R).
(c) S(f,P) < M« u(R).

es decir,
m -+ u(R) < s(f,P) < S(,P) < M- u(R)

Proposition En las anteriores condiciones, sean P y Q dos particiones del rectangulo
compacto R = [a,b] x [¢,d], con P/_Q. Entonces:

(@) s(f,P) = 5(/,Q).
(b) S(f,P) < S(£,Q).

Remark La anterior propiedad nos indica que cuanto mayor sea el numero de
subrectangulos que tomemos en una particion del rectangulo inicial, tanto mejor
serd la aproximacion al volumen que se obtiene. Se observard mejor en la grdfica
que se incluye en el primer ejemplo desarrollado mas adelante.

Proposition Si Py Q son dos particiones arbitrarias del rectingulo compacto
R = [a,b] x [c,d], siempre se verifica que s(f,P) < S(f,Q).

De esta forma, observamos que si se toman particiones cada vez mas finas del rectangulo
compacto R = [a,b] x [¢,d] y con norma tendiendo a 0, se obtiene una sucesion monotona
creciente de sumas inferiores y una sucesion monodtona decreciente de sumas superiores. Como la



primera sucesion
st <85y <...<s, <...
esta acotada superiormente por M - u(R), y la segunda sucesion
S1=>282>2..>28,>...
esta acotada inferiormente por m - u(R), ambas sucesiones seran convergentes. Asi, tiene sentido
considerar la siguiente definicion:

Definition Se llama integral inferior de Riemann de f en el rectangulo R=[a,b] x [c,d], y se
representa por I_R 1, al numero limite de la sucesion de sumas inferiores obtenidas

al considerar una sucesion de particiones de R cada vez mds finas y con norma
tendiendo a cero; se llama integral superior de Riemann de fen R, y se representa
por IR 1, al limite de la correspondiente sucesion de sumas superiores, es decir,

j f=lim{s(/Py);... LP,LPu i L...LPy, [Py > 0
-R

I_fz lim{ S P.);. .. Py L Py L L Py, [Py > 0
R

Remark Notemos como la integral inferior aproxima al volumen "por debajo", mientras
que la integral superior lo aproxima "por encima". Ademas, se verifica de forma
inmediata,

Sl

Definition En las anteriores condiciones, se dice que una funcion acotada
f:[a,b] x [c,d] = R* > R es integrable Riemann (o simplemente integrable) en el

intervalo R si i
=1

es decir, si el valor que se obtiene al aproximar por las sumas inferiores coincide
con el valor de aproximar por las sumas superiores.

En tal caso, al numero real definido por cualquiera de ellas se le llama integral
doble de Riemann de f en rectangulo compacto R = [a,b] x [c,d] y se representa
por

I J. . fx,y)dxdy

Veamos unas propiedades andlogas a las ya conocidas para el caso de la integral simple:

Proposition (Criterio de integrabilidad de Riemann). Sea R el rectangulo compacto
R = [a,b] x[c,d]yf: R - R acotada. Entonces, f es integrable Riemann en R si y
solo si para cada &€ > 0 existe una particion P de R tal que S(f,P) — s(f,P) < ¢.

Al igual que ocurre en el caso de la integral simple, otra forma de calcular el valor de una
integral doble, supuesta que la funcion f{x,y) es integrable en el rectangulo R = [a,b] x [c,d] es



por medio de las llamadas sumas de Riemann, que son expresiones de la forma

DD fEnn) ARy

=1 j=1
siendo (&;,n;) un punto cualquiera del subrectangulo R;; y AR;; el area del mismo.

Estas sumas tienen la ventaja (sobre las sumas superior e inferior establecidas anteriormente)
que no hemos de conocer el valor maximo y/o minimo que alcanza la funcion en cada

subrectangulo de la particion, sino que podemos considerar el valor que queramos de los que
toma f'en el mismo.

Remark Desde un punto de vista grdfico, se puede observar como la aproximacion que
nos dan estas sumas del volumen que se pretende obtener es tanto mejor conforme
se van considerando particiones cada vez mas finas (es decir, tomando mds
subrectangulos en la particion). Se ilustra en el siguiente ejemplo.

Example Supongamos que queremos aproximar el volumen comprendido entre el
cuadrado R = [0,2] x [0,2] y el paraboloide eliptico z = 16 — x* — 2y?. Para ello
dividiremos el rectangulo R en 4 cuadrados iguales y tomaremos como punto (&;,1;)
la esquina superior derecha de cada cuadrado R;.

Si aproximamos el volumen mediante la correspondiente suma de Riemann,
tendremos
2 2

ZZﬂéiﬂb) AR; =f(1,1) AR +f(1,2) AR+ f(2,1) ARy +f(2,2) AR»n =

=1 j=1
=13.1+7-1+10-1+4.1=234

Este es el volumen de las cajas rectangulares que se muestra en la figura
siguiente:




Observamos que se obtienen mejores aproximaciones para este volumen si se
aumentan el numero de subrectangulos de R. En la figura siguiente se muestra como
las columnas comienzan a verse mas como solidos reales y las aproximaciones
correspondientes se vuelven mas exactas cuando se usan 16, 64y 256 cuadrados.
En la siguiente seccion se podra mostrar que el volumen exacto es 48:

m=n=8, V=44 875 m=n=16, V=46.46875

Remark A raiz de todo lo anterior, el valor de la integral doble sobre el rectangulo R
también vendra dado por el limite de las sumas de Riemann, segun vamos tomando
particiones cada vez mas finas, es decir, se tiene que, suponiendo f funcion
integrable en el rectangulo R,

J| foyddsdy = lim 373 fen) ARy

=1 j=1

siendo (&;,1m;) un punto cualquiera del subrectangulo R;; y ARj; el drea del mismo.

En base a las consideraciones anteriores, también podemos demostrar los siguientes
resultados:

Proposition Sif: R - R es continua en R, entonces f es integrable en R. Si f es continua en
R salvo en un numero finito de puntos, entonces f también es integrable en R.

Proposition Sean f,g : R - R dos funciones acotadas e integrables en R. Entonces:
(a) f £ g es integrable en R y ”R(fig) = ”Rfi ”Rg.
(b) Si & € R, Afes integrable en R y | jR(/lf) =] jR 1
(c) El producto f - g es integrable en R.
(d) El cociente %es integrable en R, donde se supone que |g(x,y)| > k,
V(x,y) € Ry para un cierto k > 0.
(e) Sif> 0en R, se tiene que ”sz 0.

() Sif<genR, se tienequeHRfS HRg.

(2) |fles integrable en R y |HRf| < ”lel.

(h) Si P es una particion de R en m rectangulos R1,Rz,...,R, fes integrable en
R si y solo si fes integrable en cada Ry (k = 1,2,...,m), y se verifica



ff-%0],s

Proposition (Teorema de la media) Sea f : R — R continua y acotada en el rectangulo
compacto R = [a,b] x [c,d] = R?. Se verifica que existe algin punto (c1,c2) € R
tal que

J[ r=Rere) - u@)
siendo U(R) el area de R, es decir u(R) = (b —a)(d - ¢).

Integrales iteradas: Teorema de Fubini.

El proceso que acabamos de desarrollar para el calculo de la integral multiple (OJO: hasta
ahora siempre hemos introducido el concepto para el caso de la integral doble, aunque de forma
similar se puede hacer para la triple), también conocido como proceso de aproximaciones
sucesivas, al igual que ocurria con el caso de la integral simple, tiene mas interés teorico que
practico: basta con intentar calcular cualquier integral multiple mediante este procedimiento para
comprender que este calculo ha de realizarse por otros procedimientos. Desde el punto de vista
practico, la herramienta basica para el calculo de estas integrales es un resultado conocido como
teorema de Fubini y que nos permitira reducir el calculo de integrales dobles a integrales
simples. Lo mismo ocurrird en el caso de la integral triple.

Teorema de Fubini en un rectangulo.
Normalmente, en el caso n = 2, al intervalo compacto [a,b] x [c,d], que es un rectangulo, lo
representaremos por R, mientras que en el caso n = 3, a R, que es un paralelepipedo (es decir,
una caja de zapatos), lo representaremos por V.

Proposition (Teorema de Fubini en un rectingulo). Sea f : R — R una funcion definida,
acotada e integrable en R = [a,b] x [c,d]. Supongamos que para cada x € [a,b]

fijo, la integral _fj fx,y)dy existe y vale A(x). Entonces la integral _f:A(x)dx también

existe y su valor coincide con ”R fx,y)dxdy, es decir

”Rf(x,y)dxdy = I:(Ijﬂx,y)dy)dx

Andlogamente, si suponemos que para cada y € [c,d] fijo, la integral .[z flx,y)dx
existe y vale A(y), también existira IjA (y)dy y su valor coincide con ”R flx,v)dxdy,

es decir

”Rf(x,y)dxdy = Ij(j:f(x,y)dx)dy

Remark A las integrales Iz[_fjﬂx,y)dy}dx, Ij[_fjﬂx,y)dx}dy, si existen, se les llaman

integrales iteradas de f en R. Cuando f es continua, ambas integrales reiteradas
existen y son iguales. Por ello, a la hora de calcular el valor de una integral doble
en un rectangulo es indiferente el orden de integracion que se realice, es decir,
podemos integrar primero respecto de x (considerando que la y es constante) y



después el resultado obtenido (y que dependera de y) respecto de y, o al revés, es
decir, primero respecto de la variable y (considerando que x es constante) y
después respecto de x. La respectiva interpretacion grafica de ambas integrales
iteradas la podemos observar en las siguientes graficas:

Example Calcular la integral del ejemplo de los grdficos de la seccion anterior, es decir
” (16 — x% — 2y?)dxdy
R
en R =[0,2] x[0,2].

Example Calcular HR (x+y)dxdyen R = [0,1] x[0,2].
Example Calcular IIIV(xy + z)dxdydz, siendo V = [0,1] x [1,2] x [2,3].

Remark Notemos con este ultimo ejemplo, que no es preciso integrar primero respecto
de z, después respecto de y y por ultimo respecto de x. Por el contrario, es
aconsejable elegir las iteraciones de modo que el calculo de cada una de las
integrales iteradas sea lo mas simple posible. Esto no tiene demasiada importancia
cuando el dominio de integracion es un rectangulo o un paralelepipedo, aunque si
lo tendra cuando consideremos dominios mas generales, como se verd en la seccion
siguiente.

Remark Normalmente, y cuando se van a calcular integrales multiples, en lugar de

expresar
(1, o - [ w2 J Jor

o cualquier otra posible combinacion existente entre las 3 variables, por comodidad
v por aclarar aun mas el intervalo de variacion de cada variable, expresaremos

JIJ o+ 2rdyaz = f; dxffdy J z(xy +2)dz

expresando implicitamente que no se trata de un producto de tres integrales, sino
que se han de calcular las integrales iteradas comenzando siempre por la situada
mas a la derecha.



Integracion sobre regiones mas generales.

Si la region de integracion en R” (n = 2 o 3) en lugar de ser un intervalo compacto fuese un
conjunto cualquierade R” (n =20 3) yf: D - R es una funcion continua, el teorema de
Fubini anteriormente enunciado va a poder extenderse sin dificultad a estos nuevos conjuntos
siempre que el dominio D cumpla alguna condicion de regularidad” (en nuestro caso,
supondremos que su contorno estara formado por curvas continuas), como veremos a
continuacion.

Asi, supongamos que pretendemos calcular la integral doble de una funcién f{x,y) en una
region plana D como aparece en la figura siguiente (es decir, lo que pretendemos es calcular el
volumen comprendido entre nuestra superficie dada f{x,y) por y la region D, suponiendo que
fIx,y) = 0 en D):

z=f(x,y)

D
X ““-—-)

Lo que haremos, al menos tedricamente, sera "encerrar" la regiéon D en un rectdngulo R, y
definir una funcién f*(x,y) dada por

fix,y) si(x,y) € D

S ey) = 0si (x,y) € Rpero (x,y) € D

de manera que entonces definiremos la integral de f sobre D como la integral de f* sobre R, es
decir

”Df(X,y)dxdy = IIRﬁ(x,y)dxdy

/ & z=f{x,y)

Remark El procedimiento que usamos es logico, porque los valores de f*(x,y) son 0
cuando (x,y) estd fuera de D y, por consiguiente, no contribuyen al valor de la
integral sobre D. Esto significa que no importa qué rectangulo R se use, siempre y
cuando contenga a D.

Desde un punto practico, el resultado que nos va a interesar es la extension del Teorema de
Fubini sobre un rectangulo a estas regiones mas generales, siempre y cuando las mismas sean de
algun tipo determinado. En concreto, se verifica:



Proposition (Teorema de Fubini en dominios mds generales).

Sean g1,g> : [a,b] - R dos funciones continuas, con g;(x) < g2(x),
Vx € [a,b], y sea D el conjunto D = {(x,y) eR*a<x<b h(x)<y< g(x)}.
Sif: D - R es una funcion acotada y continua en S, entonces f es integrable en D y
se verifica

”Df(x,y)dxdy = Iz[jj((;)f(x,y)dy}dx

La afirmacion del teorema anterior es valida para regiones del tipo

En la practica, para hallar los limites de integracion, primero se examina la variacion de x
(a < x < b); fijado entonces un valor de x arbitrario entre a y b, la ordenada y de los puntos de /
varia entre /(x) y g(x). Lo vemos con el siguiente ejemplo:

Example Calcular ”D xydxdy, siendo D la region del cuadrado [0,1] x [0,1]

comprendida entre y = x y la curva y = x?.

Remark No siempre es obligatorio fijar x € [a,b] y hacer variar y, sino que el mismo
teorema anterior también es valido para el caso en que D sea de la forma

D={(xy) e R h(y) <x < k(y),c<y<d}

con lo que se tendria

”Df(x,y)dxdy = Ij[jzz:f(x,y)dx}dy

Remark Notemos que en este ultimo caso, la region considerada es del tipo
B y

' | I—

why | D | x=key) 1
‘ / x=h(y) | D [xky




Remark Habitualmente, fijaremos una variable y haremos variar la otra segun convenga
al problema en cuestion. Por ejemplo, en el caso del ejemplo anterior es indiferente
cual sea la variable que se fije.

Example Calcular ”D xydxdy, siendo D el dominio definido por la interseccion de los
circulos x> +y?2 < 1, (x—1)*+y2 < 1.

Example Calcular
2

”D X e_dexdy

extendida a la porcion del plano delimitada porx =0,y = x>, y =1,y = 2.

Remark El teorema de Fubini en dominios mds generales puede extenderse sin dificultad
a integrales triples, donde estamos considerando dominios de la forma

V=A{(y2;a<x<b ¢1(x) <y < 02(x), v1(x.y) <2< ya2(x,0) }

o cualquier otro tipo de posibilidades entre x, y, z. La unica dificultad radica en
que ahora las correspondientes graficas son en 3 dimensiones.

Veamos un ejemplo que nos muestre el sentido geométrico de cada elemento:

Example Consideremos la piramide limitada por los planos x = 0, y = 0, z = 0,
X+y+z =1, yvamos a estudiar la variabilidad de cada una de las 3 variables:

Sea P(x,y,z) un punto interior a la piramide. Su proyeccion sobre el plano OXY
es el punto R(x,y,0), mientras que la proyeccion de R sobre el eje OX es S(x,0,0).
Como la posicion de este ultimo punto nos indica la posible variacion de la
coordenada x de los puntos de nuestro recinto, tendremos que 0 < x < 1.

Puesto que la proyeccion de cualquier punto del recinto varia en el triangulo de
vertices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), fifado un valor para x en [0,1], la coordenada y
variara entre el punto S(x,0,0) y el punto T(x,1 —x,0), porlo que 0 <y <1 —x,
para cada x € [0,1].

En definitiva, observamos que las variables x,y varian en el triangulo sefialado
en amarillo en la figura siguiente (que es el triangulo que forman, en el plano XY,
losejes XeYylarectax+y = 1).

Por ultimo, la coordenada z de un punto cualquiera P cuyas coordenadas x e y
esten fijas en el triangulo de veértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), variard entre la
componente z de R y la componente z de Q (donde Q representa un punto del plano
x+y+z=1), es decir, zvaria entre z = 0 y el plano dado. Por tanto
0<z<1l-x-y.



x+y=1

En resumen

V={(02;0<x<1,0<y<1-x0<z<l-x-y}.

De esta forma, si, por ejemplo, queremos calcular

[0  zdvdydz

siendo V la piramide anterior, solo habremos de resolver

”J.Vzdxdydz = I; dxj.;_x dyJ.;_x_yxydz =,..= 710

Example Calcular

[N  zdvdydz

siendo V el tronco del cilindro x* + y* = 1 limitado por los planos z = 0, z = 1.
(Solucion: %)
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Example Calcular

J. J. J. x2yz3dxdydz
4
siendo V el solido limitado por el plano y = 0y las superficies
2
Sy ( - %) +y? = %ySz : 22 = 4x. (Solucién: 0)



Interseccién entre S1y S2

Ejez

Ghlkornw

Example Calcular

[0 drdydz

siendo V el sélido limitado por el paraboloide (en azul en la grdfica) z = 2x> +y* y
el cilindro z = 4 — y? (en rojo en la grdfica) en el primer octante.

Interseccion paraboloide y cilindro
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Example Calcular

[N dvdydz

siendo V el sélido limitado por los cilindros x> +y* = 1 y x> +z> = 1 en el primer

octante.




Cambio de variables en la integral multiple. Casos
particulares.

Vamos a desarrollar la teoria del cambio de variables para el caso n = 2 (de forma analoga se
haria paran = 3) :

Dada ” b flx,y)dxdy extendida a un dominio D delimitado por la curva F(x,y) = 0, vamos a
efectuar un cambio de variables y pasar de las variables (x,y) a unas nuevas variables (u,Vv),
mediante la transformacion dada por

x =x(u,v), y = y(u,v)
que supondremos biyectiva, al menos para los puntos (x,y) de D, y donde también
consideraremos que el jacobiano de la transformacion

Ox 0Ox
ou Ov
Ty »
ou Ov

es no nulo y es continuo y esta acotado en cada punto de D. De esta forma nos aseguraremos, en
virtud del teorema de la funcion inversa (estudiado en el tema 11), que u y v se expresan

% #+ 0y es continua en D.

Proposition Bajo todas las anteriores hipotesis, se verifica

”Df(X,y)dxdy = ”D,f(x(u,v),y(u,v)) o J o dudv

univocamente en funciéon de x e y. Supongamos ademas

Remark Para el caso de la integral triple, tendriamos
J.J.J. fx,y,z)dxdydz = J.J.J. Soxe(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) «J «» dudvdw
v V'

Remark Los cambios de variables en las integrales multiples suelen utilizarse para
conseguir una funcion integrando de la que sepamos obtener su primitiva (al igual
que ocurre cuando realizamos un cambio en las integrales simples), pero también
para simplificar el recinto de integracion (como ocurrird, por ejemplo con el
cambio a coordenadas polares). Lo ilustramos en los dos siguientes ejemplos.

Example Calcular

y—x
”D exp<y e )dxdy
siendo D el triangulo formado por los ejes de coordenadas y la rectax +y = 1.
Realizar el cambio x = 5, y = 4+
Example Calcular
I J. dxdy
D

siendo D la region del plano limitada por las grdficas de



2
=x2,x = y%,y = 2x2,x = £-. Realizarlo en coordenadas cartesianas y también
2

. . . 2 2
mediante el cambio de variables u = -, v = 2.

Caso particular: Cambio de variable en la integral doble.

El cambio de variable mas habitual en la integral doble es el cambio a coordenadas polares.
Especialmente este cambio se utiliza en el caso en que el dominio es alglin sector circular o la
funciodn a integrar es simétrica respecto del origen.

Como es sabido, este cambio viene dado por

X = rcos6, y = rsinf

De esta manera, y al ser el jacobiano de la transformacion

_ 0xy) _
= %00 =7

se tiene:

”Dﬂan’)dXdy = ”D/f(rcose,rsine) <7« drdf

Remark En la mayor parte de los casos se toma p como primera variable de integracion
(es decir, r depende de 0), de forma que

”Dﬂx,y)dxdy = J.:j do J-m(e)f(rcose,rsine) credr

ri(9)

Example Calcular

”D J4—x?—y*dxdy

siendo D el recinto limitado por la circunferencia x* +y* = 1. Hacerlo en
coordenadas cartesianas y mediante el cambio a polares.

Remark Cuando la circunferencia no estd centrada en el origen de coordenadas,
podemos realizar una generalizacion de lo anterior y aplicar el siguiente cambio:
Supongamos que la region estd limitada por (x — a)* + (v — B)* = 12, es decir,
por la circunferencia de centro (a, ) y radio r. En este caso, realizaremos el
cambio

X =a+rcosb, y = B+rsinf
y el jacobiano sigue siendo J = r.

(Observemos que, con este cambio, lo que hemos conseguido es realizar una

traslacion, es decir, "trasladar" la circunferencia con centro (a, ) y radio r en la
circunferencia con centro (0,0) y radio r).

Remark Andlogamente podemos actuar cuando el recinto esta limitado por una elipse:

Sea D el recinto limitado por la elipse de ecuacion



) 2
X Y
24— =1
a’>  b?
(elipse con centro el origen y de semiejes a y b). En tal caso, sera aconsejable
realizar el cambio
X =a-+rcosb, y=>b-rsinf
de tal manera, que si se considera la elipse completa, las nuevas variables variaran:
0 <0 <2r, 0<r<1; mientras que el jacobiano valdra
o(x,y)
J= =L = abr
or,0)

También es posible considerar una elipse que esté centrada en un punto (a, ).
En tal caso, actuaremos igual que en la observacion anterior (realizamos
previamente una traslacion para que su centro sea el origen de coordenadas).

Example Idem siendo D el recinto limitado por la circunferencia x> + y*> = 2x.

Example Idem para
” dxdy
D

siendo D el recinto limitado por las circunferencias x* + y> — 2x = 0,
x> +y?—4x =0ylasrectasy = x, y = 0.

Caso particular: Cambios de variables en la integral triple.
En este caso podemos destacar dos casos particulares: coordenadas esféricas y coordenadas

cilindricas.

Coordenadas esféricas.
Las coordenadas esféricas (o polares esféricas), son analogas a las polares en el plano:
cada punto P del espacio se representa por (7,0, ¢), donde r es la distancia al origen y 0 y ¢
vienen dadas por




De esta forma, el cambio viene dado por

x = rsen¢cosf
y = rsen¢senf
Z = rcos¢

por lo que el jacobiano de la transformacion siempre valdra

J = —ngé}:;)) = r’sen¢

y sustituyendo en la férmula del cambio de variables
J-” fx,y,z)dxdydz = J-” flrsengcosO,rsendsend,rcose) « r> sen¢ - dodddr
v 14

Remark El uso de este tipo de coordenadas esta especialmente indicado cuando en la
frontera de V intervienen superficies esféricas y/o conicas de eje 0Z, debido a la
sencillez de sus ecuaciones:

x?+y?+z22=R*>or=R

x?2+y? = (tan’a)z’> © ¢ = a

Example Calcular
”J' . JxX2 + 1+ 2% dxdydz

siendo V el sélido comprendido entrex > 0,y >0,z > 0, x> +y2 +22 < 1.

Coordenadas cilindricas.
Cada punto se representa por (r,0,z), siendo el par (r,0) idéntico a las coordenadas polares

en el plano, y z la 3¢ componente en coordenadas cartesianas.

.
Z
r0,2) 7
|
|
| »
g v
r | -
X _ B_ _
Asi, se trata de realizar el cambio
x = rcosf
y = rsenf
zZ =2z

por lo que el jacobiano de la transformacion valdra



_ 0xy,z) _
= a0 "

y sustituyendo en la férmula del cambio de variables

J-_” Vf(x,y,z)dxdydz = J-” | Jrcos6,rsenb,z) - r - dodrdz

Remark El empleo de coordenadas cilindricas equivale a reducir la integral triple a una
integral doble sobre la proyeccion de V en el plano 0XY y a la posterior resolucion
de ésta en coordenadas polares.

Remark Las coordenadas cilindricas resultan especialmente adecuadas para dominios
de integracion V limitados por superficies de revolucion de eje 0Z, ya que en sus
ecuaciones intervienen expresiones de la forma x* + y>.

Example Calcular

siendo V la region del espacio comprendida entrez = 0y z = 4 — x> — 2.

Example Calcular

[N drdydz

siendo V la region del cilindro x* + y* = 2y que es interior a la esfera
x2+y?+z2 =4

Example Calcular

[N  zdvdydz

con V la region definida por x> + > +z*> < 1, x> + y*> < z2, z > 0. Realizarlo en
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

w4

Aplicaciones de la integral multiple.
Integral doble.



Calculo de volumenes.
Si tenemos una superficie representada por una funcioén z = f(x,y), acotada y positiva
V(x,y) € D c R?, sabemos que el volumen limitado por dicha superficie, el cilindro de
generatrices paralelas al eje 0Z y el plano 0.XY, viene dado por

V= ”Df(x,y)dxdy

Example Obtener, mediante integracion doble, el volumen de la piramide limitada por los
planos coordenados y el plano x + 2y + 3z = 6. (Sol: 6)

Example Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x* + y?, el cilindro
x? +y* = 1 yel plano OXY. (Sol: £)

Example Hallar el volumen del solido comprendido entre la superficie z = xy, el plano
OXY y los cilindros x* +y* = 1, (x—=1)*+ (y = 1)* = 1. (Sol: 3&)

Calculo de areas de recintos planos.
Para una region plana D comprendida entre dos curvas, se verifica

Area(D) = ”D dxdy

Calculo del area de una superficie.
Sea f{x,y) una funcién continua en una region acotada D del plano 0XY. El area de una
superficie obtenida por la interseccion de z = f{x,y) con el cilindro que tiene por base D viene

dada por
A= ”D ‘/1 + (%)2 + (g—;)zdxdy

Example Hallar el drea de la porcion de superficie de ecuacion z = 1 — x? + y situada
sobre el recinto D = {(x,y)/O <x<l,x-1<y<1 —x}. (Sol:

() + 2

Calculo de centros de gravedad y momentos de inercia de figuras planas.

Si en el plano R? se tienen n masas puntuales, m;, m,, ..., m,, localizadas en los puntos
Pi(x1,y1), P2(x2,¥2), ..., Pu(xu,yn), el centro de gravedad del sistema se define como el punto
determinado por el vector

R
i D miPy
n
mig

k=1
donde el denominador es la masa total del sistema. Si calculamos este centro de gravedad a
través de sus coordenadas, tendremos

D M . p= D Mk
ZZ=1 mi ZZ=1 i
siendo el centro de gravedad el punto dado por P(x,7).

x:



De esta forma, y por analogia con el caso finito, si p(x,y) representa en cada punto la
densidad superficial (unidades de masa/un. de area) de una superficie plana D, la masa de esta
materia vendra dada por

Masa = ” p(x,y)dxdy
D

y las coordenadas del centro de masas vendran dadas por

JJxpteyyady JJypteyydxay
- _ D ; -_ D
B [P
D D

En el caso en que la distribucion en D sea homogénea (es decir, p(x,y) = cte, V(x,y) € D),
se obtiene

I I xdxdy I I vdxdy
D D

x: )_}:

Area(D) : Area(D)

Example Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la
curva 'y = sinx y por la recta OA, siendo A (%, 1)

Para el caso de momentos de inercia, recordamos que si se tiene un conjunto de masas
puntuales, éstos se calculan:
- Momento de inercia respecto de los ejes coordenados:

n n
Iox = E mky;%; loy = E 'mkxlzc
k=1 k=1

- Momento de inercia respecto del origen de coordenadas:

10 = ka(x,% +y/2{) = 10)(+10y
k=1

Por todo esto, si el cuerpo es continuo, siendo p(x,y) la densidad superficial:
- Momento de inercia respecto de los ejes coordenados:

Tox = _”yzp(x,y)dxdy; loy = ”xzp(x,y)dxdy
D D

- Momento de inercia respecto del origen de coordenadas:

Ip = ”(x2 +y2)p(x,y)dxdy = Ilox+ loy
D

Remark Suele ser habitual considerar casos donde la distribucion es homogénea, de
donde (si se supone p(x,y) = 1)



Iox = ”y2dxdy; loy = ”x2dxdy; Ip = ”(xz +y2)dxdy = Iox + Ioy
D D D

Example Se considera el dominio acotado limitado por las grdficas de y* = x + 1,
x+y = 1. Determinar las coordenadas de su centro de gravedad y el momento de

inercia respecto al eje OX. (Sol: (%,y) = %,—%), Iox = % .

Integral triple.
Volumen de un cuerpo.
Otra forma de hallar el volumen ¥ de un cuerpo es aplicar

Volumen(V) = J-” , dxdydz

Example Hallar, utilizando integral triple, el volumen del recinto definido por
V={(@yz)/+y’+22<1,x*+)y* <z}

Calcular este mismo volumen usando integral doble. (Sol: )

Example Idem para el volumen del solido limitado por el elipsoide

2 2 2
X_2+y_2+Z_2:1
a b c

(Sol: %nabc)

Cilculo de centros de gravedad y momentos de inercia de cuerpos en R>.
Por analogia a lo visto en el caso de R?, se tiene que si p(x,y,z) representa la densidad
superficial de un cuerpo que ocupa un volumen de integracion V', se tendra:
- Masa del cuerpo:

Masa = J-” p(x,y,z)dxdydz
v

- Coordenadas del centro de masas:

”J xp(x,y,z)dxdydz I”yp(x,y,z)dxdydz ”J zp(x,y,z)dxdydz
X=— ;o V= AT

J-” p(x,y,z)dxdydz J-” p(x,y,z)dxdydz ’ ”J p(x,y,z)dxdydz
v v v

En el caso en que la distribucion en D sea homogénea (es decir, p(x,y,z) = cte,
V(x,y,z) € V), se obtiene

M M N j{jzdxdydz

Vol YT T ey Vol(V)

x:



Example Calcular el centro de gravedad de la region limitada por z = 4 — x> —y? y el
plano z = 0, supuesta constante la densidad. (Sol: (0, 0, i) )

Example Calcular el centro de gravedad de un solido limitado por las regiones positivas
de los tres planos coordenados y la superficie esférica x*> + y* + z* = R?,
suponiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al centro

de la esfera. (Sol:x =y =z = &

- Momentos de inercia respecto a los planos coordenados:

Loy = I”Zzp(x,y,z)dxdydz; Iyz = ”Jx%(x,y,z)dxdydz; Ixz = ”Jﬁp(x,y,z)dxdydz
v - "

- Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados:

L= .”JW +22)p(x,y,2)dxdydz = Lyy + Ixz
vV
— 2 2 B
Ir= ”j(x +2°)p(x,y,z)dxdydz = Ixy + Iyz
Vv

1 = [[[& +y?)pe.y.2)dxdydz = Iz + 1,
V

- Momento de inercia respecto al origen de coordenadas:

lo = ”J‘(xz +y? +22)p(x,y,z)dxdydz = Ixy + Ivz + Ixz
v

Example Calcular el momento de inercia respecto a cada uno de los 3 ejes coordenados
del volumen del paraboloide de revolucion z = x* + y? limitado por el plano z = a.

Example Hallar el momento de inercia de una esfera de radio R con respecto a uno de sus
diametros (por ejemplo, el eje Z). (Sol: %ﬂRS)

Ejercicios resueltos.
1. (2do parcial, junio 2011) Calcular

I J.D X« e dxdy

siendo D la regién plana encerrada por la pardbola y = x — x* y sus tangentes en los puntos
(07 0) Yy (27_2)

Solucién: Las tangentes del enunciado son, como se calcula trivialmente, las rectas y = x e
y = 4 —3x. Acudiendo al teorema de Fubini, y descomponiendo la regién D en dos
subregiones (la primera con 0 < x < 1 yla segunda con 1 < x < 2),se obtiene que



4-3x

IIDX « e dxdy = I;x «erdx r_ , e’dy + Ifx . e‘xdxf , e’dy =

1 B 2 L
zf xeedx-[e’]”" , +I xeedx [ =
0 1

X=X

y=xX—Xx y=xX—x
_ ! _—x? 2 4-4x _ —x2 —
—on<1 e )dx+J‘1x<e e )dx
_ _5-¢*

16

2. Calcular, usando integracion triple, el volumen del solido comprendido entre dos esferas
concéntricas de radios a y b, siendo 0 < a < b.

Solucién: Por la simetria del problema nos reduciremos al ler octante (y multiplicaremos el
volumen por 8). Asi

Vol = 8 J-” dxdydz
v

siendo V' la region, en el ler octante, comprendida entre ambas esferas .
Vamos a calcular esta integral mediante un cambio a coordenadas esféricas (7,0, ¢),
resultando que para la region considerada se tiene a < r < b;

0<0< %; 0<¢< %
mientras que el jacobiano del cambio viene dado por
J =r’sing
Asi

Vol = 8I'I[Idxdydz — 8[07 d¢jf d@jjrzsm dr=..= AT (p3 _g3)

3. (Septiembre 2013) Calcular la integral doble
” (x? +y) dxdy
D

siendo D el anillo comprendido entre las circunferencias x*> +y> = 1y x?> +y? = 5.

Solucién: Lo mejor es realizar un cambio a coordenadas polares, ya que en la region
comprendida entre ambas circunferencias se tiene que

1 < r < 45 mientras que 0 < 0 < 27, siendo J = r
Por tanto

_ 2r J3 2 . _
”D(szry) dxdy_jo d@fl ((rcos(60))* + rsin(0) ) r dr =

2r
- j (3cos29— %sin0+ %(sin@)ﬁ +3>d0 - 6
0

4. (2do parcial, mayo 2014) Calcular

[  zdvdydz

siendo V el volumen situado por encima del plano z = 1 e interior a la esfera



x% +y? +z% = 2. Calcular también el volumen de V.

Solucion: La representacion de la region V puede verse en la grafica siguiente

siendo la interseccion de ambas superficies el circulo x? +y? = 1).

En un primer caso calcularemos la integral realizando un cambio a coordenadas cilindricas,
por lo que tendremos que

x = pcos(@); y=psin@);z=z;J=p
donde (al ser la proyeccion sobre el plano XY el circulo x? +y? = 1)

0<p<l0<0<2ml<z< 2-x2-y* = [2-p

Entonces

[I] zaxavaz - jz”def; dpjfmzpdz - jz”dej; p(%”z - %)dp -.=Z

Para el volumen de V, tendremos

Vol(V) = dexdydz - J.z”dej.;dpj.:/m pdz = jz”dej;p(,/z—pz ~1)dp =..
_A2-5
3

5. (2do parcial, mayo 2015) Calcular
J- I xe’dxdy
D

siendo D el conjunto de puntos comprendido entre la pardbola y = x — x? y sus tangentes en
los puntos (0,0) y (2,-2).

Solucién: La ecuacion de la tangente a y = x — x2 en (0,0) viene dada por
y=HA0)+/(0)(x-0)=0+1x=x
mientras que la tangente en (2,-2) es
y=f2)+/2)x-2)=-2-3(x-2) =4-3x

Por tanto, el recinto de integracion nos viene dado por la region coloreada de la siguente
grafica



-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

En dicha region, se observa que si 0 < x < 1, entonces x — x> < y < x; mientras que si
1 < x <2, entonces x — x> < y < 4 - 3x. De esta forma

xeX™dxdy = | dx xe¥>dy + | dx xeX™dy =
i1, Joae ] e [La[

- I;(x—xe—x2>dx+ff<xe4—4x —Xe_x2>dx R

siendo V el volumen limitado inferiormente por el paraboloide z = x* + y* y superiormente
por el plano z = 4.

dxdydz

Solucion: Solo hemos de realizar un cambio a coordenadas cilindricas
x = rcoso; y = rsinb; z =2z J=r

teniendo en cuenta que (al ser la proyeccion en el plano OXY el circulo x? + y? < 4; y que z varia
entre el paraboloide z = x? + y? y el plano z = 4) se verifica

0<6<2r;, 0<r<2; r’<z<4
De esta forma
J-J-J.V eXp<1/x2 +y2> dxdydz = I;”dej‘zdrrz %rrdz _ J-zndgj-;erm_rz)dr = dn( - 1)

donde la primera integral es inmediata, y la 2* hay que hacerla dos veces por partes.

Ejercicios propuestos.

1. Calcular las siguientes integrales dobles:
a. ijxydxdy, siendo D = [0,1] x [1,4].
b ”Dyexdxdy, siendo D = [-1,1] x [0,2].
c ”Dycosxdxdy, siendo D = [0,7] x [1,2].
d ”D yarctanxdxdy, siendo D = [0,1] x [0, 1].
e. ijxdxdy, siendo D = {(x,y) e R?; x2+y? < 1}.
f. ”D(x2 +y)dxdy, siendo D = {(x,y) € R%; x> +y? < 1}.
g ”D W dxdy, siendo D el interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,—-1)y (1,1).
h ”D xydxdy, siendo D el interior del triangulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0).



i ”D J4 —»? dxdy, siendo D el recinto limitado por las curvas y? = 2x e y> = 2x — 8.
j. J..[D(x2 +y?)dxdy, siendo D el recinto limitado por las curvas y = x3 e y = x2.

k. ”D edxdy, siendo D el recinto limitado por la curva y> = x y lasrectasx = 0 e y = 1.

2. Calcular las siguientes integrales dobles mediante un cambio a coordenadas polares:
”D exp(x? + y*)dxdy, siendo D = {(x,y) € R%; x? +y? < 1}.

b. ”D s +32)* dxdy, siendo D = {(x,y) e R%; x?+y? < 4}.

c. ”D log(x? + y?)dxdy, siendo D el recinto comprendido entre las circunferencias
x2+y? =1yx?>+y? =4.

d. ”D Jx* +y? dxdy, siendo D la parte del circulo unidad que esté en el primer cuadrante.
”D exp(x? + y?)dxdy, siendo D la parte del circulo unidad que est4 en el tercer y cuarto
cuadrante.

3. Calcular, mediante integracion doble, el area de los siguientes conjuntos :
El circulo de radio R.

El area encerrada por una elipse de semiejes a y b.

El area del tridangulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0).

La region comprendida entre la rectax +y = 5y la curvaxy = 6.

o o

4. Calcular las siguientes integrales triples:

Iffyyexp(x+z)dxdydz siendo V = [0,2] x [-1,1] x [1,2].

I ,xyzdxdydz siendo V = [1,2] x [0,1] x [0,1].

”fyxycoszdxdydz siendo V' =[0,1] x [1,2] x [0, 7].

HIVzdxdydz siendo V = {(x,y,z) eR3;x?2+y2<1,0<z< 1}.
Iffyyzdxdydz siendo V' = {(x,y,2) e R¥; x*+22 <1, -1 <y <1}.
m'V(x +y + z3)dxdydz siendo V = {(x,y,z) e R3; x2+y?+22 < 1}.

me 0 oo

5. Calcular el volumen de los siguientes conjuntos mediante integracion triple:
a. El volumen de una esfera de radio R.
b. El volumen de un cilindro de radio R y altura 4.
c. El volumen de un cono de radio R y altura 4.

6. Calcular las siguientes integrales triples mediante un adecuado cambio de variables:
a. IIIV(xz +y? + z2)dxdydz siendo V = {(x,y,z) eR3; x?2+y?+22<1,y< 0},

b. J.”Vexp Jx* +y? + 2% dxdydz siendo V = {(x,y,2) € R*; x> +)*+22 < 1, 2> 0}.
c. ”IV JxX* +y? dxdydz siendo V = {(x,y,z) e R x?+)y2 < 1,0<z< 1},

d. [[f, si=dvdydz siendo V = {(x.y.z) € R x? )7 < 1,22 0}
. J.”Vydxdydz siendo V' = {(x,y,z) eR3} x2+12<4,x<0, —1<z< 1}_

[¢]



