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Introduccidén: Teoria general para ecuaciones lineales
de orden .

Una ecuacion diferencial de orden n > 1 es toda expresion de la forma
Yy = foy,y vy D)
donde f: 4 — R™!' - R. En esta seccion nos vamos a ocupar de un tipo particular de estas

ecuaciones de orden n, como van a ser las ecuaciones diferenciales lineales de orden 7.
Estas son ecuaciones de la forma

an(x) «y® +a,1(x) « "V 4. 4a1(x) Yy +ao(x) -y = b(x)

donde para 0 < i < n, a;(x) y b(x) son funciones reales de variable real definidas en un intervalo
de la recta real /. Siempre que a,(x) sea no nula, podremos escribir la ecuacion en la forma

YO+ pua(x) « yUD 4+ 4pi(x) <Y+ po(x) cy = g(x)

Segun que sea b(x), diremos que la ecuacion es homogénea (si b(x) es nulo) o no
homogénea (si b(x) es no nulo), es decir, si g(x) es o no nulo. Ademas la ecuacion se dira de
coeficientes constantes cuando p;(x) sean constantes, es decir, cuando p;(x) = p; € R.

Para este tipo de ecuaciones se verifican los siguientes resultados:

Theorem EI conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea
YO+ a1 (1) +yV 4 4p1 () + Y+ po(x) +y =0

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier
solucion y de la misma es de la forma

y=cir*yr+crey2+...4Cp *Yn



donde cy,ca,...,cn € Reyy,ya,...,v, son soluciones particulares linealmente
independientes de dicha ecuacion.

Theorem Dadas yi,y2,...,yn : I € R - R”" soluciones particulares de la ecuacion
homogénea

YO 4+ pu1(x) <y 4 4pi(x) Y +pox) ¥y =0

son equivalentes:

@) Y1,Y2,.-.,yn Son linealmente independientes.

b) Wiyi1,y2,...,¥n](x) # 0 para todo x € I.
¢) Existe xo € I tal que W[y1,y2,...,yn](x0) # 0.

La teoria general, en lo que a la estructura de las soluciones se refiere, quedara cerrada con la
siguiente caracterizacion de las ecuaciones no homogéneas:

Theorem El conjunto de soluciones de la ecuacion
YO 4 pa1 () «yUY 4 p1 () + Y+ po(x) «y = q(x)
es de la forma
Yy=creyi+creyrt...4Ch Yn+Ip
donde c1,c2,...,cn € R, y1,V2,...,y, sSon soluciones particulares linealmente

independientes de la ecuacion homogénea ey, es una solucion particular de la
ecuacion no homogénea.

Ecuacion lineal de coeficientes constantes y
homogénea.

Consideraramos en este apartado un caso particular de ecuaciones de la forma
YO+ pu1 ()« yUV 4 4pr(6) + Y+ po(x) +y = q(x)
en las que p;(x) = p; = ctey g(x) = 0, es decir ecuaciones del tipo
YD +puy oy 4 4pr ey +poey =0

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones puede ser
y]V_y/// +y// +y= 0
y veremos como, de una forma sencilla, es posible obtener todas las soluciones de esta edo lineal.

Para ello lo estudiaremos inicialmente para la ecuacion de orden 2, y con posterioridad veremos
como se puede generalizar a ecuaciones diferenciales lineales de orden superior:

Ecuacion de orden dos.
Sea la ecuacion diferencial lineal de 2° orden y de coeficientes constantes y homogénea dada
por
ay-y'+ay+y +az;-y=0
donde consideraremos que a; # 0. Asi, esta edo puede escribirse en la forma
Vi4py+gey=0 (%)



Solucionar esta ecuacion requiere encontrar una funcion y = f{x) que tenga la propiedad que
si esta f(x) y sus derivadas primera y segunda se multiplican por ciertas ctes y se suman los
productos resultantes, el resultado sea igual a 0. Para que esto ocurra, necesitaremos de una f{x)
tal que /' y /" sean multiplos de /. Asi, ;qué funciones conocemos que tengan la propiedad que
f(x) = cte - flx) y tal que f"(x) = cte - f{x). Una funcion que verifica ésto es f{x) = e"*. Asi, si
sustituimos en (x), tendra que ser

e’ +peree™+ge™ =0
0 lo que es lo mismo, se ha de verificar
P+per+q=0
expresion a la que llamaremos ecuacion caracteristica de la ecuacion inicial
" !
y +p-y +q-y=0.

De todo ésto deducimos que si f{x) = e" es una solucion, entonces r debe ser tal que
verifique la ecuacion caracteristica anterior. Por ello, distinguiremos 3 casos segun sean las dos
raices (a las que denotaremos por m; y m;) de la ecuacion caracteristica 7> +p «r+¢g = 0 :

® m, y m; son reales distintas: En este caso y; = ™" e y, = ¢™2* son soluciones de (x) (ya
que se verifica la ec. caracteristica) y puesto que ambas son soluciones independientes al ser

mx moXx
e e

Wy,y2](x) = = MY (s — 1) % 0
mie™* mpe™*

la solucion general de (x) vendra dada por

y=c1e" +cyeem

Example Resolvery” —3y' +2y = 0.

® m, y m; son reales iguales: En este caso y; = e™!* es una Unica solucion de (*). Puesto que
la solucion de (*) viene dada por una combinacion lineal de dos soluciones que sean
linealmente independientes, necesitamos de una segunda solucién particular y, que sea
independiente con y;. ;Como determinar esta y,? La respuesta nos la da el siguiente
resultado:

Proposition Siy, = ™ es una solucion particular de (x), entonces y, = xe™'* también es
solucion particular de (x) y es linealmente independiente de y .

Por lo tanto, en este caso la solucion general de (x) viene dada por

y=ocree" +cyexe™ = (c1+cyex)em

Example Resolvery’ —6y' +9y = 0.

® m, y m> son complejas conjugadas: Sean entonces m; = a + bi y my = a — bi. De nuevo se
tiene en este caso que y; = e™¥ = @V ¢ ) = eMm¥ = @bD¥ gon soluciones de (*). Antes
de probar que son linealmente independientes, y puesto que estas funciones son complejas,
vamos a ver como es posible encontrar, a partir de ellas, dos soluciones que sean reales y
linealmente independientes: Por las formulas de Euler se tiene

e% = cosO +isinf



de donde
y1 = ey = pebix = o (cos by + isinbx)

Y2 = WX = @b = o@¥(cos bx — isinbx)

Si sumamos y restamos ambas expresiones se llega a
V1 +y2 = 2e*™ cosbx

V1 —y2 = 2ie™sinbx

de donde
RARS AL J2ryz = e™cosbx
LV parginpy
2i

Por ello, en lugar de tomar y; € y» como soluciones particulares de (*), tomaremos % e

% (que también son soluciones particulares de (*) al ser combinaciones lineales de soluciones
de (*)), es decir, tomaremos como soluciones particulares a las funciones reales e** cos bx e
e®™sinbx. Como ambas funciones son linealmente independientes (probar que su wronskiano es

no nulo), tendremos que la solucion general de (x) viene dada por
y =c]*e®™cosbx+cy »e®™sinbx = e*™(cy » cosbx + ¢, « sinbx)

Example Resolvery'" — 6y’ +25y = 0.

Ecuacion de orden n.
Para el caso mas general de una ecuacion diferencial lineal de orden »
YD 4 pug oy D 4 4pr ey +poey =0
se actuard como en el caso de la de 2° orden, es decir, resolveremos la correspondiente ecuacion
caracteristica, y seglin sean las soluciones de la misma usaremos las soluciones particulares
halladas en el caso de la ecuacion de 2° orden, de manera que, al final, la solucion general sera
una combinacion lineal de soluciones de la forma e™!* (para todas aquellas soluciones de la ec.
caracteristica m; que sean simples), o de soluciones tipo xe™'* (si m; es raiz doble), o del tipo
x2e™* (si m; es raiz triple), etc., mientras que para el caso de raices complejas conjugadas sera
combinacion lineal de funciones de la forma e cos bx e e® sin bx, por cada par de raices

conjugadas.
En el caso de estas ecuaciones lineales de mayor orden, el problema radica en la dificultad de

resolver la ecuacidn caracteristica, como observamos en el siguiente ejemplo:
Example Asi, para resolver la ecuacion diferencial
Y =3y =5y + 17y" + 18y" — 68y' + 40y = 0
deberemos calcular las raices de la ecuacion
x6 = 3x3 = 5x* + 17x3 + 18x2 — 68x +40 = 0

que son x1 = 1 (simple), xo = 2 (triple) y x3 = =2 £ 2i (simples). Entonces, la
solucion general de la ecuacion anterior viene dada por

y=cie +cye?+cyexe? +cyq o x?e® +cs e cos(=2x) + cg + e sin(—2x) =

cree+(cr+cyex+cgx?)e* +e(cs - cos(2x) — cg + sin(2x))



Ecuacidn lineal de coeficientes constantes y no
homogénea.

Consideraremos en este caso la ecuacion de orden dos dada por
Vi4py +qey=1fx) (x%)
donde los coeficientes son constantes pero el término no homogéneo f{x) # 0 es una funcion de x
que supondremos continua. Por el ultimo teorema del primer apartado de esta seccion, sabemos
que la solucion general de esta ecuacion viene dada por la suma de la solucion general de la
ecuacion homogénea asociada a (x *), y que ya sabemos hallar en virtud del apartado anterior,
mas una solucion particular de (x *), es decir

YGNH = YGH + YPNH

Por tanto solo tenemos que centrarnos en como hallar una solucion particular de la ecuacion
no homogeénea. Para ello, utilizaremos el conocido como Método de los coeficientes
indeterminados:

® Regla 1: Supongamos que f{x) es una funcion tal que al derivarla repetidamente se
obtienen solamente un n° finito de expresiones linealmente independientes (después veremos
cuales son las funciones f{x) que verifican esta condicion). Entonces podemos obtener la
solucion particular de la ec. no homogénea del siguiente modo:

- Supondremos que ypyy €s una combinacion lineal arbitraria (con coeficientes por
determinar) de todos los términos linealmente independientes que aparecen en f{x) y en
sus sucesivas derivadas.

- Sustituiremos esta ypyy en la ecuacion inicial.

- Determinaremos los coeficientes que aparecen en ypyy de manera que la ecuacion
resultante se satisfaga identicamente.

Remark FEl tipo de funciones f(x) que poseen un numero finito de derivadas que sean
linealmente independiente estd formado por las funciones k (cte), x", e*, coskx,
sinkx y cualquier otra que se obtenga por un niimero finito de sumas, restas o
productos de éstas.

Example Resolver la ecuaciony” —2y' — 3y = 2e*.

Example ,;Qué ocurre si intentamos resolver por este método la ecuacion
y' =2y =3y = 2e*?

® Regla 2: Si alguno de los términos de la expresion que hemos considerado para y pyy
aparece también en la solucion general de la ec. homogénea y gy, entonces antes de sustituir
ypym €n la ecuacion inicial (para hallar los coeficientes indeterminados) lo multiplicaremos
por la menor potencia positiva de x que elimine dicha duplicacion.

Exercise Resolver de nuevo el ejemplo anterior.



Exercise Resolver:
a)y' —4y' +2y = 4.
b)y" -3y +2y =2x* - 5x +3.
c)y" -4y = x* - 3x.

Podemos dar una tabla que nos indique como serd ypyy segun sea el término no homogéneo

fx) -

Si f(x) es de la forma: ypnu sera del tipo:
a (cte) A (cte)
ax” aopx" + a;x"' +...+a,
ae™ Ae™
acos(kx) o asin(kx) A cos(kx) + Bsin(kx)
ax"e™ cos(kx)

(aox™ + a1x"' +...+a,)e™ cos(kx) +

0
(box™ + byx" ' +...+b,)e™ sin(kx)

ax"e™ sin(kx)

Remark Cuando f(x) sea la suma de varios términos de la anterior tabla, y pyy sera la
suma de las expresiones de y pnu correspondientes a cada uno de estos términos.

Exercise Resolver:
a)y" —2y' — 3y = 2¢* — 10sinx.
b)y" + 3y = e*cos(3x).

Aplicacion de estas ecuaciones a la resolucion de sistemas de ecuaciones

diferenciales de coeficientes constantes (homogéneos y no homogéneos).

Aunque la teoria de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales da lugar a un tema
aparte (aparece desarrollado como Anexo con todo detalle en un tema aparte en este Bloque), la
resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes (ya sean o
no homogéneos) pueden reducirse, especialmente si se trata de pocas ecuaciones con pocas
incognitas (por ejemplo de 2 o de 3 ecuaciones con 2 o 3 incdgnitas), a la resolucion de
ecuaciones diferenciales lineales de 2¢ o de 3er orden con coeficientes constantes (y homogéneas
0 no). Antes de verlo con un ejemplo, introduciremos brevemente los sistemas a los que
queremos hacer referencia (lo que viene a continuacion esta extraido de la tultima seccion de este
capitulo):

Definition Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es toda expresion de la forma



Vi =an@y1 +anx)y: +...+a, @)y, + b (x)
vy = an(X)y1 + an(x)y2 +...+ax(x)y, + ba(x)

Vo = an (V1 + an(xX)y2 +... 4@ @)y, + bu(x)

Si denotamos por

an(x) an) ... ank)
AG) = a(x) an(x) ... ax)
anm(x) an(x) ... amni)

y por
b(X) = (bl(X),bz()C), ce abn(x))Ts Y= (yhyz, cee >y")T
el sistema anterior puede escribirse en la forma
y =A®) -y +b(x)

Definition Un sistema se dird homogéneo si b(x) = (0,0,...,0), y en caso contrario se
dira no homogéneo.

Definition Un sistema se dird de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es
constante.

Example EI sistema

Vi =2y1+y2+1—x?

Yy =yi-ya+e?
es de coeficientes constantes, pero no es homogéneo (b(x) = (1 —x?,e™)), mientras

que el sistema

Vi =21+

Yy =yi—)2

es homogéneo de coeficientes constantes.

Entonces, en este tltimo apartado de esta seccion, vamos a resolver sistemas de la forma
Yy =A-y+b(x)
donde A es una matriz cuadrada de coeficientes constantes, b(x) = (b1 (x),b2(x),...,b.(x))" es
un vector columna (pudiendo ser o no nulo) formado por funciones reales y continuas en un

intervaloreal ey = (y1,y2,...,vn)", para lo cual reduciremos dicho sistema a una ec.
diferencial lineal.



Veamoslo como hacerlo con unos ejemplos:

Example [maginemos que pretendemos resolver el sistema homogéneo dado por

Yi=3y1+p
/

Y2 =i t)2
Si despejamos y de la 2 ecuacion, tendremos y\ = y, — y5, de donde ', = y5 — 5 .
Si sustituimos entonces en la primera ecuacion, tendremos

! " !
2=y =302-y2) +12
o lo que es lo mismo
Yy =4y +4y2 =0

que es una ecuacion diferencial lineal de 2° orden homogénea, y que resolveremos

facilmente sin mas que conocer las raices de su ecuacion caracteristica. Una vez
hallada y, podremos hallar y,, al ser y, = y; — y5.

Example Silo que queremos es resolver el sistema no homogéneo

Yi=m+5m+1
Vy=-Vi+ys+e

podemos actuar de forma similar: Despejando y, de la 2° ecuacion, tendremos

Y1 = y2 —yh + €%, de donde y, = y, —y5 + e* . Si sustituimos entonces en la primera
ecuacion, tendremos

/ i !
yi—yatet=—-(n-y,+e)+5y+1
o lo que es lo mismo
vy +4yy = 2e* -1
que es una ecuacion diferencial lineal de 2° orden no homogénea, y que
resolveremos facilmente sin mas que solucionar primero la ecuacion homogénea
asociada y sumarle a la misma una solucion particular (que hallaremos a través del

método de los coeficientes indeterminados). Una vez hallada y, podremos hallar y,,
al seryy =y, —yy +e*.

Remark Este proceso de reducir sistemas de ecuaciones diferenciales lineales a la
resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior es aconsejable
cuando tengamos un sistema con pocas ecuaciones (2 6 3 a lo sumo). Para el caso
de mas ecuaciones tendremos que aplicar lo que aparece como Anexo en la ultima
seccion de este capitulo.

Ecuacion lineal de coeficientes variables. (Opcional)

Casos particulares: Ecuaciones de Cauchy-Euler y de Legendre.
Estas ecuaciones van a ser un caso particular de coeficientes variables, pero que pueden,
mediante un adecuado cambio de variable, reducirse a ecuaciones lineales de coeficientes
constantes estudiadas con anterioridad.
Asi, la ecuacion de Cauchy - Euler es de la forma

X" eyt a,x" ey 4 taix ey tao y = q(x)



mientras que la ecuacion de Legendre es mas general que la anterior, en concreto, de la forma

(ax+B)" «y® +al(ax+ B) <y +. +a(ax+B) «y +ao -y = q(x)

Para resolver la ec. de Cauchy - Euler aplicaremos el cambio x = e’ (para el caso de la de
Legendre el cambio sera ax + = e’) pudiendose obtener de esta forma una ecuacion lineal de
coeficientes ctes. Por ejemplo, si consideramos la ecuacion

xy+13—1xy -y=0

el cambio x = e’ nos da
Ay _ Ay dt 1

T dx  dide VX
donde y representa la derivada de y respecto de la variable ¢. Si calculamos la segunda derivada

" o_ dyl 'L_
V=L ()= v 5

_iLﬁL;Lf&L;L
_a’tabcxyx2_yx2yx2

y sustituyendo en la ecuacidn anterior resultara

2y 1 -1) 1,1

-V =5 |+5xy—-—-y=0
x<yx2 Y 2 3 XY x 7Y
de donde se obtiene
y +% y-y=0

que es una lineal de segundo orden de coeficientes constantes (dependiendo ahora y de la nueva
variable 7). Las soluciones de ésta tltima ecuacion son de la forma

y(@O) =creePBP+cree =cre(e) P4y ()

de donde deshaciendo el cambio se obtiene la solucion de la ecuacion inicial

y(x) =ci o xB+cyex

Ecuacion de coeficientes variables y homogénea.

En esta seccion vamos a considerar las ecuaciones homogéneas de orden 2 con coeficientes
variables, y vamos a ver que si conocemos una solucion particular de dicha ecuacion y; es
posible calcular una segunda solucion particular y,, de manera que la solucion general serd una
combinacion lineal de ambas soluciones particulares. No se va a hacer el desarrollo tedrico, sino
que directamente se dara la expresion para y,. A este procedimiento se le suele conocer como
Método de reduccion del orden:

Partimos entonces de la ecuacion

a(x) +y" +b(x) ¥ +c(x) -y =0
y supongamos que conocemos una solucion particular no nula de la misma y;. A partir de ésta,
vamos a construir una nueva solucion particular de la forma y,(x) = z(x)y;(x), siendo z(x) una
funcion a determinar. Pues entonces, exigiendo a y» que sea solucion de la anterior ecuacion se
obtiene una ecuacion lineal de primer orden (de aqui el nombre de éste método), siendo la
funcion a determinar z'(x). Resolviendo esta edo de primer orden, resulta que la segunda
solucion particular buscada viene dada por la siguiente expresion

_ _[ 2a(x) - y1 +b(x) -y
y2(x) —y1J.k exp( () dx |dx
con lo que la solucion general de la ec. homogénea de coeficientes variables inicial vendra dada
por




y(x) =cryi1(x) +ca - ya(x)

Remark La principal dificultad de aplicar este método es la de encontrar la primera de
las soluciones y\(x), ya que sin ésta no es posible obtener la segunda. Normalmente,
suele darse siempre esta y1, y si en algun ejercicio no se da, ésta serd una funcion
sencilla, por ejemplo, un polinomio, la funcion e* o funciones por el estilo. Sin
embargo, existe un gran numero de ecuaciones diferenciales de orden dos de las que
no se conoce su solucion, es decir, que no podremos hallar una solucion particular.
Obviamente, no nos referiremos a estas ecuaciones.

Example Ver ejemplos

Ecuacion de coeficientes variables y no homogénea.
Este va a ser el caso mas general, y por lo tanto mas complicado. Solo veremos
esquematicamente como conseguir la solucion general para una ecuacion del tipo

a(x) «y" +b(x) +y' +c(x) -y = flx)
donde supondremos conocida una solucién particular de la ecuacién homogénea asociada (que
nos permitira, por el procedimiento de reduccion del orden, encontrar la segunda solucion
particular y por lo tanto la solucion general de la homogénea).

Para éste tipo de ecuaciones es de aplicacion lo visto en el apartado de Introduccion a estas
ecuaciones, es decir, siempre se verificard que la solucion general de esta ecuacion es suma de la
solucion general de la ecuacion homogénea y de una solucion particular de la ecuacion no
homogénea. Como el apartado anterior nos ha dado la solucion general de la homogénea, nos
centraremos entonces en como obtener la solucion particular de la ecuacion no homogénea que
necesitamos. En este caso, hallaremos ypyy utilizando el llamado Método de variacion de
parametros:

Sea y, la solucion particular de la ecuacion homogénea que es conocida (la que nos dan).
Como hemos visto anteriormente, a partir de ésta podemos hallar y, mediante la expresion

12(0) = 1 Jk' exp(_ 2a(x) a)(/)’é;ifx) -y dx)dx

Entonces vamos a buscar para ypyy una funcion de la forma

yenu(x) = ui(x) « y1(x) + uz(x) « y2(x)
siendo u; (x) y u2(x) funciones a determinar. Sin entrar en el desarrollo teérico del razonamiento
a emplear, se llega a que para determinar estas dos funciones hay que resolver el siguiente
sistema de dos ecuaciones:

upsyi+uyyr =0
a(x)(uy ¥\ +us +yy) = fx)

Resolviendo este sistema con incognitas u) (x) y u5(x), resulta ser
u, = f&x) -y . = =) -1
a(x)(vy *y2 = y1+y3) a(x)(vy *y2 = y1*y3)




por lo que la solucion particular buscada viene dada por
L0 02 ey, [ SON g
a@)(y1 *y2=y1+y2) a@)(1 *y2=y1+y2)
y la solucion general de la ecuacion lineal no homogénea de coeficientes variables inicial sera

YPNH =y1'|.
y=c1*y1+c2)y2+ypnNu

Example Ver varios ejemplos.

Ejercicios resueltos.

1. (2do parcial, junio 2011) Resolver el sistema lineal

Yy =
Yy =3y +x—1

Solucién: Sustituyendo directamente la 1 ecuacion en la segunda, se obtiene
yi=3+x-1ey/ -3y, =x-1
por lo que se trata de una edo lineal de 2° orden, de coef. ctes y no homogénea.

La solucion general de la homogénea asociada y gy viene dada por las raices del polinomio
caracteristico (que son 0 y 3), por lo que

yGH=C1°€ox+C2°€3x=C1+C2°€3x

Como la parte no homogénea es x — 1, inicialmente tomaremos como solucion particular de
la edo no homogénea
YPNH = Ax+ B
pero como hay repeticion entre el término B y una parte de ygy (se trata de Cy), tomaremos
YPNH = AXZ + Bx
y sustituyendo en la ecuacion yy — 3y} = x—1,sellegaad = - yB = ¢.
Por tanto

yenu =y +yeng = C1+ Cy « ¥ — %xz + %

2. (2do parcial, junio 2012) Resolver el sistema lineal
x" +3x"+2x = e +sint
x(0) = 0,05; x'(0) =0

Solucién: Se trata de una edo lineal de 2do orden, de coeficientes constantes y no
homogénea, por lo que su solucioén general vendra dada por

XGNH = XGH + XPNH

La solucion general de la ecuacion homogénea viene dada por (al ser las raices de la
ecuacion caracteristica asociada r; = —1, r, = =2):



xgy = Cre™ + C2€_2t

Como la parte no homogénea es f(¢) = e + sint, probaremos para la solucion particular de
dicha ecuacion una expresion de la forma

xpyg = A «t-e? + Bsint + Ccost

Sustituyendo esta expresion en x” + 3x’ + 2x = e~ + sin¢, e igualando los respectivos
términos, se obtiene el sistema

(coefe™) —24+34 =1
(coeftee™) A+24-34=0

(coefsinf) —-B-3C+2B =1
(coef cost) —-C+3B+2C =0

_ _ 1 _ 3
porlogueA— l,B=+,C= 5.

Asi,
xovu = Cre'+ Cre 2 +tee! + 1—10 sint — ILO cost
De la condicidn inicial x(0) = 0,05 resulta
Ci+Co— 55 = 0,05
y de x'(0) = 0 se obtiene
—C1—2C2+1+% =0

siendo por tanto C; = —0,4, C, = 0,75.

Asi, la solucion del PVI dado es

xonu = —0,4 e +0,75 e +tee + %sint— f’—ocost

3. (2do parcial, mayo 2013) Resolver:
y”—2y/+y =e"+3

Solucién: La edo lineal de 2° orden y homogénea, tiene por solucion general
you = c1e* + caxe® = (c1 + cox)e”

(puesto que la inica raiz de la ec. caracteristica 7> —2r+ 1 = 0, esr; = 1, doble).

Al ser el término no homogéneo e* + 3, inicialmente podemos tomar como solucion
particular de la ec. no homogénea la dada por

YPNH = Ae*+ B

pero observamos que hay repeticion con alguno de los términos que aparecen en ygy (el término
e*). Lo mismo ocurriria si tomasemos

VPNH = Axe* + B
(el término xe*). Por tal motivo, tomaremos
YPNH = szex +B



Si sustituimos esta expresion en la edo inicial (/' — 2y’ +y = e* + 3), simplificando se llega

24e*+ B = ¢ +3
de donde 4 = - yB = 3.

De esta forma, la solucion general de la edo dada es

Yenu = Yo +ypva = (c1 + cax)er + %xzex +3

4. (2do parcial, mayo 2015) Resolver, en funcion de los valores del parametro a, la siguiente
edo lineal:

ym _ 2)/” + azy’ _ 2a2y =0
Solucién: El polinomio caracteristico de la edo es
P =2rr+a*r—2a*=0

Estudiamos las raices de esta ecuacion seglin valores de « :
-Sia = 0, la ecuacion se reduce a 7> — 21> = 0, que tiene por raices r; = 0 (doble) y r, = 2.
Por tanto, en este caso, la solucion general de la edo sera

y = (Clx + Cz)eox + C3€2X = Clx + C2 + C3€2X

- Sia # 0, la ecuacion caracteristica tiene por soluciones 1 = 2y 23 = tai (el polinomio
caracteristico puede ponerse como (r — 2)(r? + a?)).
Asi, la solucion general viene dada por

y = Cie* + e™(Cycosax + Cssinax) = Cie* + Ccosax + Cs sinax

5. (2do parcial, mayo 2016) Resolver la siguiente edo lineal
y"+6y" +15)" + 14y = 2x

Solucion: Podemos comprobar que las raices de la ecuacion caracteristica
P62+ 15r+14=0sonr = -2yr3 =-2%iJ3.
De esta forma la solucion general de la edo homogénea vendra dada por

you = Cre™™ + €_2X<C2 cos(ﬁx) + Cs sin(ﬁx))

Por coeficientes indeterminados, probaremos como solucion particular de la edo no
homogénea, la funcion

VPNH = Ax + B
donde los coeficientes 4 y B se obtienen de forma inmediata sin mas que sustituir en la ecuacion
inicial:
Como ypyy = A € Vv = Viwu = 0, se verificara

0+7-0+154+14(x+B) =2x=>Ad=L1 B=-13
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De esta forma, la solucion general de la edo no homogénea viene dada por

yonu = you +yenn = Cre™™ + e‘2x<C2 cos(ﬁx) + Cs sim(ﬁ;g)) + % _ %



Ejercicios propuestos.

1. Integrar las siguientes edo’s lineales de orden superior y homogéneas:

y' =5y +6y = 0.
y'+y' +y=0.

y'+4y' +4y = 0.
y'+5y -6y = 0.
y'+y' +2y =0.
y'+2y'+y =0.

1O 4@ = 0,

Y@ +2y" +y=0.

y® —8y" +26y" —40y' + 25y = 0.
x%y" +3xy' + 5y = 0.

xy"+ Exy' -y = 0.
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2. Integrar las siguientes edo’s lineales de orden superior y no homogéneas:
V'+2y +y =e™.

V' =2y +y = xe*.

y" =3y +2y = cos(3x).

y' =7y + 10y = 2x2.

y'+3y" +2y = e* +sin(x).

y" =3y +2y = x%e".

y'" =4y = cos(x) + sin(x).
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3. Resolver los siguientes PVI:

Y42yt =y =0, (0) = 0; y(0) = 1.

y =y —6y=0;30) =1 y(0) = 0. )

y 2+N3y +3y 4y =0;(0) = 0;‘y 0) = 0.; y(0) = 42
3x7y" + 1xy' =3y = 8 = 3log(x); y(1) = 1; y'(1) = 3.
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4. Resolver las siguientes edo’s:
" _ 1
a Yy +y =g
b. y'—-y=

(I+e™)? °

5. Integrar los siguientes sistemas homogéneos de edo’s lineales:

!
X] =X1—X2

a. ,
Xy =X1+X2
x' = 3x
b <
y ==y
x'=2x+y
C.
y =3x+4y
x' =3x+2
d. Y



x| =x
e. x5 = x1 +2x2
x5 = x1 —Xx3
3 -1 1
f X = AX,siendo4 = -1 5 -1
1 -1 3



