| Tema 6

Calculo de primitivas

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION

Definicion 1.1

Sean f, F : [a,b] — R, diremos que F’ es una primitivade f en [a, b] si F'(x) = f(x)V z € [a, b].
Es decir, una primitiva de f es aquella funcién que al derivarla nos da de resultado la funcién f.

Proposicion 1.2

Sean f, F, G : [a,b] — R, si F'y G son primitivas de f en [a, b], entonces se diferencian en una
constante. Esto es, F'(z) — G(z) = cV x € [a,b] (c € R).

La primitiva de una funcién f o integral definida de f se denota:

/f@) dw = Pz) +

Cometiendo un abuso de notacién, a la primitiva o integral indefinida se le suele llamar simplemente
integral.

Proposicién 1.3

Sean f,g: R — Ry A € R entonces:

(1) [X-f(z)de=X[f(z)dx
(2) [(f(z) £g(2)) dw = [ f(z) dw+ [ g(x) dx

Observaciones

(1) ff )c‘lfxf;«(é [ f(@)da- [ g(x)da
(2) f d a Tl

Proposicion 1.4

Sean f, g, F : [a,b] — R, donde F' es una primitiva de f en [a, b], entonces:

/f )dx = F(g(z)) + c.




2. INTEGRALES INMEDIATAS

g(x) [9(@)da | - 9(=) J9(x) dz
0 ¢ - k kx +c
7opos T |- @) £ er .
D] mese |- e In(f(@)) + ¢
e’ e’ +c - el @) . () ef@ e
senx —coszx+c | —| sen(f(x))- f(x) —cos(f(z)) + ¢
cos senx+c | —| cos(f(x))- f(x) sen(f(z)) + ¢
HEEE _ _f@)
cos’x gL+ ¢ cos?(f(x)) talf(@) +e |
se:ﬂx —cotz+c | — % —cot(f(z)) +¢
. +1x2 arctgr +c¢ | — . 4{}3;;)2 arctg(f(x)) + ¢
\/ﬁ arcsenz +c | — % arcsen(f(x)) + ¢
Shz Chzx+c |- Sh(f(z)) - f'(x) Ch(f(z))+c¢
Chz Shz+ec¢ |— Ch(f(z)) - f'(x) Sh(f(x)) + ¢
x;-l—l argShax +c¢ | — \/% argSh(f(x)) + ¢
—— | argCha +c | - ]{(Iii)_l argCh(f(z)) + ¢

3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

= u(t

gx = u’)(t) dt H = /f(U(t)) -~/ (t) dt

__ 42 _

I+ V& dr =2t dt
= [2arctgt dt = 2arctg(y/z) + c.

_ 1 1 _ 1 _
= 2dt=2[pdt=

largShz = In(z + V22 + 1) y argChz = In(z + 22 — 1)



4. INTEGRALES DE POTENCIAS

p(x)

n

(1) Las integrales del tipo [ —*, donde p(x) es un polinomio y n € R, se pueden resolver des-
x

componiéndola en potencias de x.

Ejemplo 4.1

2 2 g 2
fx 3z + \/Ed _f:v 3:B3-|- $2:f(%—3x2+2—)d:c:
z\/T 5 x

(2)
[r@i/rerar= [ 1@ sk =1 (ﬁ: e
JavaZ+ 1de =1 [22(22 +1)7 dx:%@:% (22 + 17 +c
[ 5. INTEGRACION POR PARTES

Sean u(z) y v(z) dos funciones derivables, se cumple:

Expresion comdinmente conocida como [[ v dv =u-v — [ v dul.
Algunos tipos de integrales que se resuelven aplicando este método:

(1) Integrales del tipo [ 2™ In(az) dx, [ 2™ arctg(az) dx, [ 2™ arcsen(ax) dz, [ 2™ arc cos(az) dx

(n € 7Z) se resuelven haciendo dv = z" dx.



Ejemplo 5.1

u=Inzx
du = Ldz
a) fm3lna:da:: dv=$3dm :%lnm—}lfﬂ:?’dm:

4
v:fw?’dx:%

4 4
=z _la® _z” 1
=ZInz- 3% =% (lnz—3)+ec

U = arcsenx

b) f d du:—l1 sdx f v g
arcsen dr = Vi-z = rarcsenx — r =
dv = dx Vi—a?
v=[dz ==z

1
_1 1—22)2
=zgarcsenz + 3 [ —2z(1 —2%)72 do = zarcsenx + %u =

=garcsenx + V1 —z2 +c.

(2) Integrales del tipo [ "€ dz, [ 2" sen(az) dz, [ 2™ cos(azx) dz (n € N) se resuelven haciendo
u = z", aplicando reiteradamente el método por partes tantas veces como indique n.

Ejemplo 5.2

u=1mx
du = dx
a) fxsenx dr = do — sen z da = —:vcos:v—{—fcosx dr =

v= [senzdr=—cosz
= —ZCOST + senx + c.
2

u=ux
b) [z%e” dz = Zz;gfdix = z%° — 2[ze® dz =
v= [e"dx =¢”
u=ux
du = dx _
dv = e*dzx -

vzfemdﬂcze’”

= 2%e® — 2(xe® — [ €% dx) = x%e® — 2ze® + 2e¥ = (22 — 22 +2) + c.

(3) Otro tipo especial de integraci6n por partes son | e sen(ax) dx'y i e’ cos(ax) dr, las cuales
aplicando dos veces el método por partes se obtiene la integral de partida y “despejando’se

obtiene el resultado final.
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Ejemplo 5.3

u=senx
du = cos xdx

[e“senz dr = x = ¢%senz — [ecosz drx =
dv = e*dx

v=[e'dr =e"

U = COS T
du = — sen xdx _
dv = e*dx

v= [e*dx =¢"
=e"senz — (e cosz + [ e”senz dx).
Ahora, si llamamos I = [e®senx dz, tenemos que I = e*senx — e®cosz — I y

despejando [ en esta expresion obtenemos que [ = % (senx — cos x), por tanto

x
e
/e”” senz dr = g(senx —cosx) + c.

6. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

6.1. Integracion de fracciones simples.

(1) Sin#1
1 1 1 (az+b)mtE 1
/(ax—i—b)" dx—a/a(ax+b) dx_a —n+1 _a(l—n)(ax+b)”—1+c
(2) Sin#1
x 1 9 _ 1 (ax? +0b)~ "+ 1
/ (az? +b)" e 2a / az(az” +b)" d 2a —n+1 2a(1 — n)(ax? + b)n—1 e
(3)
/ L dmzlf a dleln(a:c—i-b)—i-c
ar +b a) ar+b a

(4)

x 1 2ax 1 9
/—a$2+bd1‘—%/—ax2+bdaj—%ln(a$ +b)+c

(5) Seana,b > 0,

1 1 1 1 1 /b Vi 1 a
| /W+T) b/H<%W Vol Triysor ™= Va B



(6) Sea ax?® + bx + c un polinomio sin raices reales, es decir, b?> — 4ac < 0. Para calcular la integral
/ m dzx, hacemos el cambio de variable t = \/a x + ﬁ y se convierte en una similar a
la del apartado anterior.

t:\/&$+$—>t2—am2+ba}+%

1 b2

/dx— —ar?+br=t2-% / dt

2 1) 1z 2 _
@ vre fdx%dw—\lfdt f t 4a+c

La dltima integral obtenida es del tipo anterior ya que — % +¢ > 0 debido a que b% —4ac < 0.

1
(1) [ do= [ 79“1%) dv =3 [ gz dv = zarctg(§) + ¢

t—$+ L st2=4? _1_334_,
1 1 1

dt = dx
:4‘ﬁf 7 dt = Z arctg(2L) = Z arctg(22tL) 4 ¢
3 2 1_,_(%)2 V3 gf V3 g 3 .

6.2. Integracion de fracciones compuestas. En este apartado vamos a ver la resolucién general de
integrales de la forma [ % donde p(x) y g(z) son polinomios, para ello distinguimos dos casos:

(]) b Caso 1.

grado de p(z) es menor que el de ¢(z).
(z)

Para ello tenemos que descomponer la fraccién Z(T) en suma de fracciones simples, siguiendo el

siguiente proceso:
Factorizamos el denominador ¢(x) en factores irreducibles

q(x):k:-(x—a)”~(x—ﬂ)r---(xQ—i-bla:—i-cl)-(x2+b2x+02)-~~

(los polinomios 2 + bz + ¢; sin raices reales).
En las descomposicion aparecerdn las siguientes fracciones:

A_si o es una raiz simple de q(z).
Al

+ o a)g +t (z’:‘ig)n si « es una raiz de multiplicidad n de ¢(z).

Mx—i—N . .
P 1pore S x? + bx + c es un factor sin raices reales de g(z).

(las constantes deberan de ser determinadas).
De esta forma convertimos la integral [ % en suma de integrales de fracciones simples como las de

la seccidén
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Ejemplo 6.1

(1) Calcular [ ﬁ dx.
Primero descomponemos ﬁ en suma de fracciones simples:
2?2 —1 = (z + 1)(z — 1), por tanto tendremos que
1 A B A(x—i—l)—i—B(x—l)
22—1 z-1 z+1 21

Los valores de A y B seran los que cumplan la igualdad
A(z+1)+ B(x—1) = 1, para hallarlos vasta con dar valores a x en esta igualdad, tantos

como constantes tengamos, y resolver la ecuaciones obtenidas. Para facilitar cdlculos es
aconsejable dar las raices del denominador.

r=122A=12A=3;
Alz+1)+Bxz-1)=1=
( )+ B ) {x=—1—>—2B=1—>B=—§

1 1
1 _ 3 3 .
Por tanto -1 = 721 — i1 entonces:

1 1 1 1 1 1 1 z—1
dr = - [ ——dz— = dr=—-In(z—1)—=1 1)=Iny/——+c.
/ 5 2/m+1 T 2n(ﬂc ) 2n(ﬂc+) n\/m+1+c

z?2—1 2) z—-1

(2) Caleular [ 4% du.

x+4 A Mz+N A(x?+2)+ Mz?+ Nz
B2 oz a?+2 z3 + 2z
r=0—>2A=4—-A=2
A(® +2)+ M2? + Nz =z +4=2=1-3A+M+N=5sM+N=-1
r=—-123A+M-N=-3->M-N=-3

P42 =2(22+2)=

M+ N=-1
La solucién de + es M = —2y N =1, por tanto la descomposicion

M—-N=-3
o4 _ 2 | —2u41 _ 2 z+4 _ o1
quedam— —i—m———m—l— L, entonces [ - dr =2 [ 1 du —

dz + f 723 dx. Calculando las integrales por separado:

1 2 2
Z/Edas—/ _T_ dr =2Inz —In(2® 4+ 2) = 1n<12$—4_2)

x2

m2+2

Obtenemos:
Tr+4 1 x
—d —_ — tg | — .
/m3+2x . n(x2 +\/§arcg(\/§>~l—c
2_3z+1

(3) Calcular [ M—f&% 23 —42® + 5z -2 = (x - 1)%(z - 2) = I =
_ A(z— 2)+B(z 1)(33 2)+C(z—1)2

1
1 / 1 1 7 1 T
= dmz—-ﬁ/—dwz—arctg(—)
/m2+2 2(1+2) 2 1+ (5)* V2 V2
_1 x2
B +2

Ao+ 2+ 5
(z—1) r— 1 — 2 23 —4x2+52—2

Az — 2) + Blz — )z — 2) + Clz — 1)2 = 22 — 3z + 1 =
B=2=2 0 ==l

r=1->-A=-15A4=1 Por tanto m3f1;§j-§w1—2 = (w_ll)z—i—x%l—w—iz,
r=0—-2A4+2B+C=1—-B=2
entonces:

2?2 -3z +1 1 1 1
= d 2 dx — dx =
/x3—4x2+5x—2 /(:c—l)2 T /x—l * /x—2 .

-1 -1 (z —1)?
= — —-1) -1 - = 0
x_1+2ln(x ) —In(x — 2) x—1+ln< - )+c
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El grado de p(x) es mayor o igual que el de g(x).

Efectuando la division p(x) : ¢(x) de polinomios, tenemos
p(z) = q(x) - c(x) + r(x) donde c(x) es el cociente y (z) el resto obtenidos en la divisién. Por tanto
p(z

px) _ w = c(x) + ’;Emg entonces:

a(z
/dezfc(x)dx—i—/@dx.
q(=) q()
La primera es una integral polindmica fécil de resolver y la segunda se resuelve como en el caso
anterior ya que el grado de r(z) es menor que el de ¢(z).

Ejemplo 6.2

Calcular [ £522°=2 gy

z2—2x
Si efectuamos la divisién (22 — 222 — 2) : (2% — 2x), obtenemos de cociente x y de resto —2,

entonces:
— 222 -2
/ 2’ — 2z dr= | zdx +
— 2z
[xdx = y ahora vamos a calcular [ —xz %
2
x v =x(z—2) z2 — 2% x+w—2 z? -2z

r=0—>-2A=-2—-A=1

Alx —2)+ Bx=-2=
r=2—-32B=-2—-3B=-1

-2 _1_ 1 .
Por tanto ——5- = - — —=5, entonces:

dr —
/:132—256 / v /
3922 -9 x? x
/ _2:1; dx—?+ln<m>+c

7. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

2dlenx—ln(x—2)zln< $ >

xr—2

7.1. Integracién de [ sen” z - cos™ x dz. Para estudiar la resolucién de este tipo de integrales vamos
a distinguir varios casos, dependiendo de la paridad de los exponentes n y m.

(1) Sin impar se resuelve haciendo el cambio de variable ¢ = cos x.
n es de la forma n = 2k + 1, entonces:
[sen™z - cos™x dr = [(senz)?**1.cos™x dr = [(sen?z)k - senz - cos™ x dx =

t = cosx
dt = —senz dx
Esta tdltima es una integral polinémica facil de resolver.

= [(1 —cos?z)* - cos™x - senx dv = =— [(1 =)k .tm qt.
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Ejemplo 7.1

2

[sen®z-cos’zdr = [senz-sen’z-cos’x dr = [senz-(1—cos?z) cos’x do =

_ || t=cosx B 22 e rd s o B
~ || dt = —senx dx =—[1-)dt=[(t"'-t*)dt=5 -5 =
=1tcos®z — FcosPz +e.

(2) Si m impar se resuelve haciendo el cambio de variable ¢ = sen x, aplicando un proceso similar
al anterior. Es decir, es similar al anterior “intercambiando los papeles del seno y coseno".

t =senx

fcos5:rdx= f(cos2x)2~cosxdx= f(l—senQ:L')2~cos:rd:1:= H di — cosz dr

= [(1-t)2dt=[(t*—2t2+ 1) dt = %—%—i—t: tsen®x — 2senz +senz +c.

(3) ny m pares:
Empezamos con | sen’zx dry i cos® z dx que se resuelven ficilmente si aplicamos las fér-
mulas trigonométricas sen” o = £ (1 — cos 2a)| y cos® a = 3 (1 + cos 2av)|.

1 1 1 1
2
= [ = Z 9 = _p— = 2 .
/sen x dz /Qdaz+2/cos x dx T sen2x + ¢

Ejemplo 7.3

a) [sen'z dx = [(sen’z)? dz = [(3(1 — cos2z))? do =
=1/(1-2cos2z —cos?2z) dx =1 [(1 —2cos2z — 3(1 + cosdx)) da =

=1[(3 —2cos2z — }cosda) de = $(32z —sen2z — 3 - Lsendz) =

35 (4z — 8sen 2z — sendx) + c.

sen2xr = 2sen<x - coS T

2 2 1

b) [sen?z - cos?z dx = 9
— sen“x - cos” x = j sen 2z

‘:}lfsen22mdm:

3 [(1 = cosdz) dv = $(z — 1 sendz) = 3%(4a: —sendr) + c.

[ =

7.2. Integracién de | - +b{: —dry [ Wb—lsenx dx. Estas integrales se pueden resolver haciendo el

cambio de variable ¢t = tg(%), donde se nos quedari:

1—1t? 2t

T+e T Iie 1+12
Por tanto, aplicando este cambio de variable se convierten en una integral racional como las de las

seccion [6l

cosx = y x=2arctgt — dr = dt
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Ejemplo 7.4

[lde= fIltz Zrdt=[HE Zrdt=[1dt=Int=In(tg(})) +c.

1+t

8. INTEGRACION DE FUNCIONES RADICALES

.z 1 ., .
8.1. Integracién de [ oo dx con a,b > 0. La solucion de estas integrales es un arcoseno, como
podemos ver:

[ | f[/ﬁ = Sy () e

Ejemplo 8.1
3 3 1 2
J gt de =] b e =44 ) 7 do = Javesen () + o
3

8.2 Integraci(')n de [ ﬁ dx con a > 0y b®> + 4ac > 0. Haciendo el cambio de variable

t=+ar— 3 f se convierte en una similar a la de la seccién anterior:

t:\/aw 2f—>t2—a:v —bw+4a

/ ! dr=| — —az2 +bx = 2 —¢2 = L . dt
az? + bxr =
A/ 2 4a
az® +br+c fdm—)dm—\lfdt va _2,214‘@_752

Ejemplo 8.2

t=z+i-s2=s+2+1
[——dz=| = -a?-z=31-1

=[FA—dt= L —dt=
V2 PO 4 Vi Via—42)
— 2 — —
= |f mdt—arcsen(%) = arcsen(2z + 1) + ¢

\. J

8.3. Integracién de [ va — bz? dz con a,b > 0. Estas se pueden resolver haciendo el cambio de

variable x = \/% sent, de donde obtenemos dxr = \/% costdt y t = arc sen(\/g x). También
necesitaremos conocer la expresion del sen 2t:

seth:2561175-cos.t:2sen7f\/1—se1r12t:2\/§x\/1—%:%gac\/a—b:v2
[Va—ba? de = f\/a—asen2t\/%costdt= \/igf\/l—sen%costdt: \/igfcos?tdt:

(1 +cos2t)dt = \[(t—|—2sen2t) 2\/Eaurcsen(\/i z) 4+ $vVa —bx? +c.

:\/LEI
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84. Integraci(')n de [V—az? +bx+ cdrcona >0y b% +4ac > 0. Haciendo el cambio de variable
t=+ax— 3 f se convierte en una similar a la de la seccién anterior:

— 2

t=+ar— 2\[—>t = ax? —bac—i—40L ) 7

/\/—a$2+b$+0d$: —>_ax2+bx—5_t2 :%/ E-Fc_tzdt
dt:\/ad:c—>dx:\/iadt

Ejemplo 8.3

t=z+2—>t2=z2+4x+4
[V—2? -4z dz = — 2 —4r=4—¢2 =[Vi-82dt =
dt = dx

t=2senu — dt = 2cosu
B . = JV4—4sen?u  2cosu  du =
senu = 5 — 4 = arcsen g

4 [V1—sen?ucosu du = 4 [cos?u du = 4[1(1 + cos2u) du = 2u + sen2u =
sen2u = 2senuy'1 —sen?u =

_ ot 2 ¢
=2t 1-E=t/i—p
= 2arcsen% + %\/4—1&2 = 2arcsen (mT”) + ””TH\/—xQ —4x +c.

8.5. Integracién de [ ——— m dx con a > 0. Si nos fijamos en la tabla de integrales inmediatas
(seccién [2)) podemos deducir que:

mdl‘zln(ﬂc-{- x2+b)+c = /%dwzln(ﬂ.ﬁ)—{—m)—i—c

La forma general se puede resolver haciendo el cambio de variable t = /a = + %&

Ejemplo 8.4

1 t=2x 1 1 L
f\/mdx: dt=2 dx if t2+3dt:§1n<t+\/t2+3)+02
%ln(2$+\/4x2+3> +c.

8.6. Integracién de [vaz?+b dz con a,b > 0. Estas se pueden resolver haciendo el cambio de

variable z = \/> Sht, de donde obtenemos dz = \/> Chtdt y t=argSh( \/_ = In( \/_ T+

222 + 1). También necesitaremos conocer la expresién del Sh 2t:

Sh2t = 2Sht-Cht =2Shtv/Sh2t +1=2/T ay/ %2 4 1= 2%\ /aa? 1
[Vaz? T hde = [VbSK2t 1 b \fChtdt ff\/Sh2t+ 1 Chtdt =

—fCthdtZTf—l—i-Ch%)dt 2f(t+ Sh2t) =
b ln\/_az+ a2 4+ 1) + §vVar? +b +c.
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8.7. Integraciénde [ vaz? — bdx cona,b > 0. Laresolucion de esta integral es similar a la anterior,
la unica diferencia es el cambio de variable, que en este caso es © = \/g Cht, por lo que dz =

\/g Shtdt y t = argCh(\/% ) = In(\/§ =+ /%22 —1). Al igual que antes, necesitaremos

calcular la expresion del Sh 2t:

Sh2t =2Sht-Cht =2V/Ch®t — 1 Cht =24/%" — 1 /T ¢ = Vo0 /az? — b
f\/am2—bdx:f\/b0h2t—b\/§ Shtdt= J- [/Ch®t—1 Shtdt =

b b
:%fSthdt—Tfl (Ch2t — 1)dt = f( Sh2t —t) =
= 2Vaa? —b— ;2= 7z In( (VEz+ /32 —1) +c
8.8. Integraciénde [ vaz? + bz + ¢ dz cona > 0. Haciendo el cambio de variable t = \/a z+ 52~ f

se convierte en una similar a alguna de los dos tipos anteriores, dependiendo de que si b*> — 4ac < 0

(seccioén[8.6) o si b — 4ac > 0 (seccién [8.7).

tz\/ax+2L—>t2=ax2+bx+§j—2
/\/ax2+bx+cdaz: b \/;2 b ’ zi/\/ﬁ—ﬁ—i—cdt
—>a:L‘ + ox = 4a Ja 1a

_\/_d:c—>dx— dt

Ejemplo 8.5

t=z+2—>t2=a2+4x+4
[Va2+4z+5ds = Sal+dr+5=t2+1 =[V2+1dt=
dt = dx

t =Shu — dt = Chu
_ 2 _ 2 _r1
u=argSht=1n<t+ /—t2—|—1) = [VSh*u+1 Chudu = [Ch®udu = [35(1+

Sh2u =2Shuy/Shu+1= || _
=2tV + 1

L(n (t+vP+1) + VP +1) =
=l (z+2+ V2" T 42 +5) + (2 +2)VaP + 4 +5) +c.

§

Ch2u) du = 3(u+ 5 Sh2u) =
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