| Tema 4

Diferenciacion de funciones de una y va-
rias variables

1. CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Definicion 1.1: Funcion derivable

Sea f : R — R definida en un entorno de a € R, se dice que f es derivable en « si existe (y es

finito)
f'(a) = lim flath =fa) f'(a) = lim e = i)

h—0 h t—=a T —a
Sea I C R (un intervalo), se dice que f es derivable en [ si lo es en todo punto de I.

Ejemplo 1.2

Comprobar que f(x) = 222 — 3x + 1 es derivable en el punto z = 2 y calcular f/(2).
2+h)— f(2 22+ h)2-3(2+h)+1- 2h? + 5h
hh—)O h h—0 h h—0 h
2
i P2RES) e ohys—5 o f2) =5
h—0 h h—0

\. J

Observacion. Interpretacion geométrica de la derivada: Sea f : R — R, la derivada de f en el
punto x = a es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en dicho punto. Por tanto, la
ecuacion de esta recta tangente es:

y=f'(a)(x—a)+ f(a)

Teorema 1.3

Sea f : R — R definida en un entorno de a € R, si f es derivable en a entonces f es continua en
a.
El resultado reciproco no es cierto, es decir, que la continuidad no implica derivabilidad.

Ejemplo 1.4

Sabemos que la funcién f(z) = |z| es continua en x = 0, pero vamos a comprobar que no tiene
derivada en este punto.

n

lim — =-1
. fO+h)—f(0) .. |¢ - h
(0) = 1 =1 = ¢ h=0
FO=lm = W ) e B,
im — =1
h—0+t h

como vemos, los limites laterales no son iguales por lo que no existe el limite, por consiguiente,
tampoco la derivada.
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Definicion 1.5: Derivadas laterales

Sea f : R — R definida en un entorno de a € R:
(1) Se dice que f es derivable por la izquierda en « si existe
f/(a_) — h/m f(a‘+h)_f(a) f/(a—) — Hm f(x)_f(a/)
h—0— h r—a~ Tr—a
(2) Se dice que f es derivable por la derecha en a si existe

h—0t h z—at r—a

Observacion: f(x) = |z| es derivable por ambos lados en z = 0, f/(07) = —1y f/(07) = 1 (ver
ejemplo )

Proposicion 1.6

Sea f : R — R definida en un entorno de a € R, f es derivable en a si y s6lo si existen las dos
derivadas laterales y estas son iguales, f'(a™) = f'(a™).

Definicion 1.7: Funcion derivada y derivadas sucesivas

Sea f : I C R — R una funcién derivable en I, se define la funcidon derivada de f, o simplemente
derivada de f, como aquella funcién que a cada punto a € I le hace corresponder el punto f/(a).
fl'e I - R ,
a — fl(a) s f (.T)
Si a su vez, la funcién f’ : I — R es derivable, llamaremos derivada segunda de f a la derivada
de su derivada, f”(x) = (f’)'(z). Asi podemos definir la derivada
n-ésima de f como la derivada de la (n — 1)-ésima derivada de f,

f(z) = (FDY (@).

Ejemplo 1.8

Sea f(z) = 2% + 1, calcular f(z).

., flx+h)— f(x) , (z+h)?2+1-(22+1) . h%+2zh
1) — — — —
A = I h = 1
2
= imwzlimh—{—Qaz:Zx = f(x) =2z
h—0 h h—0

Definicion 1.9: Funcion derivada y clase de una funcion

Sea f: I C R — Rsedice que fesdeclase C"en I, f € C"(I), si es n-veces derivable en [ y
su derivada n-ésima es continua en I.
f es de clase C*°(I), si admite derivada de cualquier orden.




2. REGLAS DE DERIVACION

0 (5) =T

(5) Regla dela cadena: (f o g)'(x) = [f(9(x))] = f'(g()) - ¢'(x)
(6) Derivadas de las funciones elementales:
fl@) | fila) -] fl=) | fi=)
k 0 - x" P
e’ e’ - Inxz %
1
a® | a*lna |-| log,x I
senx | cosx |- |arcsenx 11 —
COST | —senx | - | arccosx 111962
tgx 605129: - | arctgx 1+1x2
1
Shz | Chzx |-| argShz Nz
Chz | Shz |-|argChx L
T =1
Thz erilh argThz | =
1
(7) Derivada de la funcién inversa: (f~!)(z) = 1) Vamos a obtener la derivada del
x

arc sen .
f(x) =senz f~!(z)=arcsenz
f'(z) =cosz = f'(f(z)) = cos(arcsenx) = /1 — sen2(arcsen ) =

=+v1—22 = (arcsenzx) = =
( )~ Vi
(8) Derivacion logaritmica:

Para calcular la derivada de y = f(x)Y () cogemos logaritmos a ambos lados de la igualdad

Iy = (f(2)7@) = Iny = g(x) n(f(x)
ahora derivamos ambas miembros de la igualdad

y'_’xn T xf/(x) I = "(z)In(f(x $f/(x)
L =@ (@) + @S =y y<9<>1<f< ”“’”f(x));‘

~—

' = 1@ (@) (@) + 902 )

Calcular la derivada de y = (sen z)°*5*
Cogiendo logaritmos In y = cos x In(sen x), derivando
/

vo_ —senzIn(senx) + cosTonl = Yy =y (—senzln(senz) + senz) =
y cos x

/

y = (senx)®®”

(—senzIn(senz) + senx) = (senx)! 7% (1 — In(sen z))



3. CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

3.1. Derivadas parciales. Sea f : R"” — R una funcion real de varias variables reales. Consideremos

la base canénica {ey,...,e,} del espacio vectorial R”, se define la i-ésima derivada parcial de f en
a € R" como: ( ) (@
. fla+he;) — fla
D, =1
if(a) = lim A

of

Esta derivada también se suele expresar como 3

(@), Dz f(a) 0 fz,(a).

(2

of . flar,...;a;+h,...;an) — fla1,...,ap)
(ai,...,ap) = lim
6xi h—0 h
Observar que lo que estamos haciendo para calcular la ¢-ésima derivada parcial, es fijar todas las
variables menos la i-ésima, y hacer una derivada normal respecto a esta coordenada.
Sea, pues, ¢ : R®™ — R la funcién que se obtiene de f fijando todas las variables menos la i-ésima,
o(z;) = flat,...,ai—1,Ti, Qjt1, - - ., ay), ENtonces

Sia=(ai,...,a,) =

Calcular las derivadas parciales de la funcién f(x,y) = sen(zy + y?).

0 0
o @y) = yeos(ay + %) 5 (.9) = (o -+ 20) cosloy +17)

Definicion 3.2

Sea f : R" - R™, a € R", tal que f = (f1,...,fm), fi : R® — R. Se define la i-ésima
derivada parcial de f en a como:

L= (L Lw)

3.2. Diferencial de una funcion. Sea f : R” — R"™, a € R", f = (f1,..., fm), fi : R" — R. Se
i

aﬂfj

dice que f es diferenciable en « si existen todas las derivadas parciales V ¢, y estas son continuas

en a.
Se define la diferencial de f en a como la aplicacién lineal df (a) : R™ — R™ cuya matriz, respecto a
las bases candnicas, es

16) 0 6]

gfgi(a) ?é(a) #(a)

2 2 2

g(a) ge(a) ... g2(a)
df(a)E 11 22 . .

ngw;(a) %fT’;(a) g’;’z(a) e

A esta matriz se le denomina matriz jacobiana de f en a y la vamos a denotar por J f(a) o, come-
tiendo un abuso de notacién, df (a). Si n = m esta matriz es cuadrada, por lo que podemos calcular su



determinante, a éste le llamaremos jacobiano de f en a y lo denotaremos por |.J f(a)|,

a(fl,- 7fn)
Aoz

Ejemplo 3.3
Sea f(z,y,2) = (2% + ycosz,y? + 2xsen z), calcular la matriz jacobiana de fen el punto
(1,1,0).
f:(flva)a fl(I,y,Z):CL‘2+yCOSZ, fQ(JI,y,Z):yQ-I-QLIfSEIlZ

(Jf(a)) 0

9h — 9y %zcosz

Dz % = —Jteny = Jf(z,y,7) = 2x cosz —ysenz
%%ZQSGDZ 3%:2:1/ %%:Qxcosz Yy, 2 2sen z 2y 2x cos z
/210
Jf(1,1,0) = (0 9 2)
3.3. Derivadas direccionales y gradiente. Sea f : R — R™, f = (f1,..., fm), una funcién dife-

renciable en a € R™, si v € R se define la derivada de f en el punto «a, en la direccién de v como:

Dy f(a) = df (a)(v) = Jf(a) - v

Si consideramos como direccién a v = e;, el i-€simo vector de la base canénica, se comprueba
facilmente que D, f(a) = ﬂ(a) = (g—ﬁ(a), cee %J;”: (a)>
Sif:R" =R = df(a) = ( a’zfl (a) --- %(a)), en este caso también se suele utilizar la notacion:
0 0
df (a) = 8—9{1((1) ( Ydxg + -+ 8—“’;(a)da7n

Siv=(v1,...,v,) = Dyf(a) = f(a)(v) 8f( ) v+ - —l—ax’;( ) vp =
= (%(a),...,%(a)) (V15 0n)

Al vector V f (a) = ( E‘? 9{1 (a),..., % (a)) se le denomina gradiente de f en a. Utilizando esta dltima
notacion podemos escribir que D, f(a) = V—>f(a) -v =df (a)(v).
3.4. Aplicaciones geométricas de las derivadas parciales.

3.4.1.  Vector tangente a una curva. Sea« : I C R — R"™ una curva diferenciable, a(t) = (z1(t), ..., zn(t)),
do
o/(t) = — (1) = (21(2), ..., 20, (1))

Sea ty € I, entonces el vector tangente a la curva « en el punto a(tg) es o/(tg). Por tanto la recta
tangente a la curva a en (o) es 1, = a(tg) + A (to) (ecuacion vectorial).

3.4.2.  Plano tangente a una superficie.

(1) Sea ¢ : A C R? — R una funcién diferenciable en todo punto de A. Sea S € R? la superficie
dada por:

S={(z,y,2) ER®: 2 = p(z,y), (z,y) € A}
Entonces el plano tangente a la superficie S en el punto (xg, yo, 20) €s:
(20 = ¢(x0, 0))

5] 0
z—z)= a—i(ivo,yo)(x —x0) + 8—5(130,%)(3/ —0)



=)}

_>
(2) Sea f : A C R® — R una funcién diferenciable en todo punto de A y tal que Vf(a) A0V a €
A. Sea S C R3 la superficie dada, en forma implicita, por:

S={(x,y,2) €R®: f(x,y,2) =k} (k € R)

Entonces el plano tangente a la superficie S en el punto (xo, Yo, 20) €s:

0 0 0
(%(9507 Yo, 20) (T — x0) + 5£(x0, Y0, 20)(y — Yo) + (%(Hfoyyo, 20)(z —20) =0

, —
equivalente a V f (o, yo, 20) - (%0, Yo, 20) = 0.
Observar que si una superficie S C R? viene definida implicitamente por la funcién f : R3 —

R (f(z,y,2) = k), entonces V f(zo, Yo, 20) s el vector normal al plano tangente a S en el punto
(05 Y0, 20)-

3.5. La diferencial de una composicion. Regla de la cadena.

Sean f : R — R™y g : R™ — RP tales que tenga su sentido su composicion, es decir, que
Im f C Dom g. Entonces si f es diferenciable en a € R™ y g es diferenciable en f(a), la funcién
g o f es diferenciable en a y se tiene que

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

Asi, la matriz jacobiana sera:

J(go f)la) = Jg(f(a)) - Jf(a)

Corolario 3.5

Sea f : R™ — R™ con funciones coordenadas f = (fi,...,fn) y tomamos como varia-
bles (z1,...,2n) (f(x1,...,2,)). Sea g : R™ — R tomando como variables (u1, ..., up)
(9(u1,...,um)). Sea F' = go f,esto es,

F(z1,...,2a) = g(fi(z1,-- -, Zn), - s fn(T1,- - Zn))
entonces las derivadas parciales de F' vienen dadas por:

OF 09 0fi N g 0fs 99  Ofm

= 7 . 200 dh —Z ¢ Vi=1,...
dx; Ouy Ox; Ouy 0Oz Tt ou,, Ox; ‘ Al
Por tanto si tenemos una funcién f(us, . .., u,,) donde las variables u; dependen de (z1, . .., zy,),
esto es, u; = u;(x1,...,x,), entonces:
of  of 3u1+ﬂ'aU2+. of au’”vi:L,,_,n

ox;  Ouy ' Ox; Oug Oux; s oupm, ‘ o0x;
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Ejemplo 3.6

Sea f : R? = R, f(z,y). Si hacemos el cambio a coordenadas polares {x -7 COSZ , calcular
Yy = rsen
of of
or > 00°
of _90f oz of oy of Of oz  0f oy

or 0z or 0y Or 00  0x 00 ' Oy 06

or oy or oy
E—COSH E-sen@ 0= rsend %—rcosé’
LAl St { I ) S
a —cosﬁaw—l-senﬂav 20 — rsenﬁax-l-rcosﬁay

Ejemplo 3.7

F F
Seaf:R—>]RyH:R2—>RdondeH(m,y):f,seaF:foH,calculara— 9
Yy

Ox ya_y'
F(z,y) = foH(xz,y) = f(H(z,y) = f(§) =
oF oF

> =1@)t y Go=rE) F =g )

3.6. Derivadas parciales de orden superior. Sea f : R" — R, si f tiene derivadas parciales con-
tinuas, estos es, si existen las funciones D;f : R” — Ry son continuas para ¢ = 1,...,n, podemos
plantearnos, para cada una de ellas, el cdlculo de sus derivadas parciales, obteniéndose asi las derivadas
parciales segundas de f en un punto a € R™. Se representa por

Dif: R — R
a D?jf(a)

y significa que primero derivamos respecto a la variable x;, y después respecto a la x;, es decir,

(a).

D;;f(a) = D;(D;f)(a), también se representa como -
i

2f 9 [(of
&ri&xj (a) - 8_56] ((‘kcz) (a)

Si iteramos este proceso, podemos obtener derivadas parciales sucesivas de la funcién f. Asi, por

03 f 0% f
" J sl ;
D00y es la derivada de D0,

*f 0 ( Pf\_ 9 (0 (of
8.’Eia$jaxk_a$k 8xiamk _al’k 81’]' 8xl~

Cuando una funcién f tenga las derivadas k-ésimas parciales continuas, diremos que f es de clase C.

ejemplo respecto de x.




Teorema 3.8: Schwarz

o]
.
0

Sea f : R" — R tal que D;f y D;f son continuas, si D?j f existe y es continua en a € R”,
entonces D]zi f existe y ademas:

B R2f . 0%
DY@ =D (5o ()= 5o )

Observacion: Este teorema nos viene a decir, que si existe una derivada parcial sucesiva del orden que
sea, no importa el orden en el que derivemos. El teorema de Schwarz es valido para derivadas sucesivas
de cualquier orden, asi por ejemplo:

a*f oF PF
8xi8xj8mk'_ 8$ia$kaxj-_ 8xk8xj6wi'_

Ejemplo 3.9

Calcular todas las derivadas parciales sucesivas hasta de segundo orden de la funcién f(x,y) =
(z + 2y) In(2? + 227).

of

2(x +y) of

D In(2? 4 2zy) + — i 2In(x? + 2zy) + 2
ﬁ_2x3—4y2 0% f 4z +4y ﬁ_ 4
0x2 a3+ 222y 0xdy  x2 4+ 2xy 0x2  z+2

,
\

3.6.1. Matriz Hessiana. Sea f : R™ — Ry a € R"”, llamaremos matriz Hessiana de f en el punto a a
la matriz de las derivadas parciales de segundo orden:

82f 02 f 92 f
8z Ox10xe " Ox10Tn
9?2 9?2 0?2
8:)326];1 Tx‘g tee 8x26f:.13n an
: : : iLy i,j
_orr  _*f o%f
Orndr1 Oxndry ox2 nxn

Si f es de clase C2, entonces en virtud del teorema de Schwarz, podemos afirmar que la matriz Hes-
siana es simétrica. Por tanto, esta matriz nos define una aplicacién bilineal simétrica, que es lo que se
conoce como diferencial segunda de f.

D%*f(a): R"xR* — R
(w,v) = D*f(a)(u,v) =u” - Hf(a) v

2 2 R éfzi £
D2f(a) i= P f(a) i= 5 (a) = ["(a)
Siu=(u1,...,u,)yv=(v1,...,0,), entonces
2 s
@7 Z axzﬁx] et

Toda forma bilineal simétrica define una forma cuadratica



n 2
#5(a)0) = a0 = 3 S

(@) - ui - uj
i?j:
La forma cuadrética d? f(a)(u) es lo que mds utilizaremos, por abuso de lenguaje, como diferencial

segunda. Esta forma cuadratica juega un papel importante en el cdlculo de los extremos relativos.

Ejemplos 3.10

(1) Si f:R?> =R, f(x,y),yu = (u, us), entonces:
*f >*f f
2 = — . 2 . . —_— . 2
d“f(a)(u) = 52 (a) -uj + 283683/ (a) - up -ug + By (a) - uj
(2) Si f:R® =R, f(z,y,2),yu = (u, us,u3), entonces:
0% f 0% f 0% f 0% f 0% f 0% f
2 _ 2 2 2
d f(a) (U’) - axQ (a)u1+2 81:621 (a)ulu2+2 81‘82 (a)u1u3+ 8y2 (&)u2+28yaz (CL)U2U3+ 822 (a,)l 3
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