Tema 1

Algebra lineal basica

[ 1. ESPACIOS VECTORIALES REALES

Definicion 1.1

Un espacio vectorial real o un R-espacio vectorial es una terna (V, +, ), donde “ + 7 es una ley
de composicién interna de V'
+: VxV —» V
(u,v) — u+wv
que cumple las siguientes propiedades:
+1) asociativa: (u +v) +w=u+ (v+w)Vu,v,w €V,
+2) conmutativa: u +v =v+uVu,v €V,
+3) elemento neutroonulo: 30 € Vtalqueu +0=uVu eV,
+4) elemento simétrico u opuesto: Vu € V'3 —u € Vtalque u + (—u) =0,
el cumplir estas cuatro propiedades es equivalente a decir que (V, +) es un grupo abeliano,
: RxV = V
y (ANv) = Aw
DA (ut+v)=A-ut+ Ao,
2) A+p)-v=Av+p-v,
3) (M) v=A(u-v),
4)1-v=nuo, YApeRyu,veV.
A los elementos del R-espacio vectorial V' les llamaremos vectores y a los de R escalares, a las
operaciones “ -+ ” sumay a “-” producto por escalares.

es una ley de composicion externa verificando:

Ejemplos 1.2

= (R™,+,-) es un espacio vectorial real donde R" = {(ai,...,ay) : a; € R} con las
operaciones (ai,...,an) + (b1,...,bp) = (a1 +b1,...,an +bn)y
A(ar, ... an) = (Aag, ..., Aay).

» Mpum(R) (matrices reales de orden n x m) es un R-espacio vectorial con la suma de
matrices y el producto de un niimero real por una matriz.

» R,[7] = {ag+arz+asz?+...a,2" : a; € R}, el conjunto de todos los polinomios con
coeficientes reales de grado menor o igual que n, es un R-espacio vectorial con la suma
de polinomios y el producto de un nimero real por un polinomio. Al igual que R[z], el
conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales.

A partir de hora, por simplificar, llamaremos a un R-espacio vectorial simplemente espacio vectorial.
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Definicion 1.3: Subespacios vectoriales

Sea (V, +, -) un espacio vectorial y H un subconjunto no vacio de H () # H C V), diremos que
H es un subespacio vectorial de V' si (H, +, -) es un espacio vectorial, donde “+” y “-” son las
restricciones de las operaciones sobre H.
+: HxH — H - RxH — H
(u,v) — u+wv Av) = Aw
Si H es un subespacio vectorial de V' lo denotaremos como H < V.

.

Proposicion 1.4: Condiciones para ser subespacio

Sea ) # H C V, donde V es un espacio vectorial, entonces H es un subespacio vectorial de V' si
y s6lo si verifica las siguientes propiedades:

(1) sihi,ho ¢ H=hi+hy € H

(2) siAeRyhe H=X-he H

Ejemplos 1.5

= Subespacios propios: V'y {0} son el mayor y el menor subespacio de V.

» SiH={(2,y9,2) €ER?: 2+y+2z =0} entonces H < R3. Vamos a demostrarlo viendo
que H cumple las dos condiciones para ser subespacio.

(1) Si hi,hy € H, entonces son de la forma hy = (a,b,c) y he = (d/,¥,c) donde
a+b+c=0yd +b+ =0.h1+hy = (a+d,b+V,c+ ) entonces
hi+he € Hsi(a+a )+ (b+V)+(c+') =0,pero (a+a’)+ (b+V)+(c+) =
=(a+b+c)+ (a+b +¢)=0+0 =0, por tanto se cumple la primera condicién.

(2) SixeRyh=(a,b,c) € Hyentoncesa+b+c=0y\-h = (Aa, \b, \c) por lo
cual A\-h € Hsida+ Ao+ e=0,peroda+ b+ Ac=Aa+b+c) =
= A0 = 0, por tanto también se cumple la segunda condicién.

m Sea A€ Mpym(R)y F={veR": A-v =0} entonces F < R", demostrémoslo:

(1) Siu,v € F,entonces A-u=A-v=0A-(u+v)=4A-u+A-v=0+0=0
por tanto u + v € F'y se cumple la primera condicién.

(2) SixeRyve F(A-v=0),A-Av)=X-(A-v)=X-0=0porloX-veFy
se cumple la segunda condicién.

» Sea G = {(z,y,2) € R3 : 2 +y = 2}, en este caso G no es subespacio de R? ya
que no cumple la primera condicién, para verlo basta con encontrar un contragjemplo:
u=(1,1,1),v=(2,0,1) € G,perou +v = (3,1,2) ¢ Gyaque 3 + 1 # 2.

» SeaU = {(,y,2) € R®: x < 0}, este subconjunto de R® cumple la primera condicién:
siu= (a,b,c)yv=(d,V,d) €U (a,a <0),
utv=(a+a,b+b,c+c)ya+d <0+0=0porloqueu+v € U. Pero
U no es un subespacio vectorial ya que no cumple la segunda: v = (—1,2,4) € U,
—2-u=(2,—4,-8) ¢ Uyaque2 > 0.




2. COMBINACION Y DEPENDENCIA LINEAL

Definicion 2.1: Combinacion lineal

Sea V' un espacio vectorial y u,v1,...,v, € V, diremos que u es combinacion lineal (c. 1.) de
v1, ..., Uy Siexisten escalares A1, ..., \, € R tales que
U= ANV + ...+ A\

Definicion 2.2: Subespacio generado

Sea V' un espacio vectorial y {u1, ..., u,} un conjunto de vectores de V', llamaremos subespacio
generado por {uy,...,u,} a

<Upy ..., up >i={veEV:ivesc. Ldeu,...,u,},
es decir, es el subespacio formado por todas las combinaciones lineales de los w1, . .., u,. Este
subespacio es el menor subespacio de V' que contiene a los u;, es decirsi F' < V conuy, ..., u, €
F entonces < uq,...,u, >< F.

Definicion 2.3: Sistema generador

Sea V' un espacio vectorial, diremos que un conjunto de vectores {uj,...,u,} es un sistema
generadorde Vsi V =< uy,...,u, >.

Ejemplo 2.4

Sea V = {(x,y,2) € R® : z —y = 0}, vamos a ver que {(1,1,0),(0,0,1)} es un sistema
generador de V.

Segiin la definicién de V, la condicién que han de cumplir un vector de R? para que esté en V es
que las dos primeras coordenadas sean iguales (z — y = 0), por tanto los vectores de V' son todos
de la forma (a, a, b) para algin a y b de R.

(a,a,b) =a(1,1,0) 4+ b(0,0, 1), lo que demuestra que V' =< (1,1,0),(0,0,1) >.

Definicion 2.5: Dependencia lineal

Sea V' un espacio vectorial, diremos que un conjunto de vectores {u1, ..., uy,} de V son lineal-
mente independientes (l. ind.) si cumplen la siguiente propiedad:
En caso contrario diremos que {u1, ..., u,} son linealmente dependientes (1. d.).

Observaciones:
= Siwv # 0 entonces {v} es I. ind.
Cualquier conjunto no vacio de uno 1. ind. es 1. ind.
Si0e {uy,...,un} = {u1,...,up}esld.
{u1,...,u,} esl ind. siy s6lo si ningtin vector es c. 1. de los demds.
{u1,...,u,} esl d.siy sélo sialgin vector es c. l. de los demis.
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Ejemplos 2.6

= {(1,-1,0),(3,2,0)} C R?son 1. ind.
Para comprobar la afirmacién anterior bastara demostrar que la ecuacién z(1, —1,0) +
y(3,2,0) = (0,0,0) tiene como solucién tnica z = y = 0.
3y=20
2(1,=1,0) + 4(3,2,0) = (0,0,0) < § * 7Y ==
—x+2y=0
» {(1,-1,2),(-1,2,1),(3,0,3)} C R3sonl.d.

(3,0,3) =2-(1,-1,2) + (-1) - (—1,2,1)

3. BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Definicion 3.1: Base de un espacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial y {uy, . .., u,} un conjunto de vectores de V:
» Se llama rango de {u1, ..., u,} al nimero méximo de vectores 1. ind. que hay.
rang({u1,...,un}) =k ©<ui,...,u;, >=<uy,...,u, > siendo k minimo.
» Se dice que B = {vy,...,v,} es unabase de V si:

(1) B esun sistema generadorde V (V =< vy,..., 0, >).
(2) B estd formada por vectores 1. ind.

B={vi,...,u,} basede V < Bes generadory L. ind. & V =< vy,...,v, > yrang(B) = n.

Observaciones:
= Cualquier sistema generador puede convertirse en una base eliminando vectores 1. d.
= Cualquier conjunto de vectores que sean l. ind. pueden convertirse en una base afiadiendo vecto-
res que sean 1. ind. con los demas.
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Ejemplos 3.2

= Los vectores {(1,1,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)} son un conjunto generador de R? pero
no forman base porque no son l. ind., basta observar que
(1,1,1) = 0-(1,1,0) + 1 - (0,1,0) + 1 - (1,0,1), por lo que si eliminamos el vec-
tor (1,1, 1) podriamos tener una base. Para comprobar esto dltimo bastard con ver que
{(1,1,0),(0,1,0),(1,0,1)} son L. ind.

r+2=0
z(1,1,0) + y(0,1,0) + 2(1,0,1) = (0,0,0) & cx+y=0 <zrz=y=2=0
z=0

En consecuencia {(1,1,0), (0,1,0),(1,0,1)} es una base de R3, de hecho cualquier
vector (a, b, c) € R? se puede obtener como:
(a,b,c) = (C—&) : (1,1,0)+(b—c+a) : (07130)+C (13031)
= Los vectores {(1,0,1),(1,0,0)} C R? son 1. ind.
=0
x(l,O,l)—i—y(l,0,0):(0,0,0)<:>{$+y sr=y=0,

z=0

pero no forman una base. Vamos a ver que si le afiadimos el vector (0, 1,0) formarian
una base, para lo cual tendremos que comprobar que {(1,0,1), (1,0,0),(0,1,0)} es un
sistema generador y de hecho cualquier vector (a, b, ¢) € R? se puede obtener como:

(a,b,c) =c-(1,0,1) + (a —¢) - (1,0,0) + b-(0,1,0).

Proposicion 3.3

Si{ui,...,un}ty{vi,..., v} son dos bases de un mismo espacio vectorial V' entonces n = k,
es decir cualquier base de un espacio vectorial tiene el mismo ntimero de vectores.

Definicion 3.4: Dimension de un espacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial, llamaremos dimension de V' al nimero de vectores que tiene cualquier
base de V.
Si{vi,...,vp}basede V = dimV =n.

Observacion: La dim V' es el nimero maximo de vectores 1. ind. que hay en cualquier conjunto de
vectores de V, al igual que el niimero minimo de vectores necesarios para formar un sistema generador.
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Ejemplos 3.5

» dimR" = n: {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} es una base de R que re-
cibe el nombre de base canodnica.

(a1,...,an) =a;-(1,0,...,0) +az-(0,1,0,...,0) +---+a,-(0,...,0,1)

» dimR,[z] = n+1: {1,z,22, ..., 2"} es una base de R,,[z] que recibe el nombre de base
candnica.

a+ar+ayr’+ - 4apxt =ag-l1+a;-z+as-22+-+a,- 2"
n SiU<V=dimU <dimVysidimU =dimV =U=V.

Ejercicio 3.1. Encontrar una base del subespacio vectorial de R3,
V={(z,y,2) ER3:x+y+2=0}
Si resolvemos la ecuacién z+y-+z = 0 obtenemos como solucién paramétrica (z,y, z) = (A, g, —A—
1), por lo que los vectores de V' son de la forma
(A, —A —p) = A(1,0,—1) + (0,1, —1). En consecuencia { (1,0, —1), (0,1, —1)} es una base de V.

4. COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO A UNA BASE. MATRIZ DEL CAMBIO DE BASE

Proposicion 4.1

Sea V' un espacio vectorial y {u1,...,u,} C V. Entonces {u1,...,uy} esbasede V siy sélo si
cada vector de V' se expresa de forma tnica como c. I. de los u;.

Definicion 4.2: Coordenadas de un vector respecto a una base

Si B = {ui,...,u,} es una base de un espacio vectorial V'y u € V, sabemos que u = aju; +
-o-+ apup conao; € RV ¢ = 1,...,ny donde los «; son unicos. Los escalares s, ..., ay,
reciben el nombre de coordenadas del vector u en la base 13, lo cual denotaremos como:

[ul = (a1, ..., ap)

Ejemplo 4.3

Al expresar un vector de R™, (a1, ..., ay), siempre lo solemos hacer a través de sus coordenadas
en la base canénica.

(a1,a2,...,an) =ay1-(1,0,...,0) +az-(0,1,0,...,0)+---+ap-(0,...,0,1)

\.

Ejercicio 4.1. Encontrar las coordenadas del vector u = (7,-2,—-2) € R3 en la base
B=1{(1,0,1),(-1,1,1),(2,1,—-1)}.
Las coordenadas serdn la solucién de la ecuacion:

r—y+2z2=17
(7,-2,-2) =2(1,0,1) +y(-1,1,1) +2(2,1,-1) & Sy + 2 = —2 Sr=2y=-3,z=1
T+y—z=-2

Por tanto [(7, -2, —2)]p = (2,-3,1).



4.0.1. Matriz del cambio de base. En esta seccidn realizaremos una serie de calculos que nos llevardn
a la obtencién de una matriz (matriz del cambio de base), la cual nos servird para calcular las coordena-
das de un vector respecto de una base, sin necesidad de resolver un sistema de ecuaciones como en el

ejercicio -1}

Sea V' un espacio vectorial con bases B = {uy,...,u,} y B = {v1,...,v,}, u € V con coordenadas
[ulp = (z1,...,20) y [ulp = (y1,- - - Yn).
Vamos a ver la relacion existente entre (21, ...,Zy,) € (Y1, - -, Yn):
n n
[ulp = (z1,...,20) = u= ij-uj [ulpr = (Y1, yn) = u = Zylvl
j=1 i=1
n
Pongamos que [uj]p = (a1j,...,anj) = uj = > a;-v; Vj=1,...,n, por tanto nos queda:
i=1
n n n n n
UZZZ’]‘-UJ':Z.%']' Zaij-vi :Z :cjaij * Vs
J=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

n
Entonces tenemos expresado a u con dos c. l. de los v, u = > y; - v; y
i=1

n n
uw= > | > xja;j| - v, y como lac. I ha de ser tnica por ser 5’ una base, se ha de cumplir que
J=1

i=1
n
yi = > xja;; Vi=1,...,n,igualdad que en forma matricial queda:
j=1
Y1 a1 a2 - Ain Z1
Yn anl1 Gp2 "' Gnn In

A la matriz anterior, de orden n X n, se le denomina matriz de paso de la base B a B 1a cual denotamos

por Pg/. Esta matriz tiene como columnas las coordenadas de cada uno de los vectores de 3 en la base
B

En conclusién  [u]g = P§ - [u]s

Observacion: La matriz Pg, es regular (invertible) y se cumple que P5 = (PB/)_1

Proposicion 4.4

Sea V un espacio vectorial, B, C y D tres bases de V/, entonces:

PP =pPP.P§
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Ejemplo 4.5

Sea C la base canénica de R" y B = {uy,...,u,} otra base cualquiera, supongamos que u; =
(w1j,...,un;) Vj=1,...,n, entonces:
Uil o Uln
sz Ul ot U2p
Unl - Unn
Es decir las columnas de Pg son los vectores de B, ademds P5 = (Péj )~L

Ejercicio 4.2. Sean B = {(-1,1,0),(1,-1,1),(-1,0,0)} y B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} dos
bases de R?. Calcular P§’ y las coordenadas de u € R? en la base B sabiendo que [u]s = (2, —6,4).
Para calcular la matriz Pgl tendriamos que calcular las coordenadas de los vectores de B3 en la base 55/
para lo cual deberiamos resolver tres sistemas de ecuaciones. Pero hay otra forma més sencilla: teniendo
en cuenta el resultado de la
proposicién Pg/ = Pf/ -P§ = (PS)L- Pg (C base candnica), y segun el ejemplo estas
matrices son aquellas cuyas columnas son los vectores de las dos bases. Por tanto para calcular Pg/
bastard con calcular la matriz inversa, de aquella cuyas columnas son los vectores de /3, y multiplicarla
por la matriz que tiene como columnas los vectores de B.

-1 1 -1 1 3 —1
, 101 -1 1 -1 37 3 -1 1 -1 —1 37
—1 —1 —1
110 0 1 0 3 3 = 0 1 0 0o 3 F
-1 3 —?1 2
g =P5 up=|1 F 3 —6 | = (-13,7,1)
0o 3 4

5. ECUACIONES DE UN SUBESPACIO VECTORIAL

Dado un espacio vectorial V' y un subespacio U < V, llamaremos ecuacién de U a cualquier expresion
algebraica a partir de la cual podamos determinar todos los vectores de U. Vamos a estudiar dos tipos de
ecuaciones: las ecuaciones implicitas y la paramétricas.

5.0.1. Ecuacion general o implicita. Se trata de una ecuacién o sistema homogéneo de ecuaciones
lineales en donde todas las ecuaciones son independientes, es decir no hay una ecuacién que sea combi-
nacién lineal de las demads. Por ejemplo:

r—1t=0

U={(z,y,21t) e R*:
{2,y 21 o rae_ioo )
Si tenemos la ecuacion implicita de un subespacio, su dimensién es igual al nimero de incdgnitas me-
nos el de ecuaciones, y la base del subespacio la podemos obtener resolviendo el sistema de ecuaciones
como se hace el el ejercicio[3.1]

5.0.2.  Ecuacion paramétrica. Como sunombre indica, es una ecuacién dada de forma explicita a través
de un nimero de parametros, es decir nos define las coordenadas de los vectores a través de parametros.
En este caso los coeficientes que acompaifian a los pardmetros han de formar vectores l. ind. y estos
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vectores formardn una base del subespacio, la dimensién es el nimero de pardmetros que aparecen. Por
ejemplo:

rT=A—p
=2\ —3u
W= {(z,y,2,t) eRY: { ¥ A ueER
{(z,y,2,1) Y pe R}
t=-A+pu

En este caso, dim W = 2 y unabase es {(1,2,1,—1),(—1,-3,2,1)}.

[ 6. MATRICES

Representaremos por M,, «.,,(R) el conjunto de todas las matrices reales de orden n x m (n filas y m
columnas). El caso de las matrices cuadradas (mismo ntiimero de filas que de columnas) de orden n lo
denotaremos por M, (R).

Definicion 6.1

» Dada una matriz A € M« (R) el elemento a;; es el elemento de la fila i que ocupa la
columna j.

» Dada una matriz A = (ai;)ij € Mpxm(R), llamaremos diagonal principal de A a los
elementos de la forma ag.

= Llamaremos matriz identidad de orden n, I,, a aquella matriz cuadrada de orden n donde
todos los elementos de la diagonal principal son 1 y los demds son nulos.

= [lamaremos matriz nula, 0, a aquella matriz que tiene todos sus elementos nulos.

» Dada una matriz A € M,,x,(R), llamaremos matriz traspuesta de A,
AT € My, 5, (R), a aquella matriz obtenida al intercambiar las filas por columnas en A.

» Dada una matriz A € M, (R), diremos que es simétrica si A = A”.

= Diremos que una matriz A es triangular inferior (superior) si todos los elementos situados
por debajo (arriba) de la diagonal principal son todos nulos.

» Dada una matriz cuadrada A € M,,(R), diremos que es regular si tiene inversa, es decir,
sidA ™ e M,(R)talque A- A~ =A"1. A=1,.

\.

6.1. Operaciones con matrices.

6.1.1.  Suma de matrices. (M xm(R),+) es un grupo abeliano por cumplir las siguientes propiedades:
» Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
= Conmutativa: A+ B =B+ A
= Elemento neutro o nulo: 30 € M, x,n(R) talque A+ 0= A
= Elemento simétrico u opuesto: A + (—A4) =0

6.1.2. Producto de matrices. No todo par de matrices se pueden multiplicar, para realizar el producto
A - B es preciso que el nimero de columnas de A sea igual al de filas de B, es decir, si A € M, xm(R)
entonces B € M,,«n(R).
Ademas el producto de matrices no es conmutativo es decir que A - B # B - A, a parte de que si
podemos realizar el producto A - B no se tiene por que poder realizar B - A.
(M, (R), +,-) es un anillo unitario no conmutativo por cumplir ademads las propiedades:
= Asociativa: A- (B-C)=(A-B)-C
= Elemento neutro: 31, € M,,(R) talque A-I,, =1,- A=A
= Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma:
A-(B+C)=A-B+A-C
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6.2. Transformaciones elementales. Dada una matriz A € M,,,,(R), llamaremos transformaciones
elementales de filas (columnas) de A a cada una de las siguientes transformaciones:

= Intercambiar la posicién de dos filas (columnas).

= Multiplicar todos los elementos de una fila (columna) por un escalar no nulo.

= Sumar a un a fila (columna) dada, otra multiplicada por un escalar.

Definicion 6.2: Matrices semejantes

Diremos que dos matrices A, B € M,,»n(R) son equivalentes, A ~, B, si una se obtiene a partir
de la otra por medio de transformaciones elementales.

Proposicion 6.3

Dos matrices A, B € M, «.,(R) son equivalentes si y sélo si existen matrices regulares P €
M,(R)yQ € M,(R) talesque A=P-B-Q.

Observacion: Si dos matrices A, B € M, (R) son equivalentes y A se obtiene de B sélo a partir
de transformaciones por filas (columnas) entonces existe una matriz regular P € M, (R) (Q € M,,(R))
talqueA=P-B(A=B-Q).

Definicion 6.4: Rango

Sea A € M, xm(R), el rango de A (rang(A)) es el nimero maximo de vectores fila o columna 1.
ind. de A. (rang(A) < min{m,n})
Por definicién se deduce que rang(A) = rang(A”).

Proposicion 6.5

Dos matrices son equivalentes si y sélo si tienen el mismo rango.

Observacion: El rango de una matriz triangular es el nimero de filas no nulas que tiene.

Ejemplo 6.6
1 -1 5 3
Calcular el rango de lamatriz A = |2 0 1 -1
4 2 -7 -9

Para calcular el rango de de A vamos a realizar transformaciones elementales por filas hasta

obtener una matriz triangular, cuyo rango serd el mismo que de A ya que serian semejantes. El

primer paso es conseguir ceros en las entradas as; y as; utilizando como pivote el elemento a1,

para ello vamos a sumar la primera fila multiplicada por —2 a la segunda y la primera multiplicada
1 -1 5 3

por —4 a la tercera. Asi obtenemos lamatriz [0 2 =9 -7 |. Para finalizar, en la nueva
0 6 =27 =21

matriz, tenemos que conseguir un cero en ase utilizando como pivote el agg, por tanto vamos a

1 -1 5 3
sumar la segunda fila multiplicada por —3 a la tercera y obtenemos [ 0 2 —9 —7|. Esta
0 0 0 0

ultima matriz es triangular con s6lo dos filas no nulas por tanto su rango y el de A es 2.




Proposicion 6.7: Método de Gauss-Jordan

Sea A € M, (R) regular, entonces es posible llegar, a partir de A, a la matriz identidad I,, me-
diante transformaciones elementales sélo por filas (columnas).
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Observacion: Si A € M, (R) es regular entonces A ~, I, y ademds la matriz identidad I,, se
puede obtener de A mediante transformaciones por filas (columnas) por lo que existe P € M, (R)
(Q € M, (R)) regular tal que I, = P- A (I, = A-Q),portanto P = A~1 (Q = A~1).

Ejemplo 6.8

1 -1 1
Calcular la matriz inversa de A = 1 0 2
-2 1 0

Para calcular la matriz inversa vamos a utilizar el método de Gauss-Jordan, el cual consiste en
aplicar a la matriz identidad las mismas transformaciones elementales por filas, que se le aplican
a la matriz A para convertirla en la identidad. La matriz resultante de aplicarle a la identidad
dichas transformaciones es la inversa de A.
Para realizar el proceso, utilizamos una nueva matriz obtenida ampliando las filas de la matriz
A con la identidad y vamos realizando transformaciones hasta que la parte correspondiente de la
matriz A se convierta en la identidad, la correspondiente a la identidad ser4 la inversa de A.
1 -1 1 | 100
1 0 2 | 0 1 0],elprimer paso es hacer ceros en as; y as; utilizando como pivote
-2 1 0| 001
a a1, para ello vamos a sumar la primera fila multiplicada por —1 a la segunda y la primera
1 -1 1| 1 00
multiplicada por 2 a la tercera. Asi obtenemos la matriz ({0 1 1 | —1 1 0|, ahora
0 -1 2] 2 01
tenemos que conseguir un cero en aso utilizando como pivote el ags, por tanto vamos a sumar la
1 -1 1| 1 00
segunda fila a la terceray obtenemos [0 1 1 | —1 1 0
0 0 3 | 1 11

Lo siguiente es conseguir ceros en a3 y ag3 utilizando como pivote a az3, sumamos la tercera fila

2
T 1 . g4 ? 3
multiplicada por =~ a la primeray alasegunda (0 1 0 | &5 3§ 3
0 0 3 | 1 1 1

1 -1 0 | o
== | . El siguiente
paso es conseguir un cero en ajo utilizando como pivote a age, sumamos la segunda fila a la

100 | £ & F#
primera [0 1 0 | %4 % %1 . Por tltimo es conseguir que en la diagonal principal s6lo

003 | 1 1 1

hayan unos, que en nuestro caso s6lo tenemos que multiplicar la tercera fila por % y finalizamos
-2 1 =2
1roo | F Y
obteniendo [0 1 0 | ?4 ? ?1
00l g 5 g
S
3
Por tanto la matriz inversa de A es A™1 = _?4 % —?
3 3 3
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6.3. Determinante de una matriz cuadrada. Sea A € M,,(R), vamos a definir el determinante de A
(det A, | A]), por induccién en n:

] Sin:1—>A:(a11)—> ’A‘ = ail
= Sin > 1 — supongamos que sabemos calcular el determinante de matrices de orden n — 1,
definimos el determinante de A como:
Sea A;; la matriz que se obtiene de A quitdndole la fila ¢-ésima y la columna j-ésima.

an a2 o G15-1 aij41 0 Qip

a21 azx v G251 agj41 o Gp
A’ij =|ai-11 Q-12 - Qi—1j-1 Gi—1j41 - Gi—1n
Gi+11 G412 - Gilj—1  Qi+lj+1 " Gitln

a/n,l anQ e anjfl (Ln]Jrl o e ann

Llamamos ij-ésimo menor adjunto de A al valor a;; = (—1)"*7| A;;|. Entonces fijando una
columna jg (o fila ig) se define el determinante de A como:

det(A) = ayjyaj, + azjotzjo + - - + Anjo Q|

(det(A) = Qig1 Qg1 + @ig20g2 + + -+ + aionaion)ﬂ
Por ejemplo si calculamos el determinante desarrolldndolo por la primera columna quedarfa:

det(A) = anjai1 + ag1o1 + -+ + anram

Observacion: Tal y como se ha definido el determinante, al dar igual desarrollarlo por una fila o una
columna, se deduce que det(A) = det(AT).

Definicion 6.9: Matriz adjunta

Sea A € M,(R), alamatriz Ayq; = (v;)i,; € M, (R) formada por los menores adjuntos de A
recibe el nombre de matriz adjunta de A.

IDeterminante de A desarrollado por la columna jo-ésima
Determinante de A desarrollado por la fila ¢9-ésima
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Ejemplos 6.10

SiA= (an) — ’A‘ = ai1

q ai;p ai2 141 2+1
" SiA= = |A] = ann(—1)"ax + a21(—1)*Ttaiz = ar1a22 — az1a12
a1 a2
ail a2 a3
m SiA=|as1 asn ass
asy az2 ass
_ 141 (@22 Q23 241 |@12 Q13 341 |A12 Q13|
|A| = a11(—1) + + ag1(—1) + +az1(—1) + =
azz ass az2 ass az2 a3

= a11(a22a33 — azgazy) — az1(aizass — az2a13) + azi(a12a23 — azaiz) =

= @11a22033 + 021032013 + (31A12023 — 411032023 — (21012033 — G31022013.
Resultado que coincide con la conocida regla de Sarrus para calcular determinantes de

orden 3.

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de su diagonal

principal.

6.3.1.

Propiedades de los determinantes. Sean A, B, C' € M,R:

Si A, By C solo se diferencian en la columna jy-ésima (fila ig-€sima), siendo col;,(A) =
A - coljy(B) + p - ol (C) (filjy(A) = X - filiy(B) + p - fil;,(C)), entonces det(A) =
A-det(B) + p - det(C).

a1 Abi + pecy
az by + peo

ap by
as b2

ap €
az C2

+

Si una fila o columna de A se multiplica por un escalar, el determinante queda multiplicado por
el escalar.

det(A- A) = A" - det(A)

Si una matriz tiene una fila o columna nula su determinante es nulo.

Si alguna fila o columna es c. 1. de las demas, el determinante es nulo.

Si en una matriz se intercambian dos filas o columnas, el determinante cambia de signo. En
general, si se realiza un nimero par de cambios el determinante no varfa, pero si es impar cambia
de signo.

Si en una matriz a una fila o columna se le suma una c. 1. de las demas el determinante no varia.
det(A - B) = det(A) - det(B), det(A¥) = det(A)*.

Si A es regular det(A™1) = det(A4)~1.

Proposicion 6.11

Una matriz A € M, (R) es invertible si y solo si det(A) # 0, ademds se tiene que:

1

-1 _
AT = det(A)

(Aagj)™
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Definicion 6.12

Sea A € M, xm(R) y sea r < n,m, se llama menor de orden r al determinante de cualquier

submatriz cuadrada de A de orden 7.

SiA= (a”):‘fil una submatriz cuadrada de orden r es A, = (a; ;) i—i,, .. conl <i; <
J=J1,-4 Jr

. <ip<nyl<j; <...<jr <n,yunmenor de orden r es det(A,).

Se le llama menor principal de orden r al ~ det ((ai, J):;:l)

Proposicion 6.13

Sea A € M, xm(R), el rango de A es 7 si y sélo si existe en A un menor de orden r no nulo y
todo menor de orden r + 1 es nulo.

Observaciones: Podemos calcular el rango de una matriz utilizando menores:

= Si A € M, (R) y su determinante es no nulo, entonces su rango es n.

= Si A € M, xm(R), buscamos, por ejemplo, un menor de orden 2 no nulo (si no lo hay su rango
serd menor que 2) y este mismo menor lo vamos ampliando de orden hasta que todos los de un
cierto orden k£ > 2 que lo contengan sean nulos, entonces rang(A) = k — 1.

1 -1 5 3
Calcular el rangode lamatriz A= [ 2 0 1 -1
4 2 =7 =9
Si cogemos el menor ; _01 = 2 # 0, por tanto el rango es mayor igual que 2, ahora orlamos
(ampliamos) el menor no nulo encontrado.
1 -1 5 1 -1 3
2 0 1}=0, |2 0 -1}=0.
4 2 =7 4 2 =9

Las dos unicas ampliaciones posibles son nulas por lo que el rango es dos.

7. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

a1121 + 41222+« + WM Tm = b1

_ _ . a21%1 + aeTs + - + A2mTm = b2
Dado el sistema de n ecuaciones con m incdgnitas ) i i . , llama-

Ap1Z1 + Ap2T2 + -+ - + ApmTm = by

ai; ai2 ... Qaim
. . . a1 @22 ... G2m . . . .
remos matriz de coeficientes a la matriz A = . . .| , matriz de términos independien-
ap1 Ap2 ... QApm
b1 T
b - : 2 . . . .
tesa B = | . |,matriz incégnitaa X = .| y matriz ampliada del sistema (A|B) a la matriz que
by, Tm

se obtiene al afiadirle a A la columna que forman los elementos de B.
Con estos datos podemos expresar el sistema de forma matricial como A - X = B.
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Definicion 7.1

Con la notacién anterior, dado el sistema de ecuaciones lineales A - X = B.
Cc1

C9 .
» Diremos que C'= | . | es solucién del sistemasi A-C = B.

Cm

= Diremos que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

= Diremos que el sistema es compatible determinado (S.C.D.) si tiene una tnica solucién,
compatible indeterminado (S.C.1.) si tiene infinitas soluciones ¢ incompatible (S.1.) si
no tiene solucioén.

Proposicién 7.2

| r

Dados dos sistemas de ecuaciones A - X = By y Az - X = Bs, si (A1|B1) y (A2|B2) son
equivalentes por filas entonces ambos sistemas son equivalentes.

Demostracion. Si (A1|B1) y (Aa|Bs) son equivalentes por filas entonces existe una matriz P tal que
P (Al‘Bl) = (A2|B2) & P A1 = AQ yP‘ Bl = BQ.

C’soluciéndeAl-X:Bl = Al-C:Bl 4 PAlC:PBl <~
& Ay C = By & (Csolucionde Ay - X = Bs.

O

7.1. Método de Gauss. Dado el sistema de ecuaciones A - X = B, el método de Gauss consiste en
realizar transformaciones elementales por filas a la matriz (A|B) para obtener una matriz triangular infe-
rior (A’|B’), de forma que el sistema de ecuaciones A’ - X = B’ es sencillo de resolver y es equivalente
al original.

Ejemplo 7.3

r—4y+2z=38
Resolver el sistema ¢ 3x — 12y + 5z = 26
20 -9y —2=14
1 -4 1 | 8
La matriz del sistemaes | 3 —12 5 | 26 |, para convertirla en triangular primero tenemos
2 -9 -1 | 14
que hacer ceros en a9 y a3; utilizando como pivote a a1, para ello vamos a sumar la primera fila
multiplicada por —3 a la segunda y la primera multiplicada por —2 a la tercera. Asi obtenemos la

1 -4 1 8
matriz (0 0 2 } 2 | en la cual si intercambiamos las filas segunda y tercera obtene-
0 -1 -3 | -2
1 -4 1 | 8
mos la matriz triangular [0 —1 —3 | —2 |, por lo que obtenemos el sistema equivalente
0o 0o 2 | 2
r—4y+2z=38
—y—32z=—-2 cuyasolucibnesz =1, y=—-1yz =3.

22=2
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7.2. Teorema de Rouche-Frobenius. Dado el sistema de ecuaciones A - X = B, entonces:

(1) Sielrang(A) = rang(A|B) el sistema es compatible:
a) sirang(A) = rang(A|B) igual al nimero de incégnitas, el sistema es compatible determi-
nado.

b) si rang(A) = rang(A|B) menor que el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible
indeterminado.
(2) Siel rang(A) < rang(A|B) el sistema es incompatible.

Ejemplo 7.4

r+y+z=3
Discutir el sistema { 2z + ay + z =2  segun el valor del parametro a.

rt+ay—z=3
Para discutir el sistema vamos a aplicar el teorema de Rouche-Frobenius, por lo cual calcularemos
los rangos de la matriz de coeficientes A y la ampliada (A|B) segin el valor que tome a.

11 1 | 3
(AIB)=|(2 a 1 | 2],eldet(A) = —a + 3 por tanto si a # 3 su determinante no es
1 a -1 | 3

nulo por lo que su rango serd 3 igual al de la ampliada y al nimero de incognitas lo que nos da un
sistema compatible determinado.
Ahora vamos a estudiar el caso a = 3.

11 1 | 3 11
(AIB) = |2 3 1 | 2|, elrang(A) = 2 ya que el menor =1# 0Oyel
2 3
13 -1 3
11 3
rang(A|B) = 3yaque |2 3 2| = 8 # 0, por tanto en este caso el sistema es incompati-
1 3 3
ble.
Si S.C.D.
Resumiendo: 1 a73
Sia=3S.L

7.3. Regla de Crammer. Dado el sistema de ecuaciones A - X = B con A € M, (R) y det(A) # 0.
Definimos A; como la matriz obtenida de A al cambiar su columna j-ésima por la columna B, entonces
la solucién del sistema es:

o det(AZ)
T det(A)

Vi=1,...,n
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Ejemplo 7.5

r+y+z=2
Resolver, utilizando la regla de Crammer, el sistema { © — z = 1
y+z=0
11 1 | 2
(AlB)=[1 0 -1 | 1], det(A) =1
01 1 | O
21 1 1 2 1 1 1 2
1 0 -1 1 1 -1 1 0 1
01 1 0 0 1 010
T = =2, Yy = = -1, T = 1 =1
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