| Tema 7
Integral definida

1. INTEGRAL DE RIEMANN

Definicion 1.1: Particion

| r

Llamaremos particién de un intervalo [a,b] a cualquier conjunto ordenado de puntos P =
{0, 21,2, ..., 2} tal que
a=xp< a1 <T9<...<x =D

Definicion 1.2: Sumas de Riemann

Sea f : [a,b] — R una funcién y
P ={xg,x1,29,...,2,} una particién de [a, b]:

(1) Se denomina suma superior de Riemann de f en P, S(f, P) a
n
S(f,P) = Z M;(x; — x;—1) donde M; =sup{f(x):x € [x;—1,x;]}
i=1
(2) Se denomina suma inferior de Riemann de f en P, s(f, P) a

s(f,P) = Zn:mz(xl —x;—1) donde m; =inf{f(x):x € [x;—1,xi]}
i=1

Los M; (m;) son los “mdximos"(“minimos") valores que toma la funcién en cada intervalo [x;_1, z;].

Cada sumando M;(xz; — z;—1) (m;(x; — x;—1)) representa el drea, con signo, de un rectdngulo de base
la longitud del intervalo [x;, z;—1] y de altura M; (m;), por lo cual las sumas de Riemann son la suma
del 4rea de n rectdngulos.

Como m; < M;, se tiene que S(f,p) < s(f, P), es mds, para dos particiones del intervalo [a, b]
cualesquiera se cumple que s(f, P) < S(f, Q).

Definicion 1.3: Integral superior e inferior

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada:
(1) Llamaremos integral inferior de f en el intervalo [a, b] a

b
/ f =sup{s(f, P) : P es una particién de [a, b]}

(2) Llamaremos integral superior de f en el intervalo [a, b] a
b
/ f=mf{S(f, P) : P esuna particion de [a, b]}
a

Teniendo en cuenta la dltima conclusién de la observacién podemos deducir que ff < f; f.
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Definicion 1.4: Funcion integrable

Sea f : [a,b] — R acotada en [a, b]. Diremos que f es integrable, en el sentido de Riemann, en
[a, b] si coinciden el valor de las dos integrales (superior e inferior), ff f= fab f. En este caso, al
valor que toman las dos integrales se le denomina integral de f en [a, b] y lo denotaremos como:

/abfz/abﬂx)dx

1.1. Propiedades de las funciones integrables.

.

.

N
.

Proposicion 1.5

Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en [a, b], entonces:
(1) JJ f@) + pog(@) do =X [ f(@) do + - [ g() da
(2) Sia<b<c = fff(:r:) de = [ f(z) d:r:+fcbf(:1:) dx
(3) Si f(x) = g(x) salvo en una cantidad finita de puntos, se tiene que
b b
Jo F(@) dz = [ g(x
(4) Si f(z )>0(<0)V:13€ a,b] = [°f(z da:>0(<0)

a

(5) Si f(z) < g(z)Va € la,b] = [°f(=z) d:c<fg
(6) |2 f(@) da| < [ 1f(@)] do

.
|
N

Teorema 1.6: Teorema fundamental del calculo integral

Sea f : [a,b] — R integrable y F(z) = [ f(t) dt. si f es continua en el punto zo € [a,b],
entonces F' es derivable en xg y F’ (xo) f(zo).

Definicion 1.7: Primitiva

Sean f, G : [a,b] — R, diremos que G es una primitivade f en [a, b] si G'(z) = f(z)Vx € [a, b].

Teorema 1.8: Regla de Barrow

Si f es una funcién integrable en [a, b] y G una primitiva de ésta en dicho intervalo, entonces:

b
/ f(z) dz = [G(@)]’, = G(b) — G(a)

1.2. Aplicaciones geométricas de la integral.

1.2.1. Cdlculo de dreas limitadas por curvas.

(1) El drea comprendida entre la grafica de una funcién y = f(x) y el eje OX en el intervalo [a, b]:

Az/abrﬂxndx
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(2) El édrea comprendida entre las gréficas de dos funciones y = f(z) e y = g(x) en el intervalo

[a, b]:
A= / (@) — g(e)] do

Ejemplo 1.9

Calcular el 4rea de la regién delimitada por la pardbola y = 22 + 1 y larectay = = + 3.

Lo primero que debemos de hacer es conocer cuales serdn los limites de integracidn, los cuales
resultan de resolver la ecuacién 22 + 1 = x + 3 cuya solucién es = —1 y x = 2. Ahora nos
queda por saber que curva esta “por encima” y cual “por debajo". Vemos que y = = + 3 estéd por
encima de y = 22 —|— 1, por tanto nuestra drea sera:

A= f ac-|—3 @ +1))de= > (-®+x+2)de=["Z+Z 4222, =B +2+4-
3+i-2)-

1.2.2. Cdlculo de voliimenes de revolucion.

= Volumen del solido generado por la rotacién alrededor del eje OX, de la region comprendida
entre la grafica de una funcién y = f(z), en el intervalo [a, b] y el eje OX:

V:W/bf(a:)Qd:c

= Si es la region comprendida entre dos gréficas y = f(z) e y = g(x) en [a, b] (ambas positivas o
negativas en dicho intervalo):

b
V= / (@) — g(0)?] du

= Volumen del solido generado por la rotacion alrededor del eje OY, de la region comprendida
entre la grafica de una funcién y = f(x), en el intervalo [a, b],cona > 06 b < 0, y el eje OX:

/abxf(:v) dx

= Si es la regién comprendida entre dos grificas y = f(x) e y = g(z) en [a,b] cona > 06b < 0:

b
/ 2|f(z) - g(z)| dx

1.2.3.  Cdlculo de longitudes de curvas. Longitud de la curvay = f(z) entre los puntos x = ay z = b:

b
:/ V1T (@) da
Ejemplo 1.10

Calcular la longitud de la circunferencia 2% + 3% = 1.

22 +9y?> =1 = y = =1 — 22 por lo que la funcién que nos determina la circunferencia es
f(z) = V1 — 22, en realidad una semicircunferencia, con x variando entre —1 y 1, por tanto
nuestra longitud sera:

L=2f_11«/1+f’(x)2 da:=2f_11«/1+%dw=2f_11 \/11_7d:c:2[arcsena:]l_1 =

= 2.

V =2xr

V =2x
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1.2.4. Cdlculo de dreas de superficies de revolucion.

= Area de la superficie generada al hacer girar alrededor del eje OX la curva y = f () en el

intervalo [a, b]:

—27r/ F@VIT PP

Ejemplo 1.11

Calcular el area de superficie de la porcién del paraboloide generado al girar la pardbola
y? = x alrededor del eje O X, entre los puntos de abscisaz =0y z = 1.

y> = © = y = £/, por tanto nuestra superficie serd la revolucién, alrededor de OX,
de la funcién f(x) = /x, por lo que su érea sera:

—2771‘0\/‘ L+ (5%)2 de =2r [} Vo /8 de =7 [{(4z +1)2 dz =

= Area de la superficie generada al hacer girar alrededor del eje OY la curva y = f (z) en el

intervalo [a, b]:

b
A= 27r/ x\/ 1+ f/(x)?
a
Ejemplo 1.12

Calcular el drea de la superficie del ejemplo [[.2.4] considerdndola como la rotacién de
y = 22 alrededor del eje OY ,entre x = 0e z = 1.

—27Tf0x\/1+ (22)2 dz = 2 [} aV/1 + 422 do = 27 - & [ 82(1 + 4a%)2 do =

(LY S

s
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2. INTEGRAL DOBLE

2.1. Integral doble sobre rectangulos. Sea I = [a,b] x [c, d], un rectdngulo de R?,y f : I — R una
funcion acotada. Se define la integral de f en / como:

b d d b
/I/ﬂx,y)dxdyz/a </ f(w,y)dy>dx=/c </ f(x,y>dx>dy

Esto nos indica que primero integramos la funcién respecto de y, considerando a = constante, y des-
pués el resultado obtenido lo integramos respecto de x. También puede realizarse de forma contraria,
primero respecto de x y luego respecto de y, es decir, el orden de integracion no influye en el resultado.

Ejemplo 2.1

Sea f(x,y) = cos xz seny, Calcular la integral de f en el rectdngulo / = [0, 5] x [0, 7]. Comprobar
que el orden de integracion no altera el resultado.

i If coszseny dr dy = fog (fy coszseny dy) dv = fog [cos z(— cosy)|fdx =
= fog(cosa: ‘1 —cosz-(—1))dzx = fog 2cosz dr = [2senaz]0g =2-0=2.

Ahora vamos a calcular la integral al revés.
coszsenydrdy= [T ([ coszsenydx)dy = [ [senzseny|Zdy =
0 0 0 0
I
= [y (1-seny —0-seny)dy = [; seny dy = [—cosylf =1—(-1) =2.

2.2. Integral doble sobre recintos acotados. Ahora vamos a ver como podemos calcular una integral
doble, no sobre un rectangulo, si no sobre un recinto acotado més general D € R2,

Sea f : D — R una funcién acotada, donde D es un recinto acotado de R? con interior no vacio,
donde D viene definido como:

(1) D={(z,y) eR?:a <2 <bp) <y< o)}
0
(2) D={(z,y) eR*:c<y<d,a(y) <z < By}

con p(z)y ¢(z), a(y) y B(y), funciones continuas. Entonces la integral doble de f en D es:
b
(1) [ [ flayy)dody = [} (S5 f(2.y) dy) da
o d
) J [ $,y) dedy = [?(J25) F(a.y) de) dy
D
En este caso tenemos que integrar primero respecto la variable cuyo intervalo de integracién depende

de la otra. Asi, en ((1)) integramos primero respecto a y ya que p(x) < y < ¢(x), y en ((2)) respecto a
z (afy) <z < B(y)).
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Ejemplo 2.2
Calcular [ [ 2zy dz dy donde D = {(x,y) € R? : 22 + y* < 1}.

Para calculgr esta integral lo primero que debemos de hacer es determinar el conjunto D como
en oen , aqui D es el circulo de centro (0,0) y radio 1. Para determinarlo fijamos la
variable x, entonces para un valor fijo de x tenemos que ver los valores que toma y.

El valor de y oscila desde la parte inferior de la circunferencia hasta la parte superior de ésta,
luego para un valor fijo de  tenemos que —v/'1 — 22 < y < +/1 — z2. Fijaros también que z
toma valores comprendidos entre —1 y 1, luego —1 < x < 1, asi D queda definido como:

D={(@y eR: -1<s<1,—VI-a% <y< Vi)
Ahora ya estamos en disposicién de calcular la integral.
fg2a:y dx dy = f (f%%?y dy) dz = f [aty2]‘/\1/7x7da: =
= [LEWT—22)? —2(—V1—a2 ))dz = [ (z(1 — 2?) — (1 — 2?))dz = [, 0dz =0

2.3. Propiedades de la integral doble. Dadas dos funciones f, g : D — R definidas sobre un recinto
acotado D C RR2, se verifican:

() J [(@ f@y)+ 8- glay)dwdy = - [ [ f(ay) dody+ 5+ [ [ gw.y) d dy. donde

« ﬁE]R
(2) Si f(z,y) >0V (z,y) € D= [ [ f(z,y) dz dy > 0.

D
(3) Si f(z,y) > g(z,y) ¥ (z,y) € D = fgf(x,y) dedy > [ [ g(x,y) dx dy.

D
(4) Si D se puede descomponer en la unién disjunta de dos recintos D y D2, entonces:
[ @y dedy= [ [ flx,y)dedy+ [ [ fz,y)dedy
D Dy Do

(5) [ [ flz,y) dedy| < [ [1f(z,y)| dx dy
D D
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Ejemplo 2.3

Calcular [ [(z + y) dz dy donde D es la regién acotada por la pardbola y = x? y las rectas

D
y+rx=6,2x—y=-3yx=0.
Primero vamos a dibujar la pardbola y las rectas para determinar graficamente a D.
Laregion D se divide en dos partes, D1 y Ds y estas vienen definidas por:

ffwﬂ/ dwdy—ff z +y) d:cdy+ff v+ y) dody =
—fo <fx22x+393+y)d?/) dﬂf"‘fl <fx2 (:E-I-y)dy) dx =
_fo xy+ ]2z+3dx-|-f1 fl:y—i— ]6 xdx—fo ( 2;1:—|—3) M_aﬁ_%) dx +

—i—ff(m(G—x)—i—@—xg’—%)dx—fO =2 _ 3 4422 4 92 + Qda +

—g

‘* 2 [1—0—%+%x3+%w2+%x15+[1—%5—%—%+18w12=

2
:(%_%+%+%+%)+(%w 3+36+10Jr +5-18) =57

2.4. Cambio de variable en una integral doble. Sea f : D C R? — R, f(z,y), una funcién acotada
yT : Q C R? — D una funcién biyectiva de clase C! tal que det(JT(u,v)) # 0V (u,v) € Q,

entonces:
//f(x,y) dx dy = //f(T(u,v)) - | det(JT (u,v))| du dv
D Q

2.4.1. Aplicacién: Si tenemos f : D C R? — R, f(x,y), y efectuamos un cambio de variable

{:1: - :c((u,v)) , entonces podemos expresar f en funcién de v y v (f(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)))
Yy =yu,v
y el recinto D se transforma en el recinto 2.

Q= {(u,v) € R?: (z(u,v),y(u,v)) € D}

Entonces podemos calcular la integral doble en esta nuevas variables, pudiendo reducirse asi el cilculo
de la integral.
La relacién existente entre ambas integrales es la siguiente:

//f(a:,y) du dy://f(u,v)-|det(JT(u,v))|du v
D Q

donde J(u,v) es la matriz jacobiana del cambio de variable

9z Oz

ou  Ov
J(u,v) =

dy Oy

du v

Di={(z,y) eR*:0<2<1,22 <y <243}, Dy={(z,y) eR?*:1<2<2,22<y<6+z}



. . . . x=r-cosf
Por ejemplo, si consideramos el cambio a polares
y=r-senf

g

J(r,0) = _ (cos@ —rsenf

senf) rcos6 ) = det(J(r,0)) = rcos®f + rsen® =r

Oz
or
dy
or

@lQJ
SN

por lo que la integral, en polares, queda:

//f(x,y)da:dyz//f(r,@)-rdrd@
D Q

El cambio a coordenadas polares es iitil para recintos circulares o para aquellos que nos lo definan
de forma polar.

Ejemplo 2.4

w2+y2

Calcular [ [e 2 dx dy,donde D = {(z,y) € R? : 2% + y*> < 4,y > 0}.
D

En este caso es conveniente hacer un cambio a polares por dos razones; la primera porque en

coordenadas (z,y) tendriamos que calcular una primitiva del estilo | e7 dz, de la cual no se
conoce forma explicita, y la segunda es debido a que el recinto se nos transforma en otro mas
simple. En definitiva cuando nuestro recinto de integracién sea un circulo o una porcién circular,
en la mayoria de los casos es aconsejable hacer un cambio a polares.
Nuestro recinto es el hemisferio norte del circulo de centro (0, 0) y radio 2.
En nuestro caso, calcular el recinto €2 en coordenadas polares es sencillo, todos los puntos del
semicirculo tienen médulo menor o igual que dos, luego
0 < r < 2,y el angulo que recorren estos puntos oscila entre 0 y 7, por lo que 0 < 0 < 7. Asi
Q={(r0 eR?:0<r<20<6 < 7}, ahora, teniendo en cuenta que 7> = 2% + y? y
(r,0)=r

12+y2

[ dudy = [ [ -2drdf = S (f(fre’f dr) o = fo”[eé]g df =
D Q
= [y (2 =1)df =[(e —1)0]f = (¢* — L)mr

<

2.5. Aplicaciones geométricas de la integral doble.
2.5.1. Cdlculo de dreas. Recordar que si f es una funcién de una variable, el drea de la regién limitada

por el eje OX y la grificay = f(x) en un intervalo [a, b] coincide con f; | f(x)|dz. Pues esto dltimo se
generaliza a integrales dobles, esto es, si D C R? es un recinto acotado con interior no vacio entonces

su area es:
A(D) = //d$ dy
D

es decir, el drea de D coincide con la integral sobre €l de la funcién constante 1.
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Ejemplo 2.5

Calcular el drea de la regién plana acotada por la ciibica y = 2 y lasrectas y = 2z + 4y x = 0.
La region queda definida como

D={(z,y) ER?2:0< <223 <y<2z+4}

ADD) = [ [pdwdy= [} ( e dy) dr = [Jy)% T de = [ (20 +4—2®)do =
— [ +4r -2 =4+8-4=38

2.5.2.  Masa total, centro de gravedad (masas) y momentos de inercia de objetos planos. Sea S C R?
una regién acotada (una ldmina) cuya densidad por unidad de drea (densidad superficial) en el punto
(x,y) € S viene dada por una funcién

p:S — [0,4+00), que suponemos integrable en S.

= Se define la masa total de S, m(.S) como:

m($)= [ [ o) dedy
S

= El cociente entre su masa total y el drea se denomina densidad media

IS p(x,y) da dy
S
A(S) [ [dzdy
S
= Las coordenadas del centro de gravedad (z, y) de S son:

[ [z p(z,y) dzx dy
S z-p(x v dy = —2
m‘m<s>/s/ P = ooy da dy

I Jy-plz,y) dedy
R T A R
y‘m(S)/S/y play) dr dy J I ooy de dy

= Si L C R? es unarectay d(z,y) la distancia de un punto (z,y) € S ala recta L, se denmina
momento de inercia de S respecto a L, al nimero:

1= [ [ ooy de dy
S

= [Los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

respecto al eje OX — I, = //y2 cp(z,y) de dy
s

respecto al eje OY — I, = //:L‘2 -p(x,y) de dy
S
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= El momento polar de inercia es:

fo:mry=//<m2+y2>.p<w,y>dxdy

S
Ejemplo 2.6
Determinar el centro de gravedad de una ldmina delgada rectangular S = [0,a] x [0,0], si la

densidad en todos suspuntos es el producto de sus distancias a los ejes de coordenadas.
Eneste caso S = {(z,y) €R?: 0 < 2 < a,0 <x < b}y p(z,y) = zy, por tanto:

m(S) = foa(fob zy dy) dx = #

4 e 2a 4 (oo, 2b
w——a2b2/ (/Oxydy)dx—? __asz/o (/0 xy dy)dx—g

El centro de gravedad es Ci; = Z(a, b).

<

2.5.3. Cdlculo de voliimenes. Sean f,g: D C R? — R dos funciones continuas y acotadas tal que
f(z,y) > g(z,y) V (z,y) € D, entonces el volumen de la regién espacial comprendida entre las graficas

z=g(z,y)yz= f(z,y)es
V(f,g,D // (z,y) — g(=,y)) dz dy

Si f(xz,y) > 0, el volumen de la regién espa01al comprendidad entre el plano OXY y la grifica
2= f(z,y)es:

v(r.0xv.D) = [ [ fa.y) o dy
D

Ejemplo 2.7

Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide

z=1- (2% + y?) y el plano OXY.

El dominio donde tenemos que integrar serdn aquellos puntos (x,y) para los cuales z > 0, es
decir, 1 — ($2 =4 y2) > 0, o lo que es lo mismo, z? + y2 < 1, por lo que nuestro dominio es el
circulo de centro el origen y radio 1;

D={(z,y) eR2: 22 +y? <1}.

V = [ [(1— (2% + y?)) dx dy, si hacemos un cambio a polares el dominio D se nos combierte

D
enD = {(r,0): 0 <r <1,0 <6 <27}, entonces nos queda:
V:ff(l—( ))dazdy—ff (1 —r2)rdrdd= [Z7(f) (r—r3)dr)df =

27r7~ r 2
0 [?_I d‘g—fo 1d‘9—_




11

X
>
>

5%

> 77

AN
X
=

QIR
<
N

1\

!
e

W
T
N

Y
7/ “

at

i

==

=

!
e

N

B

W
‘\‘\

FIGURA 1. Regién espacial limitada por z = 1 — (22 4 3?) y el plano OXY

[ 3. INTEGRAL TRIPLE ]

Sea f : I C R?® — R una funci6n acotada en I, donde I = [a, b] x [¢,d] X [e, f]
(I es un prisma de R?), 1a integral de f en I se define, de forma andloga a la integral doble, como:

b d f
//I/f(x,y,z)dazdydz:/a (/ </ f(m,y,z)dz)dy)dm

Al igual que ocurre en las dobles, el orden de integracién no influye en el resultado, por tanto siempre
podremos integrar en el orden que creamos mds conveniente.

Ejemplo 3.1

Caleular [ [ [(z +y+ 2) dx dy dz donde I = [0, 1] x [0,2] x [0, 3].
T
I [ [(:L‘ +y+2)drdydz = fol(foz(f03(as +y + 2)dz)dy)dz =
= [y 2l +y)z + ZRdy)de = [y (5B + 3y + $dy)dw = [5[3zy + 32 + Jyldde =

= [, (6x +15)dz = [322 + 152]} = 18.

J

\.

3.1. Integral triple sobre recintos acotados. Sea f : D C R? — R una funcién acotada, donde D es
un recinto acotado de R? con interior no vacio, siendo D definido como:

(1) D ={(z,9,2) €R*:a <z < b, p(z) <y < dz), ala,y) < = < Bla,y)}
0

(2) D={(z,y,2) ER*:c<y<d, A(y) <= < E(x,y)}
0

(3) D={(z,y,2) ER’ e <2< f, U(2) Sy < D(2), [y, 2) < 2 < Ay, 2)}

Es decir que D viene dado de la siguiente forma:

= Una variable varia entre dos valores reales, una segunda varia en funcién de la anterior y una
tercera varia en funcién de las dos anteriores.

IN

B(y), C(z,y) <z

La integral triple de f en D es:
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(1)

///f(x,y,z)dxdydz:/ (/d)m) (/aﬁ;y’?) a:y, dZ)dy>d$
D

[ [senaaa= [[([o ([ o) ) o
D )

[ [sessmamae [ ([2 (o seror) )
D )

(2) o

(3) o

Observacion: De forma analoga a las integrales dobles, aqui tendremos que integrar primero respecto
de la variable que depende de las otras dos, luego respecto de la que depende de una variable y finalmente
respecto de la que varia entre dos valores reales.

Calcular la integral triple | [ [ zy\/2? + y? dz dy dz donde

M
M={(z,y,2) ER3:0<2<2, 0<y<V2r—22 0<2<2%+y%}
I [ f /22t 2 dedydz = [ (fo" 2ot (fOxQ zy\/x? +y dz) )

dx
_f() (f 2x—x2 y :L.2_|_y]m 24y dy)dx—fo (fo 2x— 12%y(w2+y2)g dy)dw

(SR

V2zx—2x? 7 7
=f0 [ (22 +y%)2 ] Ty = L fOQ(m2+2m—x2)2 — (2?)2 dx = ﬁf02(22x7—x7)da:=

—i[Q

9 8
: Ph= kG- =¥

1
8T

[y

3.2. Cambio de variable en una integral triple. Se realiza de forma andloga a las integrales dobles,
asf:

Sea f: D C R® = R, f(x,y, 2), una funcién acotada y 7' : © C R?* — D una funcién biyectiva de
clase C! tal que det(JT (u,v,w)) # 0V (u, v, w) € (2, entonces:

///f” df”dydz—///f w,v,w)) - | det (JT(u, v, w))| du dv dw

3.2.1. Ejemplos de cambios de variables.
= Cambio a coordenadas cilindricas: es el mismo que el cambio a polares pero en tres dimensio-

nes.
x=r-cosf cos@ —rsent 0
y=r-senf J(r,0,z) = |[senf rcosf 0| =
z=12z 0 0 1

//D/f(x’y’z)dmdyd’z://Q/T‘f(r'cosﬁ,r-senﬁ,Z)drd@dz
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Este cambio de variable es aconsejable cuando el dominio de integracion es un recinto cilin-
drico, es decir aquél cuya proyeccion sobre el plano OXY sea un recinto circular.

Ejemplo 3.3

Calcular [ [ [ /22 + y? dz dy d=z siendo S el s6lido acotado por la superficie del cono
S

z=+/z2+y? yelplano z = 1.

En el dominio de integracién S, tal y como nos lo definen, /22 + 3> < z < 1. Silo

proyectamos sobre el plano OX'Y obtenemos el circulo de centro el origen y radio 1, que

es el recinto en el que varian las coordenadas x e y. Esto dltimo nos da pie ha realizar un
x=r-cosf

cambio a coordenadas cilindricas ¢ y = r -senf ,y en estas coordenadas tenemos que
B=g

S={(r6,z):0<r<1,0<0<2m,r<z<1}

[TV do dy d = By (J (frreraz)ao)ar = (5 ao)

(o r2 (U} dz) ar) =

=27 fol r2[2)t dr = 27 fol rP(l—r)dr=2n% - T =

FIGURA 2. Cono z = /22 + 92, conz < 1

= Cambio a coordenadas esféricas: es una generalizacién de las coordenadas polares a tres di-
mensiones.

z =r-senbcosyp senflcosp rcosfcosy —r-senfsenp
y=r-senfsenp J(r,0,p) = [senfsenp rcosfseny r-senfcosp | =r’send
z=17r-cosf cos 6 —r-senf 0

//D/f(x’y’z)dxdydzz//Q/f(ﬁ@,w)-Tzsenadrdechp

El cambio a coordenadas esféricas es titil para dominios esféricos o de revolucion.



Ejemplo 3.4

Calcular [ [ [ zyz dz dy dz siendo
S

S={(z,y,2) ER3: 22 +¢y2 +22 <1, 2,9,2 > 0}.
El recinto de integracion S es un octante de la esfera de centro el origen y radio 1, por lo
cual es conveniente hacer un cambio a coordenadas esféricas.

x =r-senfcosp

y=r-senffseny Yy en estas coordenadas el recinto se convierte en

z=r1-cosf
S={(r0,9):0<r<1,0<0<Z 0<¢p<
[ [ [axyzdedydz =

Zf(? (fog (fogr-sen@cosgp-r-senesengo-r-cosﬁ-rg-seango) dﬁ) dr =
(fol o dr) : (I()% sen® 6 cos 0 d9> : <f0% Sen ¢ cos ¢ dgo) =

).

R

6 4 jus us
— [%](1).[%]5 .[M]O? N

FIGURA 3. Octante de radio 1

3.3. Aplicaciones geométricas de la integral triple.

Cdlculo de voliimenes. El método para calcular dreas con integrales dobles, se convierte ahora

en calculo de volimenes con integrales triples. Esto es, sea D C R? un recinto acotado con interior no
vcacio, entonces su volumen V(D) es:

wm:///mww
D
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Ejemplo 3.5

Calcular el volumen del tetraedro dado por
T:{(x,y,z)eR?’:ngL‘gl, 0<y<l—-=z,0<z<1-z-—y}

V(D)= ] [ dwdy d= = I ( o dz) dy) dz = [ ( AT g y)dy) dz =

2 —T —x2 — 3
= Q- a)y - L) de = [} P de = [- T2 =~

FIGURA 4. Tetraedro de vértices (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1).

3.3.2. Masa total, centro de gravedad (masas) y momentos de inercia de cuerpos tridimensionales.
Estos conceptos se definen igual que en el caso de las regiones planas, pero utilzando integrales triples y
cambiando 4reas por voldmenes. Esto es, sea S C R? una regién acotada (una sélido) cuya densidad por
unidad de volumen (densidad volumétrica) en el punto (x,y, z) € S viene dada por una funcién

p:S — [0,400), que suponemos integrable en S.

= Se define la masa total de S, m(S) como:

m(S)z///p(x,y,z) dx dy dz
S

= El cociente entre su masa total y su volimen se denomina densidad media

ffgp(%y,Z) dx dy dz
(S) ffgdxdydz

= Las coordenadas del centro de gravedad (z, 7, z) de S son:

[z p(z,y,z2) dedy dz
1 v ) d du e — B
x_m(s)//s/ Pl 2) dedy d ffg’p(x,y,z)dxdydz
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[ [y plz,y,2) dedy dz
7_L -o(x,y,2) dx 7 = S
y_m(S)//S/y . z) dedyd ffgp(%y,z)dxdydz

[ [ [z p(z,y,z)dx dy dz
o1 ) d d e — 8
Zm(g)//s/ L) dedy d ffgp(l”,y,z)d:ndydz

» Si L C R3 es una recta o un plano y d(z,y, z) la distancia de un punto (z,y,2) € S a L, se
denmina momento de inercia de S respecto a L, al nimero:

n-/[f S/ (.9, 2))? - pla,y, ) da dy dz

= Los momentos de inercia respecto a los tres ejes coordenados son:

respecto al eje OX — I, = ///(y2 + 22) - plx,y, 2) de dy dz
S

respecto al eje OY — [, = ///(:U2 +22) - p(z,y, 2) dx dy dz
S

respecto al eje OZ — I, = ///(372 +92) - pz,y, 2) de dy dz
S

= Los momentos de inercia respecto a los tres planos coordenados son:

respecto al plano OXY — I, = ///22 p(x,y, 2) de dy dz
S

respecto al plano OXZ — I, = ///y2 -p(x,y, 2) de dy dz
S

respecto al plano OY Z — I, = ///3:2 -p(z,y, 2) de dy dz
s

Observar que I, = Iy + Iy, Iy = Iy + 1z e I, = I, + Iy,
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Ejemplo 3.6

Calcular la masa del sélido limitado por dos esferas concéntricas, centradas en el origen, de radios
ay b (0 < a < b),siladensidad en cada punto es igual al cuadrado de su distancia al centro.

La distancia de un punto (x,y,2) al origen es \/x2 + y? + 22 por tanto nuestra densidad es
p(z,y,z) = 2% + y% + 22

Las ecuaciones de las dos esferas son 22 + y2 + 22 = a? y 22 + y? + 22 = b2, por tanto nuestro
s6lido viene definido como:

S ={(z,y,2) e R3:a? < 2?4+ 1? + 22 < b?}.
Al tratarse de un dominio esférico nos conviene hacer un cambio a coordenadas esféricas

x =1-senfcosy
y =1 -senfsenp J(r,0,¢9) =r?senf
z=r-cosf

y con estas coordenadas queda S = {(r,0,p):a<7r<b,0<0<m, 0<¢p<2m}.

b s 2
m(S):///(x2+y2+z2)dxdydz:/ (/ (/ TQ'TQSenedQD)dG)dr:
S a 0 0
b T 27 5 5 5 5 s
- (/ : d)(/ Se““‘))'(/ d*") AN R P e AP s il
@ 0 0 5 5 5

FIGURA 5. Esferas concéntricas.
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