| Tema 2

Aplicaciones lineales y diagonalizacion de
matrices

1. APLICACIONES LINEALES

Definicion 1.1

Sean V' 'y V' dos R-espacios vectoriales. Una aplicacion f : V' — V’ se dice que es lineal, o un
homomorfismo de R-espacios vectoriales, si V u,v € V 'y A € R cumple:

(1) fu+wv) = f(u)+ f(v)

(2) fA-u) =X f(u)

Observaciones:
- f(0)=0
- fl-w) = —f(u)

k
o FO\-utpv) = A f(u) +p- f(v), en general f(;Au> = > A fws)

= A una aplicacién lineal f : V' — V se le denomina endomorfismo.

Ejemplos 1.2

» f:R— R, f(z) =m -z es lineal, veamos que cumple las dos condiciones:
(1) fz+y)=m(z+y) =ma+my=f(x)+ f(y)
(2) f(Ax) = mAx = X -mz = Af(z).
» [V =V, f(u) =0V u € V eslineal y recibe el nombre de aplicacién nula.
w Iy 0V =V, I(u) =u¥u e V es lineal y recibe el nombre de identidad.
» f:R2 5 R3, f(z,y) = (v +y,22 — y,6x + y) es lineal:
(1) f((u1,u2) + (v1,v2)) = flur + vi,ug +v2) =
= (u1 +v1 + ug + v, 2(u1 +v1) — (uz + v2),6(u1 +v1) +uz +v2) =
= (u1 + ug, 2u1 — ug, 6u; + uz) + (v1 + va, 2v1 — vo, 6v1 + va) =
= f(u1,u2) + f(v1,v2).
(2) f(M(z,y)) = f(Az, Ay) = (A\z + Ay, 2Ax — Ay, 6 z + Ay) =
= Nz + 9,2z —y,6x +y) = Af(z,y).
» f:R?2 = R2, f(x,y) = (22 + y,22 — y?) no es lineal ya que no cumple la primera
propiedad:
(@) +0,2)= 6.9 = (29 2 11 + /1) = (5 + (32 -
= (8,1

Observaciones:

= Si f,g : V — V'’ son aplicaciones lineales, entonces f + g y A - f son aplicaciones lineales.
(f+9)(u) = fu) +9(u) (A f)(u) =X f(u).
= Sif:V = V'yg: V' — V”son aplicaciones lineales entonces go f : V. — V" es una
aplicacion lineal.
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= Se dice que una aplicacion lineal f : V — V' tiene inversa si existe una tnica aplicacion
g:V' = Vitalque fog= Iy ygo f= Iy, eneste caso se dice que g es la inversa de f y se
denota por f~1.

Proposicion 1.3

Sea f : V — V' una aplicacién lineal, entonces:
» SIiULSV = f(U)SV.
» SiU LSV = YUY LV (fFHU)Y={veV:fv)eU}

Definicion 1.4: Niicleo e imagen

Sea f : V' — V' una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales, se define:
» Elnidcleode f,ker f = {v € V: f(v) =0} = f~1({0})
» Laimagende f, f ={v' € V:3v € Vcon f(v) ="} = f(V)

El ker f < V es un subespacio de V yla f < V' es un subespacio de V.

Definicion 1.5

Sea f : V' — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales:

= Se dice que f es inyectiva, o un monomorfismo, si para cualquier par de vectores u, v €
V con f(u) = f(v) se tiene que u = v, es decir dos vectores distintos no pueden tener la
misma imagen.

= Se dice que f es sobreyectiva, o un epimorfismo, si para cualquier vector
v' € V 3v e Vtal que f(v) = v, es decir que todo elemento de V" tiene antiimagen.

= Se dice que f es biyectiva, o un epimorfismo, si es inyectiva y sobreyectiva. f es un
isomorfismo si y sélo si tiene inversa.

isomorfismo=monomorfismo+epimorfismo

Proposicion 1.6

Sea f : V' — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales:
» f es monomorfismo < ker f = {0} < dimV = dim(f).
» fesepimorfismo < f(V)=f=V' < dim(f) =dimV".
dim V' = dim(ker f) + dim(f).
» fesunisomorfismo < dimV = dim(f) = dim V".
Si B = {ui,...,u,} esunabase de V entonces { f(u1),..., f(uy,)} es un sistema gene-
rador de f.

Corolario 1.7

Sea f : V' — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales tales que dim V' = dim V",
entonces son equivalentes:

= f es un isomorfismo.
= f es un monomorfismo.
= f es un epimorfismo.




Ejercicio 1.1.

(1) Calcularla f y el ker f donde f : R® — R?, f(z,y,2) = (v +y — z, 2 +y + 2).
Para calcular el ker f tenemos que determinar los vectores cuya imagen sea nula, los cua-
les serdn los que cumplan la ecuacién f(z,y,z) = (0,0) o lo que es lo mismo el sistema
z4+y—2=0
r+y+2=0
A e R} =< (1,-1,0) >.
Para determinar la f, teniendo en cuenta el tercer apartado de la proposition , 3 = dim(R?3) =
dim(f) + dim(ker f) = dim(f)+1 =
= dim(f) =2ycomo f <R? = f=R2%
(2) Dada f : R? — R?, f(z,y) = (22 — y, 2 — y) comprobar que es un isomorfismo y calcular su
aplicacion inversa f 1.
Teniendo en cuenta el corolario , bastara con ver que f es un monomorfismo y lo es ya que el

cuya solucién paramétrica es (A, —A\,0). Por tanto ker f = {(\, =X, 0) :

2% —y =0
ker f = {0} debido a que la solucién del sistema vy 0 es (0,0).
xT—y=
rT—y=u

. 2 .
Para calcular f~! resolvemos el sistema cuya solucidn,
T—y ="
=u—wvey = u— 2v, nos da la expresion, en las variables (u,v), de la funcién inversa,

x
fHu,v) = (u—v,u—2v).

1.1. Matriz asociada a una aplicacion lineal. En esta seccion realizaremos una serie de célculos
donde a partir de una aplicacién lineal obtendremos una matriz (matriz asociada), la cual nos servird
para determinar la imagen de cualquier vector.

Sean f : V' — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales y
B={ui,...,un}yB ={vi,...,v,} dos bases de V' y V' respectivamente.

Seaw € Vtalque [ulg = (1,...,2m) ¥y [f(w)]g = (Y1, -, Yn)-

Vamos a ver la relacion existente entre (1, ...,Zm) € (Y1,.-.,Yn):

[ulp = (z1,...,2m) = u= ij-uj = f(u) :ij-f(uj)
j=1

Jj=1

n
Supongamos que [f(u;)]p = (a1, .. anj) = f(uj) =D aij-v;
i=1
m m n n m
=30 =3y () = 3 S )
Jj=1 Jj=1 i=1 i=1 \j=1
n
[f(Wlg = (Y1,---yyn) = f(u) = > y; - v; y se acaba de obtener otra expresioén de f(u) como c.
i=1

m

1. de los v;, f(u) = Zn: (
i=1 \j

xjaij> - v;, y como la c. 1. ha de ser tnica por ser B’ una base, se ha de
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m
cumplir que y; = Y xja;; Vi=1,...,n,igualdad que en forma matricial queda:
j=1
ailr a2 - Gim
Y1 T
] az1 G22 - G2m
n apl QAn2 -+ OGpm "

A la matriz anterior, de orden n x m, se le denomina matriz asociada a la aplicacién f respecto de la
bases By B’ la cual denotamos por M g'( f). Esta matriz tiene como columnas las coordenadas, en la
base B3, de cada una de las imdgenes de los vectores de la base B.

Observacion: La matriz asociada a la aplicacion identidad respecto a dos bases iguales es la matriz
identidad, pero si consideramos dos bases distintas es la matriz de paso de ambas bases.

ME(Iy) = I, ME (Iv) = P§

Ejercicio 1.2. Dada la aplicacién lineal f : R3 — R?,
f(z,y,2z) = (3¢ — 2y + z,4x — z,3x — 62,2z + y — 3z), calcular la matriz asociada de f respecto de
las bases canénicas de R? y R*.

La matriz es aquella cuyas columnas son la imagen de f(1,0,0) = (3,4, 3,2), f(0,1,0) = (—2,0,0,1)
y f(0,0,1) = (1,-1,-6,-3),

3 -2 1
40 -1
2 1 -3

Proposicion 1.8

Sean f,g : V — V'y h: V' — V" tres aplicaciones lineales entre espacios vectoriales, donde
B, By B” son bases de V', V' y V" respectivamente:

» ME (f+9) = ME (f) + Mg (g).
MEB(A-f)=X-ME(f)¥XeR.
Mg (ho f) = Mg (h) - ME (f).
= Si f es un isomorfismo entonces M5 (1) = <MB/(f)>

Proposicién 1.9

Sea f : V' — V' una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales y sea A € M, «.,(R) la
matriz de f respecto de dos bases cualesquiera, entonces: (dimV =m  dim V' = n)

» dim(f) =rang(A). (f =< columnasde A >)

dim(ker f) = m — rang(A).

» f monomorfismo < rang(A) =m

» f epimorfismo < rang(A) =n

» fisomorfismo < A es cuadraday regular < n = m = rang(A).
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Proposicion 1.10

Sea f : V' — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales donde B y Bo son bases de
V'y B}y Bl de V', entonces:

B, B, B 3
My (f) = Pg? - Mg/ (f) - P,

/
1

Proposicion 1.11

| r

Dos matrices A, B € M,,«m(R) son equivalentes si y s6lo si son matrices asociadas a una misma
aplicacion lineal respecto de algunas bases.

Ejercicio 1.3. Consideremos las bases B = {(2,—1),(1,1)} y B' = {(-1,2,0),(3,1,1),(0,—1,1)} de
R? y R3 respectivamente. Sea f : R? — R3 una aplicacién lineal tal que

3 1
M, g/( f) = [ —2 0], calcular la matriz de f respecto de las bases canénicas de R? y R? respectiva-
-1 1
mente.
-1 3 0 3 1 9 1\
MS(f)=P5 ME(f)- ME=12 1 —-1]-|-2 0 'K—l 1” =
0 1 1 -1 1
-1.3 0 3oLy 1 5003
=2 1 -1 -2 0 <§ %)z 2 -1
0 1 1 -1 1 3 3 2 2

-

2. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Definicion 2.1: Matrices semejantes

Sean A, B € M,(R), diremos que A es semejante a B, A ~ B, si existe una matriz regular
P € M,(R) tal que

B=pP'.A.P

Observacion: Dos matrices semejantes son equivalentes, pero si son equivalentes no tienen por que
ser semejantes.

Proposicién 2.2

Sean A, B € M,(R) y V un espacio vectorial de dimensién 7, entonces A es semejante a B si
y solo si existen bases By B’ de V' y un endomorfismo f : V — V de modo que A = M g( fy
B = ME(f).

r

Definicion 2.3: Polinomio caracteristico

Sea A € M,,(R), se denomina polinomio caracteristico de A al polinomio, de grado n,
pa(z) =det(A—x- 1)
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Ejemplo 2.4

-1 0 3
Vamos a calcular el polinomio caracteristicode A= 2 3 -1
2 0 0
-1 0 3 1 00 -1—-z 0 3
paz)=|| 2 3 -1|-z-{0 1 0of|=| 2 33—z —1|=-234222492-18
2 0 O 0 01 2 0 -

Proposicion 2.5

Sean A, B € M, (R), si Ay B son semejantes entonces j14(z) = up(z).

Definicion 2.6

Sea f : V' — V un endomorfismo del espacio vectorial V', se denomina polinomio caracteristico
de f al polinomio caracteristico de cualquier matriz A asociada a f respecto de cualquier base B
de V.

A=ME(f)  wy(z) = pa(z)

Definicion 2.7: Valor propio

Sea f : V. — V un endomorfismo del espacio vectorial V' (A € M, (R)), se dice que A es un
valor propio o autovalor de f (A) si existe v € V no nulo tal que f(v) = A-v(A-v=X-v),a
este vector se le denomina vector propio o autovector de f (A) asociado al valor propio .

Proposicion 2.8

Sea A € M,,(R), entonces A es un valor propio de A siy s6lo si A es una raiz de 4 (x). Por tanto
A tiene a lo sumo n valores propios.

| r

Proposicion 2.9

Sea f : V' — V un endomorfismo del espacio vectorial V', A un valor propio de V'y S(\) =
{v eV : f(v) = X-v} el conjunto de todos los vectores propios de f asociados a \. Entonces
S(A) es un subespacio de V, el cual recibe el nombre de subespacio propio asociado a . Ademas
S(\) =ker(f — - Iy).

Proposicion 2.10

| r

Sea f : V' — V un endomorfismo del espacio vectorial V', A, ..., A, los valores propios distintos
de fyv; € S(A\;) nonuloV i = 1,...,r, entonces el conjunto {vy,...,v,} es linealmente
independiente.

Ademds Vi = 1,...,p, si p; es la multiplicidad de \; como raiz de ps(x) entonces 1 <
dim(S(\;)) < pi.




Definicion 2.11: Matriz diagonalizable

= Diremos que una matriz D € M, (R) es diagonal si los elementos que no estdn en la
diagonal principal son nulos.

ag 0 - 0
D= 0 as
: % 0
0 0 an,

» Diremos que una matriz A € M, (R) es diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal. (D = P~1- A . P)

= Diremos que un endomorfismo f : V' — V, del espacio vectorial V, es diagonalizable
si existe una base B de V' tal que M E( f) es diagonal. (Si cualquiera de las matrices
asociadas a una base es diagonalizable).

Proposicion 2.12

Sea f : V' — V un endomorfismo del espacio vectorial V, entonces f es diagonalizable si y sélo
si existe una base en V' formada por vectores propios de f.

Observacion: Si A € M, (R) es diagonalizable, entonces A es semejante a la matriz diagonal D =

M O - 0
0 A2 donde Aj,---, A\, son los vectores propios de A. Ademads existe una base B =
PRI
0 -+ 0 A\,
{u1,...,u,} de R™ donde u; es un vector propio asociado a \; Vi = 1,...,n. Esta base esta formada

por las bases de los diferentes subespacios propios de A.

Como A ~ D existe una matriz P € M, (R)talque D=P~1-A-P o
A = P-D- P! pues es sencillo comprobar que esta matriz P es aquella cuyas columnas son los
vectores de B, es decir, los vectores propios de A. La matriz P recibe el nombre de matriz de paso.

Teorema 2.13: De diagonalizacion

Sea A € M, (R) donde Ay, ..., A, son los valores propios distintos de A y y; la multiplicidad de
cada uno de ellos como raiz de 4 (x), entonces:

A es diagonalizable < dim(S(\)) =mVi=1,....rypui+---+p =n

Corolario 2.14

Si A € M, (R) tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Ejercicio 2.1. Comprobar si son o no diagonalizables las siguientes matrices y, en caso de serlo, calcular
la matriz diagonal D y la matriz de paso P:

4 0 -1 1 -1 0 1 0 0
A=10 3 0 B=|-1 2 -1 C=|1 2 1
-1 0 4 0 -1 1 -1 -1 0



A) Para comprobar la diagonalizacién lo primero que debemos es hallar el polinomio caracteristico
y calcular sus raices que serdn los valores propios de A.
4—z 0 -1
pa(zy=| 0 33—z 0 |=(3-2z)(2?—8x+15) = (z — 3)%(5 — x), sus raices
—1 0 4—z
son A\; = 3, que es doble, y A\ = 5 que es simple. Por tanto A serd diagonalizable si 2 =
dim(S5(3)) = dim(ker(A — 313)).

1 0 -1
A—-3I3=| 0 0 0 | quetienerango 1,
-1 0 1

dim(ker(A — 31I3)) = 3 — rang(A — 313) = 2, en consecuencia A es diagonalizable.

Una vez que sabemos que es diagonalizable, para hallar una matriz de paso P debemos de
encontrar una base de R3 formada por vectores propios de A y esta la podemos formar con una
base del ker(A — 313) y otra del ker(A — 513).

1 0 -1 T 0
(x,y,2) €ker(A=3I3) | 0 0 0 | - |ly|l=|0]er—2=0&
-1 0 1 z 0

sr=z< (r,y,2)=(o,f,a) =a(l,0,1) + 5(0,1,0) =
= ker(A — 3I3) =< (1,0,1),(0,1,0) >

-1 0 -1 T 0 e — =0
(x,y,2) €ker(A—=5bI3) < | 0 -2 0 |- |ly|=1|0]|<« &
-1 0 -1} \z 0 —2 =

& (z,y,2) = (o,0, —a) = (1,0, —1) = ker(A — 5I3) =< (1,0, —1) >.

10 300
P=101 0 D=0 3 0 A=P.-D.-pP!
10 005

Nota: el orden en que coloquemos los vectores (columna) en P ha de ser el mismo en que
coloquemos los valores propios en la matriz diagonal D.
l1—2 -1 0

B) up(z)=| -1 2—z -1 |=(1—-2)(2®>-3z) = (1—z)z(z—3), sus raices son \; = 0,
0 -1 1-2
A2 = 1, A3 = 3, todas ellas simples, por lo que B es diagonalizable.
1 -1 0 T 0
(r,y,2) €ker(B—0I3) =kerB< | -1 2 —-1]-|y|=[(0] <«
0o -1 1 z 0
z—y=0

. 0 sr=y=z% (r,y,2) = (0,a,a) = a(1,1,1) =
—ytz=

= ker B =< (1,1,1) >.

0 -1 0 x 0 I
(z,y,2) Eker(B—1I3) == [ -1 1 —1|-ly|=10] < { v= &
0 -1 0 z 0 Tty -z=
& (z,y,2) = (o,0, —a) = (1,0, —1) = ker(B — I3) =< (1,0,-1) >



-2 -1 0
(x,y,2) €ker(B—-3I3) == | -1 -1 —-1]-

1)
B

& (x,y,2) = (o, 20, ) = a(l,-2,1) = ker B = ,—2,
1 1 1 0 0O
P=|(1 0 -2 D={0 10 B=P-D-P!
1 -1 1 0 0 3
1—=z 0 0
O pcx)=| 1 2—-2 1|=0-2)2?>—-22+1)=(x—1)3 sutnicaraizes A = 1 que
-1 -1 —x

es triple, por tanto B serd diagonalizable si
3 =dim(S5(1)) = dim(ker(C — I3)).

0 0 O
C-I=1 1 1 | que tiene rango 1,
-1 -1 -1

dim(ker(C — I3)) = 3 —rang(C — I3) = 2 = C no es diagonalizable.

Proposicion 2.15

Sean A, B € M,(R),a e RyreN.

= Si A es diagonalizable = « - A, AT y A" son diagonalizables.

» Si A esregular y diagonalizable = A~! es diagonalizable.

» Si Ay B son diagonalizables # A + B o A - B sean diagonalizables.

» La tnica matriz diagonalizable con un unico valor propio A (multiplicidad n) es A - I,.

Ejercicio 2.2. Estudiar para que valores del pardmetro a es diagonalizable la matriz

20 0 2a
A= 1 a 2
—a 0 —a
2a — 0 —2a
pa(z) = 1 a—2x 2 = (a — z)(2? — ax) = —z(z — a)?, sus raices son \; = 0, y
—a 0 —a—x

A2 = a, las multiplicidades dependeran del valor que tome a.

Si a = 0, habria un tnico valor propio A = 0y A no serfa diagonalizable ya que A # 0.

Si a # 0, tenemos dos valores propios A\; = 0 simple y A2 = a doble, por tanto A serd diagonalizable
si dim(ker(A — al3)) = 2.

a 0 2a
A—als=| 1 0 2 | quetienerango 1,
—a 0 —2a

dim(ker(A — al3)) = 3 —rang(A — al3) = 2 = A es diagonalizable.
Resumiendo A es diagonalizable si y sélo si a # 0.
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Proposicion 2.16

» Sean A, By P € M,(R), donde P es regular y ademds A = P - B - P~!, entonces
Ar=P-B"-PlvreN
A O - 0 N0 - 0
. . T .
.sip=| 9% M ¢ o p=|0 N VreN.
Lo g P 0
0 -+ 0 M\, 0 --- 0 X
Observacion:
Si A € M,,(R) es diagonalizable, con valores propios Ap, ..., A, si P es una matriz de paso, entonces:
X0 - 0
-
ar=p. |0 N P! VreN
()
0o -~ 0 X
4 0 -1
Ejercicio2.3. SeaA=| 0 3 0 |, calcularlaexpresiéon de A" Vn € N.
-1 0 4

En el ejercicio [2.1 hemos visto que A es diagonalizable y hemos obtenido la matriz de paso y la
diagonal:

1 0 1 30 0
1 0 -1 0 0 5
1 1
2 0 3
P1=101 0
1 ~1
2 0 =
1 0 1 3 0 0 %0 % % 0 3"55"
A=10 1 0 0 3" 0 01 0]= 0o 3 0
10 -1 0 0 5"/ \& 0 F g5t 345"
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