| Tema 3
Limites y continuidad de funciones de una
y varias variables

7

1. NOCIONES BASICAS DE TOPOLOGIA EN R"

Definicion 1.1: Norma euclidea

La norma euclidea es una aplicacion || - || : R™ — [0, +o00) tal que si z = (z1,...,2,) € R",

|zl = v/t +- -+ af.

Sin=1=|z|| = |x|

Propiedades:

(1) ||z]| >0Vz eR "y ||z|| =0 2 =0 = (0,...,0)

(2) |A-z| =[A[- [z VA€ Ryxz e R"

(3) llz+y| < |zl +y|| Ve, yeR" (Desigualdad triangular)

Definicion 1.2: Bolas

= Bola abierta de centro ¢ € R™ y radio r > 0:
B(a,r)={z €R": ||z —a| <71}

= Bola cerrada de centro a € R™ y radio r > 0:

B(a,r)={z €eR": ||z —a| <1}
» Esfera de centro a € R" y radio r > 0:
S(a,r)={zeR": |lz—al| =7} = {(z1,...,20) ER": (z1—a1)?+.. .+ (zn—an)? =%}

S(a,r) = B(a,r) \ B(a,r) (la esfera es la frontera de la bola).

Definicion 1.3: Conjunto abierto

Sea A C R", diremos que A es abierto si
Vae A3r > 0tal que B(a,r) C A.

Definicion 1.4: Conjunto cerrado

Sea C' C R™, diremos que C es cerrado si su conjunto complementario, C¢ = R” . C' = {z €
R™ : x ¢ C}, es abierto. Es decir, siVa ¢ C 3r > 0 tal que B(a,r)NC = 0.

Propiedades:

(1) La unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

(2) La interseccion de una cantidad finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(3) La unién de una cantidad finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(4) La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(5) Los dnicos conjuntos que son a la vez cerrados y abiertos son R™ y el conjunto vacio ().
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Definicion 1.5: Conjunto acotado

Sea C' C R", diremos que C' estd acotado si 3 M > 0 tal que ||c|| < M V ¢ € C, es decir,
C C B(O,M).

Definicion 1.6: Conjunto compacto

Sea K C R", diremos que K es compacto si es cerrado y acotado.

2. FUNCIONES REALES DE VARIABLES REALES

Definicion 2.1: Funcion real de variables reales

Una funcién real f de variables reales es una aplicacién entre dos espacios reales R™ y R™,
f : R™ — R™. Es decir, es una aplicacion en la que a cada punto de R" le hace corresponder un
Unico punto de R™.
f+r R - R™
z = flx)=y
T =(Z1,...,2p) flx)=flz1,...,zn) = (fi(z1,...y2n), o ooy fr(T1, -0y 20))
fi : R™ — R funciones coordenadas de f, f = (f1,...,fm)

Si la funcién f le hace corresponder al punto x el y, diremos que y es la imagen de z y «x es la
antiimagen de y. La imagen de un punto es tnica, pero la antiimagen no tiene por que serlo.

Definicion 2.2: Expresion analitica

La expresion analitica de una funcioén es una expresion algebraica o“férmula"que nos indica la

dependencia entre un punto x = (x1,...,%,)y suimageny = (y1,...,Ym), & partir de ella po-
dremos conocer la imagen de cualquier valor admisible. A (z1, ..., x,) se les denomina variables
independientes y a (y1, . . ., Y, ) variables dependientes.

Esta expresion puede ser en forma explicita,

(yla'”aym) = f(x17"'7$n) = (fl(xla“'a'xn)?""fm(l’lw"a‘xn)),
o en forma implicita 22 + 32 + 2% = 4.

Ejemplos 2.3

s Sin=m=1,f:R—=R; f(r)=senz,g(z)=23z%—-2x+4.
iR R f(z,y) = (2 +y% 2 In(z-y),arctg §), f(1,1) = (2,0,F) fi(z,y) =
@ +y* fley)=o-n(e-y)  filzy) =arctg?

3z2 4 4y — zy
‘R? - R; Y =—




Definicion 2.4: Dominio

| W

El dominio de una funcién f : R™ — R™, (f), es el conjunto de todos los puntos de R" que
tienen imagen. Si conocemos la expresion analitica de f, su dominio serian todos los valores
de (x1,...,xy) para los cuales podamos calcular un valor de f(z1,...,x,) a través de dicha
expresion.

(f)={(z1,...,2n) ER™: f(z1,...,2,) € R™}

Definicion 2.5: Imagen

Laimagen de f : R™ — R™ es el conjunto de todas sus imégenes.
(f) ={(b1,...,bpm) € R™: (by,...,by) = f(a1,...,ay) paraalgin (a,...,a,) € R"}

Ejemplos 2.6

f@) == (H=R~{-L1}  g@) =Iz (g)=(0,+x)
“ h(@)=Vi-a® ()=[-22 (=002
s fay) =VI=@ =y (H=B(0,0,1) (f)=D01

3. LIMITE DE UNA FUNCION

Definicion 3.1: Limite

Sea f : R™ — R™ una funcién, a € R" y L € R™, se dice que el limite de f en a es L,
lim f(z) = L,siVe> 039 > 0tal quesi ||x — a|| < d entonces ||f(z) — L|| < e.

Tr—a

Observacion: El limite de una funcién en un punto, si existe, es Gnico.

Ejemplos 3.2

. =22, limz2 =4
f(z) 2%, lim

» flz,y)=(x+2,y—1), lim f(z,y)=(3,1)
(z,y)—(1,2)

» 3 lim sen%

x—0

Proposicién 3.3

| V

Sea f : R™ — R™ una funcion, f(z) = (fi(z),..., fm(x))
fi:R" 5 R,a€R"yL = (Ly,...,Ln) € R™

lim f(z) =L < lim fi(z)=L;Vi=1,...,n
r—a Tr—a




4. LIMITES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Definicion 4.1: Limites infinitos y en el infinito

(1)

(2)

(3)

Sea f : R" — Rya € R", diremos que el limite cuando z tiende a a de una funcién
f(z) es +00 (—00), lim f(x) = 400 (—00),siVM >036 > 0talquesi ||z —al <o
r—a

entonces f(z) > M (f(z) < —M).
Esto quiere decir que lim f(z) = +o0o (—o0) siempre y cuando le vayamos dando
Tr—a

valores a x, cada vez mds cercanos a a, el valor de f(x) se hace cada vez mds grande
positivamente (negativamente).

En este caso se dice que la funcién es divergente en el punto a.
Sea f: R - R™y L € R™, diremos que el limite cuando x tiende a +o00 (—o0) de una
funcién f(z) es L,

lim f(z) = L(mgmoof(a:) =L),siVe>03 K >0talquesiz > K (x < —K)

entonces || f(z) — L|| < e.

Esto nos dice que lim f(x) = L ( lim f(z) = L) siempre y cuando le vayamos

T—+00 T—>—00

dando valores a x, cada vez mds grandes positivamente (negativamente), el valor de f(z)
obtenido estard cada vez mdas préximo a L.
Sea f : R — R, diremos que el limite cuando x tiende a +00 (—o0) de una funcién f(x)
es +00 (—o0), lim f(x) =400 (—o0)
T—+00

(xllir_noof(:z:) =400 (—0)),siVM >03 K > 0tal que six > K (r < —k) entonces
flx) > M (f(z) < =M.

Esto quiere decirque lim f(z) = 400 (—00) ( lim f(z) = 400 (—00)) siempre y

r—+00 r——00

cuando le vayamos dando valores a x, cada vez mas grandes positivamente (negativamen-
te), el valor de f(z) también se hace cada vez mds grande positivamente (negativamente).

Ejemplos 4.2

lim — = 4+o00 lim z© =400

z—0 12 T—+00
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Definicion 4.3: Limites laterales

Sea f:R—-R" aecRyLecR™
(1) Se dice que el limite por la derechade fenaes L, Hm+ f(z)=1L,
r—a

siVe>036>0talquesi0 <z —a < Jentonces ||f(x) — L|| <e.
Esto nos dice que h’m+ f(x) = L siempre y cuando le vayamos dando valores a z,
Tr—a

cada vez mds cercanos y mayores que a, el valor de f(z) obtenido estard cada vez mas
proximo a L.
(2) Se dice que el limite por la izquierdade fenaes L, lim f(z)= L,

T—a—

siVe>036>0talquesi0 < a—x < dentonces || f(z) — L|| <e.
Esto nos dice que lim f(x) = L siempre y cuando le vayamos dando valores a z,
Tr—a

cada vez mds cercanos y menores que a, el valor de f(z) obtenido estard cada vez mas
préximo a L.
(3) Se dice que el limite por la derecha de f en a es +00 (—o0), h’m+ flx) = 400
Tr—a
( h’rn+f(x) = —00),siVM >03d >0talquesi0 < x —a < J entonces f(x) > M

(f(x) < —M).

Esto nos dice que lim f(z) = +oo ( lim f(z) = —oc) siempre y cuando le vaya-
z—at z—at

mos dando valores a x, cada vez mds cercanos y mayores que a, el valor de f(x) se hace
cada vez mds grande positivamente (negativamente).
(4) Se dice que el limite por la izquierda de f en a es +oo (—o0), lim f(z) = +oo
Tr—a—
(lim f(x) = —00),siVM >033 > 0tal quesi0 < a—z < ¢ entonces f(z) > M

(f(z) < —M).

Esto nos dice que lim f(x) = +oo ( lim f(z) = —o0) siempre y cuando le vaya-
Tr—a— T—a—
mos dando valores a x, cada vez mds cercanos y menores que a, el valor de f(z) se hace

cada vez mds grande positivamente (negativamente).

Proposicién 4.4

El limite de una funcién en un punto es L si y s6lo si coinciden los dos limites laterales en dicho
punto y son iguales a L.
lim f(z) =L < lim f(z)= lim f(z)=1L

T—a z—at T—a~

Ejemplo 4.5

322 -1 siz<1
20 +3 six>1
Debido a que f es una funcidn definida a trozos y cambia de definicién en « = 1, para calcular el
limite en este punto debemos calcular los dos laterales.
lim f(z) = lim 322 —1=2

r—1— r—1— 2
m f(2) = Tm 2043=5 = % Mmf()
+ z—1t

Calcular h’m1 f(x), donde f(x) =
T—




5. OPERACIONES CON LIMITES

5.1. Operaciones con limites finitos. Sean lim f(z) =1y lim g(z) = A, entonces:
Tr—a T—a
D) lm(f(x) £g(z)) =1+ A Dlma- f(z)=a-l VaelR
T—a T—a
, . , f($) 1 .
3)i1£rif(x)'g(x)—l-)\ 4)i%@—x siA#0
5) limIn(f(z)) =Inl sil>0  6)lima/® =g
Tr—a Tr—a
7) lim f(2)9®) =1* sil >0
Tr—a
5.2. Operaciones con limites infinitos.
[+ 00 =400 l-co=o00sil#0 L =0 L=o00sil#0
il>1 0 il>1
Jroo = ) OO S% - [ = S% ” In0=—o00 In(4o00) = +o0
0 sio<li<1 +oo si0<i<1
+00 4+ 00 = 400 —00 — 00 = —00 00 - 00 = 00 (+00)T>® = 400
(+00)™ > =0 sen(oo) = P cos(o0) = 7 tg(oo) = 7
tg(57) = ta(5 ) = +oo | te(5") = ta(FT) = —o0 |arctg(~o0) = F | arctg(+00) = 3
5.3. Indeterminaciones.
00 0
+oo—00| 0-00 — —
00 0
190 (—|—OO)0 00
[ 6. CALCULO DE INDETERMINACIONES
(1) Sip(x) es un polinomio, entonces lim p(x) = oco.
T—00
(2) Sean p(z) = az™ + ...y q(z) = bz™ + ... dos polinomios de grados n y m respectivamente,
entonces:
oo sin>m
i P@ _ e
m —==4q% sin=m
z—00 q() :
0 sin<m

(3) Sean p(x) y g(x) dos polinomios tales que el 1im p(@) presenta una indeterminacién del tipo %.
z—a q(x

Para ello se tiene que cumplir p(a) = g(a) = 0, por lo tanto (z — a) es un factor de p(x) y q(z)

y se cumple que p(z) = (z —a) - p1(x) y ¢(x) = (z — a) - g1 (x) para algunos polinomios p; (x)

y ¢1(z). Entonces:



tim P& _ g (20 1l@) g (@)
vmag(z)  woa(z—a)-qr)  eoeq(e)

De esta forma se resolveria la indeterminacion, en el caso de que siga dando g repetiriamos el

mismo proceso hasta eliminarla.

6.1. Resolucion de la indeterminacién 1°°. Sean f(z)y g(z) dos funciones tales que el ll'_r)n f(z)9®)

presenta una indeterminacién del tipo 1°° (lim f(x) = 1y lim g(z) = 00), entonces:
r—ra r—a

h’_r)n f(x)9® = donde

A= lim g(z) - (f(z) — 1)

r—a

Ejemplo 6.1

Vamos a calcular 1fm (sen? z)'8" %, éste presenta una indeterminacién del tipo 1+°°, por tanto:

=3
, 2 _ 1
lim (sen?z)® ¢ = =1 ==
=g €
’ 2 2 y 2 2 - sen’w 2
A= lim tg“z - (sen“z — 1) = lim tg“x - (—cos®z) = lim ——— - (—cos®z) =
=g TG r—5 COS* X
= lim (—sen?z) = —1
=3

6.2. Resolucién de las indeterminaciones (+00)" y 0°. Sean f(z)y g(z) dos funciones tales que el
hln f(2)9®) presenta una indeterminacién del tipo (+00)? 6 0° (11’_r>n f(z) =+0060y hln g(x) =0),
r—a r—a r—ra

entonces:

lim f(z)9®) = donde

A= lim g(a) - In(f(x))

Tr—a

Ejemplo 6.2

1
Vamos a calcular lim (%) Iz éste presenta una indeterminacion del tipo 0°, por tanto:

Tr—~+00
1\ mz 1
Inzx
lim (—) =t=el==
e

r—+oco \ T
A= lim £ In(l)= lim L (-Inz)=-1
z—+oo T x T—>+o00 T




8

6.3. Teorema del Sandwich. Sean f,g,h: R" - Rya € R, sidr > 0talque f(z) < g(x) < h(x)
Va € B(a,r)y lim f(z) = lim h(z) = L, entonces lim g(x) = L
r—a T—a r—a

Ejemplo 6.3

, T +senzx
Vamos a comprobar que lim ——— =
T—+00 €T
rz—1 r+senxr x+1
Como —1 <senx <1Vzx € R, entonces < < YV >0.
T T T

, z—1 , z+1 , T+ senx

lim = lim =1= lim ——=1
z—+oo I T—+00 I T—+00 X

7. INFINITESIMOS EQUIVALENTES

Definicion 7.1: Infinitésimo

La funcién f : R™ — R tiene un infinitésimo en el punto a € R™ si lim f(x) = 0.
T—a

Definicion 7.2: Infinitésimos equivalentes

Dos funciones f,g : R™ — R son infinitésimos equivalentes en el punto a € R"”, f ~, g, si

ambas tienen un infinitésimo en a y 1lim M = 1.
z—a g(x)
7.0.1.  Infinitésimos equivalentes en x = Q.
SenxT ~ T ~ arcsenzx tgx ~x ~arctgx
22
l—cosa:fv? In(l1+2)~x
ef —1~zx b* —1~zx-Inb (b>0)
Si h’in f(z) = 0, entonces son también infinitésimos equivalentes en x = a:
T—ra
sen f(x) ~ f(x) ~ arcsen(f(x)) teg(f(x)) ~ f(x) ~ arctg(f(x))
f(z)?
1 cos(f(x)) ~ T2 In(1+ /(@) ~ f(x)
ef®) — 1~ f(z) @ —1~Inb- f(z) (b>0)

Sean ¢, f, g : R™ — R, si f(z) y g(z) son infinitésimos equivalentes en z = a, f ~, g, entonces:
(1) lim o(z) - f(z) = lim () - g(a)
@) gl @) )

2) lim ——~ = — =
@ BT@ @ Y @ @)




Ejemplos 7.4

Observaciones:

lim f(z) £ ¢(x) # im g(z) £ o(z) si f~ag.

r—ra r—ra

T T —senzx I .1371‘_0 I r—senr 4
xl—rﬂ)T mgr(l) 333 o ya que Z‘%T 6

8. METODOS PARA EL CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Lema 8.1: Método de acotacion

Sean f:R" > R™yp:R" - R,a e R"y L € R™"talque || f(z) — L|| < ¢(x)Vz € B(a,r),
para alginr > 0,y hln ¢(x) = 0 entonces ll'_r)n f(z)=L.

Corolario 8.2

Sean f : R" > Ry p:R" - R,ya € R"tal que
|f(z)] < o(x) ¥z € B(a,r), para algin r > 0,y h’l)n ¢(x) = 0 entonces lim f(z) = 0.
r—a

T—a

8.1. Limites iterados o reiterados. Sea f : R? — Ry queremos calcular ( l)nrt . f(z,y).
x,y)—(a,
Consideramos x un nimero fijo, y calculamos h'n}) f(z,y), considerando f(z,y) como una funcién
Yy—

de una variable, la y. Si este limite existe, dependera de x, luego:
lim f(z,y) = ¢(z)
y—b

Calculamos ahora el limite de ¢ (z) cuando z — a, lim ¢(x) = Lo;. Lo denotamos como
r—a

Iim (;lng(%y)> = Lo
Ahora, de igual forma, calculamos primero el limite de f(x,y), fijando y, cuando x — a
lim f(z,y) = ¢(y)
Tr—a

y luego h’mb ¢(y) = L12, lo denotamos como
y—

Ifm <11’n1 f(x,y)) = Ly

y—b \z—a

Si existe L = ( l)un( . f(z,y) y si también existe algtin limite iterado, éste debe de ser igual a L (si
x,y)—(a,
E|L120L21 = Lio = Lo Lo :L).

En consecuencia, si existen Lis y Lo1 y L1s # Lo no existe el limite de la funcién. Pero el ca-

so en el que L1 = L9;, no nos garantiza que 1)1111( ) f(x,y) sea ese valor, pero si, que si existe
z,y)—(a,b
lim  f(x,y), tiene que ser ese valor (es un candidato al limite).
(z,y)—(a,b)
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Ejemplos 8.3

T — y
0 0,00+ vy
lim (hm ) =1liml=
z—=0 \y=0 T +y z—0
= 3 limite
Hm(ﬁnx_y>zﬁm—1:—1
y—=0 \z—=0 2 +y z—0
, zy
= lim ————=0
(2,y)=(0,0) (2 4 y2)5

= 0 es un candidato al limite.

lim (lim ——2— | = 1m0 =0
Ky—>0 z—0 (562 + y2)g z—0

Ahora pasamos a demostrar que O es el limite y para ello vamos a utilizar el método de
acotacion (corolario[7.0.7]).
2] < /22 + 92y |y| < /22 + y2, entonces:

vy | _  l=llyl v%2+y2V¢2+y - THY 2
@+l @l @+l @)
lim (22 +42)% =0
yumﬁwm( 1 R
. i -sen==0
@m0 T
1 z 1
-sen =| < lim -sen= =20
Iy xl-@!y() mmW| 7 s z

Ahora veamos que ocurre con lo limites iterados:
z—0 \ y—0 z—0 y—0 \z—0

1 1
lim <hm Y - sen — > = lim 0 =0, lim (hm Y - sen — ) =73
x x

Como vemos, no existe uno de los iterados pero si el limite. En consecuencia, el que no
exista un limite iterado no implica la no existencia del limite.

8.2. Limites direccionales. Sea f : R? — Ry queremos calcular( %IHI( ) f(z,y).
x,y —(a,

Si consideramos una funcion y = ¢(z) (o z = ¢(y)) tal que H_I}Il o(xr)=10b (lirr%) ¢(y) = a). Se define
r—a y—>

el limite direccional a lo largo de ¢ (¢) como

lim f(z, ¢(z)) = l, Um f(o(y),y) = ly).
Tx—a y—b

o Fley) = lm fz, () <(%$§%wﬂxw)=£gf@@0w))
y=¢(@) z = (y)

Siexiste el limite  lim  f(x,y) = [y también [, (I) se verifica que
(z,y)—(a,b)

I =1, (I = lp) para cualquier funcién ¢ (¢) que se elija satisfaciendo ll’_r)n e(x) =0 (h’n%) o(y) =
r—a y—r
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Por tanto, si encontramos dos funciones de forma que los limites direccionales no coinciden, sabremos
que el limite de la funcién no existe.

Si por el contrario, tras probar con varias funciones, obtenemos siempre el mismo limite, entonces
este seria un candidato a limite.

Normalmente se suelen considerar funciones dependiendo de un pardmetro (pendiente), de la forma

y=m(x—a)+b [z=m(y—b)+a; y=mx—a)?+b [z=m(y—0b)?>+ad

y=m(z—a)+b [r=m(y—>b>+a]; .........

Si al considerar funciones dependiendo de un parametro y al calcular el limite direccional, éste depen-
diera del pardametro (m) entonces el  lim  f(x,y) no existira.

z,y)—(a,b)
Ejemplo 8.4
2
lfm LTV _ 4
(2,9)—(0,0) 22 + y?
T x2+a:y_ o x22 4+ ma? _1+m
(Ly)lir%O,O) 21y an022+m2z2 1+ m? quedepende de m = 3 el limite
Y = mx

8.3. Paso a coordenadas polares. Vamos a ver como calcular el limite de una funcién f(z,y) (coor-
denadas cartesianas) en coordenadas polares:
x=r-cosd

La relacién entre las coordenadas cartesianas y polares es { 0 donde r > 0y @ €
Yy =r-sen

[0, 27).

Sea f : R? — Ry queremos calcular  lim  f(z,y).
(2,y)—(0,0)

Consideramos la funcién f(z,y) en coordenadas polares,
f(r,0) = f(r-cosf,r-sen@),y aplicamos, si es factible, el siguiente resultado.

Seaf:R? - R, e>0,L cRyF(r) [ :R — R)una funcién tal que 7ll_I)]féF(r) = 0. Si

|f(r,0) — L| < F(r)V 6 e [0,m)y |r| <e, entonces ( l)irrt() O)f(:z,y) = L.
x7y % b
Si|f(r,0)] < F(r)V0e[0,m)y|r| <eentonces lim f(z,y)=0.
(z,9)—(0,0)
Si lim f(r,0) = L, no dependiendo de 6, entonces  lim  f(z,y) = L.
r—0 (z,y)—(0,0)
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Ejemplo 8.6

m g
(z9)—(0,0) T2 + y?
r-cosf-r?-send r3 . cosf - sen2d 9
f(r’e):r2-cos29+r2-sen20: 7 =r-cosf-sentf oy
7 - cos@-sen?0| < r y limr =0
r—0

8.3.1. Un proceso para calcular el limite. Primero calculamos los limites iterados, si estos no coin-
ciden entonces no existe el limite. Si los limites iterados coinciden, entonces tendremos un candidato a
limite, luego podemos comprobar, por acotacién o coordenadas polares, si lo es o bien para asegurarnos
calculamos los limites direccionales (rectas y parabolas). Si obtenemos un limite distinto, entonces no
existe el limite. Si por el contrario seguimos obteniendo el mismo limite, entonces este se convierte en
un serio candidato al limite. Para comprobar, si en efecto lo es, pasamos a coordenadas polares o bien
utilizamos el método de acotacidn.

Ejemplo 8.7

9 4 5]
Calcular lim x——l—y
(2.9)—=(0,0) (22 + y2)
Limites iterados:

z—0

Limites direccionales:
9 4 5
lim Lya:h’m—zlim—:()
(z,y)—(0,0) (.’1,'2 L y2)§ x—0 (.’E2 L m2x2)
Yy =mx
i 24 + 45 2zt 4+ mbgl0 . 2(2+mx)
llm ———=lIm———=Ilm———
(2,y)=(0,0) (22 4 y2)2
Yy =mx
Paso a coordenadas polares:
24 cost O & 15 sen’ f
f(r,0) = reos —?i)—r = 7(2cos 0 + rsen’ 0)
r
[r(2cos? @ +rsen® )| < r(2cos* 6 + rjsen® ) < r(2+71)y }1_1}% r(2 + r)=0,
por tanto

, 2zt + y5
lim

—— = 0
(zry)*)(&o) (,172 + y2)§
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9. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Definicion 9.1: Continuidad

Sea f : R" — R™ ya € R”, diremos que f es continuaen a si Ve > 034§ > 0 tal que si
lx — a|| < d entonces ||f(x) — f(a)]| < e.

Sea A C R™, diremos que f es continua en A si lo es en todo punto de A.

Si f no es continua en un punto a, diremos que es discontinua en a.

Teorema 9.2

Sea f : R™ — R™ y a € R". Entonces f es continua en a si y sélo si existe el lim f(z) y es
T—a

igual a f(a).

f continua en a < h’gl f(z) = f(a)

Ejemplo 9.3

Estudiar la continuidad de f(z,y) en el punto (0,0), donde

f(ZL‘ y) . \/;/Tﬁsen IQin si (may) 7& (070)
) 0 si (q," y) = (0, 0)

Si comprobamos que  lim

Ly 1
sen
(z.9)—=(0,0) \/x2 + 32 2 ty?

= 0, entonces [ serd continua en (0, 0).

zy 1 || - [y 1 Va2 +y?/a? + 2
sen = sen < 1< A2 492
Vai+y? 2+ a2y 2?4yt T V2 + 2 - /

1
lim +22+92=0=  lim

Ty
sen -0
(z:y)—(0,0) (@y)—00) /22 +942 22+ y?
luego f es continua en (0, 0).

Sea f : R™ — R™ con funciones coordenadas f(z) = (fi(x),..., fm(z)),a € Ry A C R™
Entonces:

= fescontinuaena < f;escontinnaenaVi=1,...,m
» fescontinuaena < lim fi(z) = fi(a)Vi=1,...,m
Tr—a

= fescontinuaen A< f;escontinuaen AVi=1,....,m




—_
| -P

Ejemplo 9.5
Estudiar la continuidad de f(z,y) en el punto (0,0), donde
CCQy
———,sen(x si (x, 0,0
ro = | (aasen@n) s (@) £ 0.0
(0,0) si (z,y) = (0,0)
2 2 2 2
ny:;”’y'ng'Qy’:H y lm |y=0= lm —Y_—g
=ty =ty x (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) T + ¥y
lim sen(xy) =0
(z,y)—(0,0) (&)
luego lim  f(z,y) = (0,0) = f(0,0) = f es continua en (0,0).
(z,y)—(0,0)

Proposicion 9.6

Sean f, g : R — R™ dos funciones continuas en a € R", entonces:
m o - f+[B-gescontinuaenaV «,f € R.
= ||f|| : R™ — R es continua en a.

f - g escontinuaen a

s sim=1=
Sig(a) #0= / es continua en a
g

Proposicion 9.7

Sean f : R® — R™, g : R™ — RF ya € R™ Si f es continua en a y g es continua en f(a),
entonces g o f es continua en a. Esto nos dice que la composicion de funciones continuas es una
funcién continua.

10. DISCONTINUIDADES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Sean f : R — Rya € R, f puede presentar tres tipos de discontinuidades:
(1) Discontinuidad evitable: f presenta una discontinuidad evitable en « si los dos limites laterales
son iguales y finitos, pero distintos de f(a) o no existe f(a).

lim f(x) = lim f(x)< 6

T—a~ z—at
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Ejemplo 10.1
2

=1l
a) Estudiar la continuidad de f(x) = x 77 nEs 1
x
2
ozt —1 o (et D(@-1) _
}}1_)1111 P 9161_>Ir11$—_|_1 = il_)ml(a: —1) =0y 3 f(a), por tanto en
x = 1 hay una discontinuidad evitable.

2 six <0

b) Estudiar la continuidad de g(x) =<1 si z=0enxz =0.

x sixz>0
0)=1, I = lim 2?2 =0, If = I = 0.
FO=1 15 o) = 15 =" =0 L5 s@) = g o
lim g(z) = lim g(z) = 0 # f(0) = 1 por tanto en x = 0 hay una
z—0~ z—0t+
discontinuidad evitable.

\

(2) Discontinuidad de salto finito: f presenta en a una discontinuidad de salto finito si existen y
son finitos los dos limites laterales, pero distintos.

lim f(x)# lim f(x)

T—a~ z—a™t

Ejemplo 10.2

21 si -1
Estudiar la continuidad de h(z) = x2 S% TS T enz =1
zc+1 sixz>-—1

f(=1)=2, lim h(zx)= lim 2°-1=0, lim h(z)= lim 2?+1=2.
z——1- z——1- z——1+ z——1+

lim h(x) # lim h(z) por tanto en z = —1 hay una discontinuidad de salto finito.
z——1" z——17F

\

(3) Discontinuidad de salto infinito: f presenta en a una discontinuidad de salto infinito si alguno
de los limites laterales es infinito.

lim f(z) =00 6 lim f(z) =00
T—a~ r—at

Ejemplo 10.3
2 _

Estudiar la continuidad de j(x) = enx = 0.
221 lim == = t00
lim = 0o { =07 Qx
z—0 x lfm x4 —1 I oo
z—0t x 0+
En z = 0 hay una discontinuidad de salto infinito.

(4) Discontinuidad de tercera especie: f presenta en o una discontinuidad de tercera especie si no
existe alguno de los limites laterales.
f(z) = sen(2) tiene una discontinuidad de 3* especie ya que h’n% sen(L).
T—



11. PROPIEDADES DE FUNCIONES CONTINUAS

|

Definicion 11.1: Funcion acotada

Sea S C R", diremos que una funcién
f:R™ — R™ esta acotada en S si existe M > O tal que || f(z)|| < M Vz € S.
Sim=1
(1) Diremos que f estd acotada superiormente en .S si existe /X > 0 tal que
f(x) < KV x € S. Eneste caso al nimero K se le llama cota superior de f.
(2) Diremos que f esta acotada inferiormente en .S si existe N > 0 tal que
f(x) > NV x € S. Eneste caso al nimero N se le llama cota inferior de f.

|

Definicion 11.2: Extremos absolutos

Sea f:R" - RyS CR".
(1) Si f es acotada superiormente en S, se llama supremo de f en .S a la menor de sus cotas
superiores.
Se dice que f tiene en S un maximo absoluto si existe o € S tal que
f(@) < f(zo)VxeS.
(2) Si f es acotada inferiormente en S, se llama infimo de f en .S a la mayor de sus cotas
inferiores.
Se dice que f tiene en S un minimo absoluto si existe zg € S tal que

f(x) > f(zo) VxS

Teorema 11.3

Sea f : R™ — R una funcién continua y K C R’ un conjunto compacto. Entonces f estd acotada
en K y posee un maximo y un minimo absoluto en K.

Teorema 11.4: Bolzano

Sea f : [a,b] — R continua tal que f(a) - f(b) < 0, entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Corolario 11.5: Teorema del valor medio

Sea f : [a,b] — R continua y A un ndmero real situado entre f(a) y f(b), entonces existe
¢ € (a,b) tal que f(c) = A

Definicion 11.6: Monotonia

Sea f: R — Rel C R, diremos que f es:
(1) Creciente en I siV a,b € I cona < b se tiene que f(a) < f(b).
(2) Decreciente en I siV a,b € I con a < b se tiene que f(a) > f(b).
(3) Estrictamente creciente en [ siV a,b € I con a < b se tiene que f(a) < f(b).
(4) Estrictamente decreciente en I siV a,b € I con a < b se tiene que
f(a) > f(b).
(5) Mondtona en I si es creciente o decreciente en 1.
(6) Estrictamente mondtona en [ si es estrictamente creciente o decreciente en 1.

r
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