MATEMATICAS I CURSO 15-16
FINAL JUNIO 1 Julio 2016

ENUNCIADO Y RESUELTO

Los alumnos con un solo parcial suspenso, deberan realizar las preguntas del parcial
correspondiente. Los alumnos que tengan pendiente toda la asignatura,

deberan realizar las tres primeras preguntas de cada uno de los parciales.

PRIMER PARCIAL
1. [1.75 PUNTOS] Consideremos la aplicacién lineal g : R?> - R3 que verifica
g(1,-1) = (2,1,2) yg(0,2) = (-2,2,2). Sea f'una aplicacion lineal cuya matriz asociada
en las bases canonicas es

Calcular la matriz asociada a g en bases canonicas.

Calcular una base y la dimension del conjunto ker(f).

Encontrar los valores de a para los cuales (1,1,a) € Im(f).

Calcular (fo g)(2,1) y la dimension del conjunto Im(fo g).

Hallar la matriz asociada a f cuando se considera en ambos espacios la base

B =4{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

e e T

SOLUCION:
(1.a) Sea

a b
M) =| c d
e f

la matriz asociada a g en las bases candnicas. De esta forma, las expresiones g(1,—1) = (2,1,2)
y £(0,2) = (-2,2,2) se traducen en

a b 2 a b -2
1 0

c d = 1 ; c d = 2
-1 2

e f 2 e f 2

lo que da lugar a unos sistemas de ecuaciones, que tienen por solucion
a b 1 -1
Mg =| cd 2 1
e f 3 1



(1.b) Sabemos que ker(f) se obtiene de resolver el sistema homogéneo

1 23 X 0
-1 0 1 y = 0
I 11 z 0
es decir
X+2y+3z=0
—x+z=0
x+y+z=0

que tiene por solucion x = z, y = —2z. Por tanto ker(f) = {(z,-2z,z)} =< (1,-2,1) >, y por
tanto su dimension es 1.

(1.c) Sabemos que Im(f) =< (1,-1,1),(2,0,1),(3,1,1) >=< (1,-1,1),(2,0,1) >, puesto que
los 3 vectores son linealmente dependientes, y los dos primeros son independientes. Asi,

(1,1,a) € Im(f) = (1,1,a) = a(1,-1,1) + B(2,0,1)

de donde
a+2p=1
—a =1 =sa=-1,=1,a=2
a+p=a

Por tanto, si a = 2 se verifica que (1,1,a) € Im(f).

(1.d) Se verifica (fo g)(2,1) = f(g(2,1)), y puesto que

I -1 5 1
g(2,1) = 2 1 < | > 5
3 1 7

tendremos que

1 23 1 32
(feg)(2,1) =flg2,1))=| -1 0 1 5 = 6
1 7 13

Nota: Podemos calcular en general la matriz asociada a fo g : R? > R?, ya que se verifica

1 23 1 -1 14 4
M(fog) =M@ xME@) =| -1 0 1 2 1 = 2 2
111 301 6 1

de manera que

14 4 5 32
(fog)2,1) = 2 2 <1> 6
6 1 13



De esta forma, la dimension de Im(fo g) sera 2, ya que esta generado por las dos columnas
de la matriz M(f o g) (y ambas son linealmente independientes).

(1.e) Aplicando el esquema conocido de cambio de base, se tiene que
Mpp(f) = Mcs x Mc,o(f) x Mpc = Mgle x Mco(f) x Mpc =

-1

1 11 1 23 11 3 2 1
= 1 160 -1 01 1 10 =..= -3 -3 -2
1 00 1 1 1 00 6 4 2

2. [0.75+0.5+0.5 PUNTOS] Sea la matriz

1 0 3
A= 3 -2 a ,aeR
3 0 1

a. Estudiar para qué valores de a la matriz A es diagonalizable. Paraa = 3
encontrar, si existen, las matrices Py D tal que P~'4P = D.

b. Calcular los valores de a para los cuales (1,5,—1) es un vector propio de valor
propio 4.

c. Encontrar los valores de a para los cuales —2 es un valor propio de 4 y hallar su
subespacio propio asociado.

SOLUCION:
(2.a) El polinomio caracteristico de 4 viene dado por

1-2 0 3
M- =0 | 3 2-2 a |=0=>-2+124+16=0
3 0 1-4

cuyas soluciones son A = {-2,-2,4}. Por tanto la matriz serd o no diagonalizable
independientemente del valor que tome a.

Vamos a realizar los calculos para el caso a = 3. Para ello obtenemos los subespacios
propios asociados a los valores propios 1; = —2 (doble) y 1, = 4 (simple):

Sy = {(x,y,z) s AQe,y,z) = —2(x,y,z)T}

Asi, resolviendo

1 0 3 X
3 23 v =-2
3 0 1 z z

resulta ser



por lo que
S = A(=zy,2)} =< (-1,0,1),(0,1,0) >

Analogamente
Si, = {eyz) 1 Aly,z) = 4y,2)"} == {(z.z2)} =< (1,1,1) >
Por tanto, existen matrices Py D tal que P~'AP = D, siendo
-1 01 -2 0 0
P = 0 1 1 yD = 0 -2 0
1 01 0 0 4

(2.b) Para que (1,5,—1) sea un vector propio de valor propio 4 ha de verificarse que

1 0 3 1 1
3 -2 a 5 =4 5
3 01 -1 -1

lo cual es imposible (basta con que multipliquemos e igualemos).
Nota: También podria probarse que es imposible ya que el subespacio asociado a 1, = 4 es
< (1,1,1) >, por lo que cualquier vector suyo ha de tener las 3 componentes iguales.

(2.c) Ya hemos probado que -2 es valor propio (y doble) de 4, independientemente de los
valores de a. Podemos calcular su subespacio propio asociado en funcion de los valores de a (en
(2.a) solo lo hemos obtenido para el valor a = 3):

Hemos de resolver

1 0 3 X X x+z=0
3 2 a y ==2| y = 3x+az=0
3 0 1 z z x+z=0

y para que la solucion de este sistema sea una Unica ecuacion (ya que asi el subespacio vectorial
tendrd dimension 2), ha de ser a = 3, es decir, el caso que hemos resuelto en (2.a). Por tanto

Sy = A(-zy,2)} =< (-1,0,1),(0,1,0) >

3. [1.5 PUNTOS] Resolver los siguientes apartados
a. Encontrar, de entre todas las rectas que pasan por el punto (1,2) aquella que
forma con las partes positivas de los ejes de coordenadas un triangulo de area
minima.
b. Demostrar la desigualdad

X
T <log(l +x), Vx>0

SOLUCION:
(3.a) La ecuacion de una recta viene dada por y = ax + b, y si ésta ha de pasar por (1,2), ha



deser2 =a-1+b,dedonde b = 2 — a. Asi, cualquier recta que pasa por (1,2) es de la forma
y = ax + 2 — a. Esta recta corta al eje X en el punto de abcisa x = <2 (éste seré la base del
triangulo), y corta al eje Y en el punto de ordenada y = 2 — a (esta sera la altura de nuestro

triangulo). Por tanto, el tridngulo tendra por area
4 = “F2-a) _ da-a>-4

2 2a
Si derivamos y hallamos los puntos criticos
- (4-2a)2a— (4a —a* — 4)2

4a?

y como « ha de ser negativa (las rectas que cortan a ambos ejes de coordenadas pasando por
(1,2), forzosamente tienen la pendiente negativa), resulta que a = -2, es decir, se trata de la
recta y = —2x + 4 (que forma un tridngulo rectangulo isosceles -igual altura que base- con los
ejes de coordenadas). No es preciso probar que en este punto se alcanza el minimo de area.

A' =0 =0=8-2a%=

(3.b) Una forma de probar esta desigualdad es considerar la funcion f{x) = log(1 +x) — =5,

y probar que es creciente six > 0 (si probamos ésto, se tendra que f{x) > f(0) =0, con lo que
tendremos probada la desigualdad). Esto es inmediato, ya que

_ 1 _x+1-x _ X
/) = l+x  (x+1)? (x+1)?

que trivialmente es positiva siempre que x > 0.

4. [1.5 PUNTOS] Se consideran los siguientes subespacios de R? :
4= {(x,y,z); x-z=0,y+z-x= 0}

B = {(a - 2,3,& - ﬁ’ﬁ)’ aa:B € IR}
a. Calcular una base ortonormal de 4 y otra de 4.
b. Dado el vector (1,2,—1), calcular su proyeccion ortogonal sobre B.

SOLUCION:
(4.2) Una base de 4 viene dada por
A =4(z,0,z)} =< (1,0,1) >
mientras que una base de A+ se obtiene sin mas que tener en cuenta que
A+ = {(x,y,z); <x, y,z) - (1,0,1) = O} = {(x,y,z); X+z= 0} =

= {(-z,y,2)} =< (-1,0,1),(0,1,0) >
De esta forma, una base ortonormal de 4 es la misma que hemos obtenido aunque dividiendo
por su modulo (ya que estd formada por un tinico vector), mientras que para obtener una base
ortonormal de 4+ no es preciso usar las ecuaciones del método de G-S, habida cuenta que se
observa que los dos vectores obtenidos son ortogonales, por lo que también la base sera
ortonormal sin mas que dividir por sus mddulos respectivos. Asi, resultaran las bases

ortonormales
1 1 -1 1
A=<|—7,0,— | > yA4*+ =< | —,0,— ],(0,1,0) >
(,/5 ,/7) Y (ﬁ ﬁ) ( )



(4.b) Se tiene que
B={(a-2Ba-B,p); a.p e R} =< (1,1,0),(-2,-1,1) >
mientras que
B+ = {(xp.2); (x, 3,2) - (1,1,0) = 0, (x, y,z) + (-2,-1,1) =0} =
= {(x,y,z); x+y=0, —2x-y+z= 0} = {(=>,y,)} =< (-1,1,-1) >

Asi, hemos de poner (1,2,-1) = a(1,1,0) + p(-2,-1,1) + y(-1,1,-1), y lo que se trata es
de hallar o y . Para ello, multiplicaremos escalarmente esta igualdad por los vectores de B :

1,2,-1) - (1,1,0) = a(1,1,0) - (1,1,0) + p(-2,-1,1) - (1,1,0) + y(-1,1,-1) - (1,1,0)

(1,2,-1) « (-2,-1,1) = a(1,1,0) « (-2,-1,1) + B(-2,-1,1) « (-2,-1,1) + y(-1,1,-1) « (-2,—

de donde

3=20-3
R | B
-5 =30-6f 7 21

y la proyeccion ortogonal sobre B pedida es

Lo o+ Le-n-( 3 2 &)

5. [2 PUNTOS] Consideremos la funcion
_["é
f()c)—J.1 tdt,x>0

a. Hallar los polinomios de Taylor de grados 2 y 3 de f{(x) alrededor del punto a = 1.

b. Aproximar el valor de f{1.1) usando el polinomio de Taylor anterior de grado 2 y
estimar el error cometido.

SOLUCION:
(5.a) Por el teorema fundamental del Calculo sabemos que
fx) =%
de donde

F(1) =e f'(1) = 0; f"(1) = e; ademés f(1) = ji =0
por lo que aplicando la formula de Taylorena = 1 :
Py = ) /- 1)+ LD @1y LD o1y < e+ £ 1)’

mientras que

Po) = A1)+ (D - 1)+ L o 1) = ee- 1)

(5.b) Se tendra entonces que

A1) =e(1.1- f//(c) LD 11—

1)’

de forma que

1,1)



A1) ~e(l.1-1)

con error dado por

(1.1-1)°

Error =

%(1.1— 1)?

B ‘L e‘(c?-2c+2)
3! c?
siendo 1 < ¢ < 1.1. Este error se acota sin mas que hacer
Md12-2.1+2 1.12-2.1+2
3! 13 3! 13

(notemos que ¢ cuando estd sumando o multiplicando la acotamos por 1.1, mientras que si esta
restando o dividiendo la acotamos por 1).

(1.1-1)°| =6.05x10™*

Error <

6. [1.5 PUNTOS] Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a. Si W el subespacio de R generado por el siguiente conjunto de vectores
{(1,2,1),(0,1,0),(1,0,—1),(1,1,-1)},
entonces ¥ = R3.
b. Si A una matriz cuadrada de orden 3, diagonalizable, tal que los valores propios de
la matriz34 son A; = 3, 1, = 3y 43 = 9, entonces |[4| = 3.
c. Seaf: R” - R una aplicacion lineal y sea 4 su matriz asociada respecto a las

bases candnicas. Supongamos que |4| # 0. Entonces el nucleo de esta aplicacion
lineal es el subespacio vectorial formado inicamente por el vector nulo.

SOLUCION:
(6.2) La afirmacion sera cierta si tres de estos cuatro vectores son linealmente
independientes. Como ésto lo verifican los 3 primeros, es cierto que W = R3.

(6.b) Si la matriz 4 es diagonalizable, sabemos que existen P y D tal que P~'AP = D. Pero
entonces la matriz 34 también es diagonalizable, ya que verifica P! (34)P = 3D, siendo esta
ultima matriz 3D la matriz diagonal cuyos elementos son 3,3 y 9; es decir que D = diag(1,1,3).
Entonces, como |P~'AP| = |D| = 3, resultara que |[P~!||4||P| = 3,y como |[P~!||P| = 1, entonces
ha de ser |[4] = 3.

(6.c) Si|4| # 0 quiere decir que el sistema de ecuaciones que hemos de resolver para calcular
el nucleo es compatible determinado, por lo que tiene solucién tnica, y como este sistema es
homogéneo, la inica solucion sera la trivial. Por tanto la afirmacion es cierta.

SEGUNDO PARCIAL

7. [1.5 PUNTOS] Consideramos una placa circular de radio 2,2 y centro el origen. La
temperatura en cada punto P(x,y) de la placa viene dada por

T(x,y) = x> +y3 + 3xy



Localizar el punto mas caliente y el punto mas frio de la placa.

SOLUCION:

Se trata de calcular los puntos criticos de la funcién 7 tanto en el interior (x? + y? < 8) como
en la frontera de la placa (x? + y* = 8):

- Puntos criticos en interior: De

=343y =0 . {xO(entoncesyO)
=x"+x=0=>=

L =32+3x=0

o x=-1(cony = -1)

por lo que se obtienen los puntos 4(0,0) y B(—1,—1), ambos en el interior de la placa.

- Puntos criticos en la frontera: Usando multiplicadores de Lagrange, analizamos los puntos
criticos de

F(x,y,A) = x> +y3 +3xy + A(x? +y* - 8)
para lo que resolvemos
g—f =3x2+3y+2Ax =0
OF _ 2.2 _
& =3y"+3x+24y =0
x2+y? =8

Despejando 4 de la 1* y 2% ecuacidn, e igualando resultados, se obtiene, siempre que x,y # 0
(six = 0 el sistema anterior no tiene solucién, ya que y = 0, por la 1* ecuacion, y entonces no se
verifica la 3* ecuacion; andlogamente si y = 0) la expresion

X2y —xp? = x? — 2

que junto con la 3? ec. anterior, nos da un sistema de 2 ec. con 2 incog.
Este sistema se puede resolver facilmente si observamos que la expresion anterior puede
ponerse como

wx—y)=x-y)x+y)
es decir
=y -(x+y)) =0
por lo que
xX=y0xy=x+y
Analizamos ambos casos por separado:
- Six =y, sustituyendo en x? + y?> = 8, y simplificando, se llega a x> = 4, de donde x = 2.
Asi hemos obtenido los puntos C(2,2) y D(-2,-2).
- Sixy = x +y, despejando y y sustituyendo en x? + y% = 8, se llega a

=23 -6x2+16x—-8 =0

que tiene por soluciones x = {2,—1 +J/3 } Por tanto se obtienen los puntos (2,2), ya obtenido

anteriormente,yE(—l + ﬁ,%) yF(—l - ﬁ,%)

Solamente hemos de evaluar 7(x,y) en los 6 puntos obtenidos, resultando que el punto mas
caliente es C (su temperatura es de 28) y el mas frio estd en £ 'y F (la temperatura seria en ellos
-26).



8. [2 PUNTOS] Calcular
[[] 2 +y?)dvdyaz
S

siendo S el primer octante de la esfera de centro el origen y radioa > 0 :
a. Usando coordenadas cilindricas.
b. Usando coordenadas esféricas.

SOLUCION:
(8.a) Mediante coordenadas cilindricas (x = rcos6,y = rsinf, z = z; J = r) se verifica que

0§r§a,0§0§%,osngaz—xz_yz = Ja2 -2

por lo que

J-”S(x2 +y?)dxdydz

j;ﬂz 2d6 J.Odrj-;/_ rdz = jz/z 9 j:r3,/a2 —2dr =
a5

2¢° _ 1w

NN

15 15

Nota: Esta ultima integral se hace mediante el cambio > = a® — 72, resultando una integral
inmediata; también puede hacerse mediante un cambio a trigonométricas (» = asint), aunque es
un poco mas complicada.

(8.b) Mediante coordenadas esféricas
x = rsingcosf, y = rsingsend, z = rcos¢; J = r’sing
se verifica que

OSrSa,OSQS%,OS(ﬁS

NN

por lo que
[[] 2 +y*)dvdyaz = j”/z do j“arrj”/z((rsmscose)2 + (rsingsen0)2) s sin pdg =
S 0 0 0

/2 a /2
_ 4 -3 _ra 2 _ ra’
_jo d@jordrjo sindgdg = L 42 —

9. [1.5 PUNTOS]
a. Resuelve el problema de valor inicial
YY" +12y" +36y' =0
y(0) =0
V'(0) =1
y'(0) = -7



b. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial:

3x+y-2+y'(x-1)=0

SOLUCION:

(9.a) La ecuacion caracteristica 73 + 1272 + 36r = 0 tiene por soluciones 7} = 0y r, = —6
(doble). Por tanto, la solucion general de esta edo lineal homogénea viene dada por

y(x) = c1e™ + (cox +c3)e™™ = 1 + (cax + ¢3)e™

Para hallar las constantes de integracion, usaremos las condiciones iniciales dadas:

y(0) =0 ci+e3=0 =35
y(0)y=1 = c2—6c3 =1 = =
y"(0) = -7 —12¢, + 36¢3 = -7 c3 = —=

36
de manera que la solucion del PVI es

(9.b) Si la edo la escribimos en la forma

Bx+y—-2)dx+(x—-1)dy =0
é_w por lo que se trata de una edo exacta.
Asi, su solucion general viene dada por f{x,y) = cte, siendo f{x,y) una funcion que verifica
% =My 2‘—§ = N. Usando la primera de las condiciones,

fx,y) = Ide = J.(3x +y—2)dx = 3x2

observamos que 2% =1 = &¥
y

S X 2x+g(y)
y para determinar g(y) usaremos la condicion g—; = N, es decir

x+g () =x-1=g'(Q)=-1=g@) =-y+cte
Por tanto, la solucion general de la edo es

2
3%+yx—2x—y=cte

10. [1.5 PUNTOS] Determinar los extremos relativos de la funcion z = f{x,y) definida
implicitamente por la ecuacion

X3=y?=3x+4y+z2+2z-8=0,z>0

SOLUCION:

Derivando implicitamente esta ecuacion respecto de x y respecto de y (donde se supone que
z = z(x,y)), tendremos

3-3x2

3x2 =3 +2zzy+2, =0 Zxy = 55
=

. _ 24

2y+442zz,+2z, =0 Zy = 53

por lo que si igualamos a 0 ambas expresiones, tendremos como puntos criticos (1,2) y (-1,2).
Para saber qué tipo de extremos son, habremos de calcular el hessiano en ellos:



—6x(2z+1)—(3-3x2) 2z, (3-3x2)2z,
% | 2 Zwy (2241)2 T )2
2(ey) = Zixe Ziy ()2 202241 )-(2-4)2z,
(2z+1)? (2z+1)?

por lo que en (1,2) habra un punto de silla, ya que
5 0
Hz(1,2) = <0
0o =2
5

(donde sabemos que z,(1,2) = z,(1,2) = 0; siendo z(1,2) = 2), mientras que en (—1,2) habra
un minimo, al ser

—6x(2z+1)-(3-3x2) 2z, (3-3x2)2z,
Qz+1)? )2 2 0
Hz(-1,2) = = >0
( ) (32 2(2z+1)~(2y-4)2z, 0 %
(2z+1)? (2z+1)?

(donde sabemos que z,(—1,2) = z,(-1,2) = 0; siendo z(-1,2) = 1)

11. [1.5 PUNTOS] Dadas las funciones /'y g definidas por
fx,p) = (e”,xy +log(x* +?),cos(xy?))
g(x,y,z) =T7+xy+3z
calcular la matriz jacobiana de g o f'en el punto (0, 1).

SOLUCION:
Si lo hacemos directamente,

(goN(x.y) = g(ftx,)) = g(e”,xy + log(x* + »?),cos(xp?)) =
=7+ e (xy + log(x? +y?)) + 3 cos(xy?)
y ahora podemos derivar y particularizar en el punto (0,1) :

oo - (450 140

= (yexy(xy +log(x* +y?)) +e¥ (y + zzf 5 ) — y%sin(xy?),
xT Ty

,xe¥ (xy + log(x? +y?)) + e¥ (x + %) — 2xy sin(xyz))
xXTry
siendo entonces
M(g-/)(0,1) = (1,2)

Otra forma: Si usamos la regla de la cadena, tendremos que al ser R? ENY SN R, la matriz
jacobiana de gof: R? — R tendra dimensiones 1 x 2, y se puede calcular a partir de

M(gof)(0,1) = Mg(f(0,1)) x Mf(0,1)
Puesto que



ye¥ xe" 1 0

. 2
Mfix,y) = v+ xiyz X+ yy = Mf0,1)=| 1 2
00

—?sin(xy?) —2xysin(xy?)
mientras que

Mg(x,y,z) = (»,x,3) = Mg(f(0,1)) = Mg(1,0,1) = (0,1,3)
entonces

M(gof)(0,1) = Mg(f(0,1)) x Mf(0,1) = (0,1,3)] 1 2 =(1,2)

12. [2 PUNTOS]
a. Hallar el polinomio de McLaurin de orden 2 de la funcion

flx,y) = 4x3y? = 3ylog(x + 1)
b. Calcular la siguiente integral

.[ xil dx

SOLUCION:
(12.a) Hemos de aplicar

P(x.y) = f(0,0) + [/:(0,0)x +/,(0,0)y] + 57 [fux(0,0)x? + 211, (0,0)xy +35(0,0)32]

y como se tiene que

fo = 12x%y% — x?l ; fy = 8x%y —3log(x + 1);

3y 3

_ 2 . _ 2., . _ Q3
fx_x—24xy +(x+1)2’fxy 24xy x+1’f}/y 8x
entonces

P(X,y) =0+ [Ox + Oy] + [O)c2 + 2(—3)xy + 0y2] = 3xy

1
2!

(12.b) La integral podremos resolverla si se realiza el cambio de variable
X _ p _ 2t
T ] =X 1_tz,a’x 17

J.N/XTCZX - J.‘/t_z (1 _222)2 dt:.[ (1 31‘;2)2 dt

Esta nueva integral hemos de resolverla descomponiendo en fracciones simples:
Poniéndola en la forma

ya que entonces




22 _ 212 _ 4 B C D

A=27  (A-01+0? T-1 (-0 "T+1 " (10

y operando, se llega a

) 1 1 1 1
2t 2 2 2

= +—2—+ +
(1-22 1-t a-p* 1+t (1+1)?

por lo que

1 1
X (2 41 _ 2 _ 1 __2
[ [ dx—j(l_tz)zdt Lioglt =4+ 72— - Lioglt +4 - -2 + cre

y solo tenemos que deshacer el cambio de variable.




