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1. [2 PUNTOS] Consideremos en R* los subespacios
V=A{xyzt)eR*: x—z=0;x+y+z=0p 'y W=<(1,-1,10),(0,1,0,1) >
yseaf: R* - R* el endomorfismo que verifica:
ker(f) = V; f(1,0,0,0) = (1,0,1,1), f(0,1,0,0) = (1,-2,1,-1)

Calcular la matriz asociada a f en bases candnicas.

b. Probar que Im(f) = W, y clasificar f.

c. Dada la nueva base B = {(1,2,0,0),(-1,0,2,0),(0,-1,0,2),(0,2,-1,0)}, hallar
la matriz de f en dicha base, Mg g(f). NOTA: Se puede dejar indicado como
producto de matrices sin tener que obtener matrices inversas.

e

SOLUCION:
(1.a) Al serf(1,0,0,0) = (1,0,1,1) yf(0,1,0,0) = (1,-2,1,-1), ya conocemos las dos
primeras columnas de la matriz pedida. Puesto que
ker(f) = V = {(z,-2z,2,t)} =< (0,0,0,1),(1,-2,1,0) >,

en particular se tiene que f(0,0,0,1) = (0,0,0,0) (por lo que también conocemos la cuarta
columna). Asi, sera

1 1 ao

0 -2b O
A=

1 1 cO

1 -1d2O0

y la 32 columna la obtendremos de exigir que f(1,-2,1,0) = (0,0,0,0), de donde

11 10

0 -2 40
A:

1 1 10

1 -1-30

(1.b) El subespacio Im(f) estd generado por las columnas de A, y como el rango de esta
matriz es 2 (podemos eliminar la 32 fila y la 4° columna; mientras que la 12 fila es la resta
de la 4% y 2%) podemos poner



Im(f) =< (1,0,1,1),(1,~4,1,-3) >

Para comprobar entonces que Im(f) = W =< (1,-1,1,0),(0,1,0,1) >, nos bastara con ver
que la matriz que forman los siguientes 4 vectores (los dos que hemos obtenido para Im(f)
y los dos que nos generan W segun el enunciado) tiene rango 2:

1 0 11
1 413
1 -110
0 1 01

(lo que es inmediato, ya que tiene dos columnas iguales y la fila 1° es suma de la 32 y 4%).

Como dim(Imf) = 2, tendremos que dim(kerf) = 2, por lo que f ni es inyectiva ni
suprayectiva.

(1.c) Aplicando el conocido esquema, resulta ser
MB,B(f) = MC,B x A x MB,C = Mé,lc x A x MB,C =

-1

1 -1 0 O 1 1 1 0 -1 0 O
| 20 -1 2 0 -2 40 2 0 -1 2 |

0 2 0 -1 1 1 1 0 0 2 0 -1
0O 0 2 O 1 -1 -30 O 0 2 O

9 _1u _7 13

4 12 12 12

3 _23 5 1

_ 4 12 12 12

- 1 _7 1 1

2 2 2 2

_9 _20 11 _5

2 6 6 6

aunque en el examen no se pide que se calcule este producto.

2. [2 PUNTOS] Para todo a € R se considera la matriz

a+9 -6 a-3
A= —6 a 0
0 0 15

o

Calcular los valores propios de A, segun los valores de a.
b. Determinar los valores de a para los que A es diagonalizable.

c. Paraa = 3 calcular, usando diagonalizacion, A'®. NOTA: Se puede dejar
indicado como producto de matrices.



SOLUCION:
(2.a) El polinomio caracteristico viene dado por

a+9-4 -6 a-3
A=Al = —6 a—-1 0 =0
0 0 15-1
es decir
A5-1M)A-(@+12)(A-(@-3))=0
por lo que los valores propios seran A; = 15, A, = a+ 12, A3 = a—3,

(2.b) Vistos los anteriores valores propios, sia + 3, y a # 18, la matriz ser4
diagonalizable (por tener 3 valores propios distintos). Como ademas, si a = 3 la matriz
también es diagonalizable (por ser simétrica), s6lo nos falta por estudiar el caso a = 18 : Se
trata entonces de la matriz

27 -6 15
A= -6 18 O
0 0 15

que sabemos tiene por valores propios A1 = 15 (doble) y A, = 27. Si calculamos los
respectivos subespacios vectoriales, tendremos para V, :

Vi, = {(xy,2) : Axy,2)" =15(x,y,2)" }

Si resolvemos este sistema, resulta que tanto y como z dependen de x, por lo que
dim(V,,) = 1y Ano es diagonalizable.

(2.c) Paraa = 3, resulta la matriz

12 6 0
A= -6 3 O
0 0 15

que sabemos tiene por valores propios A1 = 15 (doble) y 2, = 0. Si calculamos los
respectivos subespacios vectoriales, tendremos

Vi, = <{(xy,2) 0 AxY,2)" =15(x,y,2)" } =...= {(-2y,y,2)} =< (-2,1,0),(0,0,1) >

Vi, = {(0Y,2) 1 AY,2)" = 0(x,y,2)" } =...= {(x,2x,0)} =< (1,2,0) >

Por lo tanto tenemos dos matrices P 'y D, tal que P"AP = D, siendo
-2 01 15 0 0
P= 1 02 y D= 0 150
0 10 0 0O



Para obtener A1 utilizamos que

201 1510 0 0 201
A = (PDP 1) = =pPDWOP1=| 1 0 2 0 15!% ¢ 102
010 0 0 0 010

3. [2 PUNTOS] En R? se consideran los subespacios vectoriales
A={(xyz)eR3: x+2y+z=0}, B=<(-20,1),(0,-4,3)>

C={(xyz)eR®: x+3y-2z=0)
Usando el producto escalar usual, se pide:
a. Hallar una base ortonormal de A.
Hallar una base para AN By otra para A+ C.
Determinar A+, subespacio ortogonal de A.
Hallar los valores de a para los que (2,1,a) € AN C.
Determinar la proyeccién ortogonal del vector (-1,-3,2) sobre C.

® Q0T

SOLUCION:
(3.a) Tenemos que A = {(x,y,—x—-2y)} =< (1,0,-1),(0,1,-2) >, por lo que si
aplicamos el método de G-S:

U = €1 = (1,0,—1)
Uz = € — ghgtUs = (0,1,-2) — %(1,0,—1) =(-1,1,-1)
y la base ortonormal sera

-1 1L 11
{ﬁ(l,o, 1), ﬁ( 1,1, 1)}

(3.b) Tenemos que
A =< (1,0,-1),(0,1,-2) >, C = {(-3y +2z,y,2)} =< (-3,1,0),(2,0,1) >
por lo que
A+C=<(10,-1),(0,1,-2),(-3,1,0),(2,0,1) >=< (1,0,-1),(0,1,-2),(-3,1,0) >
Asi, dim(A+C) = 3, por loque A+ C = R3,

ParaANB:
x,y,2) = «(1,0,-1) + B(0,1,-2)

Si(x,y,2) e AnNB = {
x,y,z) = y(-2,0,1) +6(0,-4,3)



y resolviendo este sistema, obtenemos que a = 100, f = —46, por lo que sustituyendo
resulta que

ANB = {(105,-45,-25)} =< (10,~4,~2) >

NOTA: Otra forma de obtener esta interseccion, y teniendo en cuenta que Ay B son
planos, es hallar el vector director de la recta dada por la interseccion de ambos planos (y
que puede hallarse a través del producto vectorial de los dos vectores normales de los
planos).

(3.c) Se verifica que
x,y,2) € At & (x,y,2) »(1,0,-1) = (x,y,2) « (0,1,-2) =0
de donde resulta
At ={(z,2z2,2)} =< (1,2,1) >

(3.d) De forma anéaloga a (3.b), resulta que
ANC =< (10,-4,-2) >
por lo que es imposible que ningln vector de la forma (2,1,a) estt en AN C.

(3.e) Se trata de poner
(-1,-3,2) =u+v, siendoue Cyv e C*
y la proyeccion ortogonal pedida es el vector u.

Entonces
(-1,-3,2) =u+v =a(-3,1,0) + (2,0,1) +v
y si multiplicamos escalarmente esta igualdad por los vectores de C, tendremos
(-1,-3,2) ¢ (-3,1,0) = a(-3,1,0) « (-3,1,0) + 5(2,0,1) ¢ (-3,1,0) + v e (-3,1,0)
(-1,-3,2) ¢« (2,0,1) = a(-3,1,0) « (2,0,1) + $(2,0,1) ¢ (2,0,1) + v« (2,0,1)
(notemos que los ultimos sumandos de las expresiones anteriores son nulos, ya que

v € Ct), es decir
0 =10a - 6p
{ 0=—-6a+4p
de donde ¢ = § = 0, y la proyeccion pedidaesu = a(-3,1,0) + f(2,0,1) = (0,0,0).

NOTA: El resultado es l6gico, ya que si obtenemos C+ (que no ha sido preciso para
resolver este apartado), resulta ser C+ =< (1,3,-2) >, por lo que el vector al que vamos a
calcular su proyeccion ortogonal esta en este subespacio. Por tanto, su proyeccion
ortogonal sobre C ha de ser el vector nulo.



4. [2 PUNTOS] Resolver DOS de los tres apartados siguientes:
a. Determinar ay b para que la funcién
f(x) = (a+ bx)ea
tenga en x; = a — 3b un minimo local y en x, = a — 4b un punto de inflexion.

b. Calcular el polinomio de Taylor de grado 4 para la funcion f(x) = /3 +Xx en
el punto a = 1y obtener una cota del error cometido al aproximar el valor de
J5 mediante dicho polinomio.

c. Calcular los siguientes limites

log(sinx . 1/logx
m 199GINX) y !(Lrg(l—arctanx)

X112 (1 — 2x)2 2
SOLUCION:
(4.a) Se tiene que
f(x) =..=e@O+ab+b>) y f'(x)=..=e***b2(2+a+bx)

Sabemos que para que exista un minimo en x; ha de ser f'(x;) = f'(a—3b) = 0, es
decir

0 = f'(a—3b) = e*@3)(ph 1 ab + b?(a— 3b)) =
= e&b@-30)p(1 + a+ b(a-3b))

y como e2+@-3b) + 0, si suponemos también b # 0 (el caso b = 0 no lo consideramos, ya
que en este caso la funcidn de partida es una cte), habra de ser

l+a+b(@a-3b) =0

Para tener punto de inflexién en x, ha de ser f"(x,) = f"(a— 4b) = 0, es decir
0 = f’(a—4b) = e2®@4)ph2(2 + a + b(a — 4b))
debiendo ser entonces
2+a+b(a-4b) =0
Si resolvemos el sistema dado por
l+a+b(@a-3b)=0
2+a+b(@a-4b) =0

se obtienea = b = 1.

(4.b) Resulta ser



fx) = y3+x = f(1) = 2
foo = 3@+0™ =11 = 4

f'(x) = (3 +X)%2 = f'(1) = 312
f(x) = %(3+x)‘5’2 = (1) = 256
flV(x) = —£(3 +x)7” = V(1) = _%
V(x) = 105 B+x) " = fV(c) = 105

32/B+c)°

por lo que el polinomio de grado 4 que aproxima a f(x) sera
P(x) = 2+%(x—1)— (x—1)2+ (x—1)3 -

— 4
32 - 21 256 30 2048 a7 %D

por lo que
_ - 1.5 2 3 4 _
J5 = J3+2 =2+ 2 2-1)- 32 51 === (2-1)%+ 256 3 —=—(2-1)° - 2048 a1 2-1)%=2.2361
siendo el error el dado por
error = 105 (2-1)5] < 105 =1 -53406x10°
51.32./(3+¢)° 51.32/(3+1)? 5'-32-2
y donde hemos tenido en cuentaque 1 < ¢ < 2.

(4.c) El primero es un limite de la forma % que resolvemos aplicando L’Hopital 2
veces:

lim J09GInX) .o COSX _ lim —sinx __1
x>nl2 (g —2x)?  xonl2 —4(m —2X)SinX  xonl2 8SinX — 4(m — 2X) COSX 8

El segundo es de la forma 0°, por lo que si tomamos logaritmos (llamando A a limite
que queremos calcular)

11 11
logA = Iog(le(% —arctanx) ng) = lim Iog(% —arctanx) o

= lim —=— Iog Iog(? —arctanx)

obteniendo entonces un limite de la forma =, que resolvemos por L’Hopital
T —X
i log( 4 — arctanx) _lim Tl _
X0 logx > Z —arctanx

donde este ultimo limite (de la forma %) lo hemos resuelto de nuevo por L’Hopital. Por lo
tanto

1/logx
I|m(7 —arctanx) =el



5. [2 PUNTOS] Resolver UNO de los dos apartados siguientes:
a. Calcular las siguientes integrales

I dx J‘“‘O dx
2 y X =X
X+ 2X + 2 o € +€
b. Expresar el siguiente limite como una integral, y calcular la misma

lim Jn2—1+,n2-22 + /n2-32 +.../n2-n2
Nn—o0 nz

SOLUCION:

(5.a) La primera corresponde a un cociente de polinomios, con cte en numerador y
raices complejas en denominador. Por tanto, esta integral es inmediata sin méas que
completar cuadrados en el denominador (tipo arco tangente):

dx dx
= = arctan(x + 1) + cte
J.X2+2X+2 -[(x+1)2+1 x+ D+

Para la segunda, realizaremos el cambio t = e* (donde x = logt; dx = 4t). Ademas, si
x = 0, entonces t = 1, mientras que si X = +oo, entonces t = +oo. De esta forma

dt
+00 dX B +00 T B +00 dt B +OO_£_£_£
IO eX+e~X _Il t+ L _Il 241 = [arctant],” = 2 4 4
(5.b) Se verifica
i Jn2—1 +Jyn2-22 4+ /n2-32 4 . Jn2_n2 _
n -
T an 1 Jn2-22 n2-n2 \ . 1 n2—iz
= W( et | =My 2 =
i=1

lim % n 1—(%)2 J,/l x2 dx

Esta ultima integral la calculamos mediante el cambio x = sint (donde dx = cost - dt).
Ademas, si x = 0, entonces t = 0, mientras que si x = 1, entonces t = Z-. De esta forma

' J1—-x2dx = e J1—sin?t cost . dt = i cos?t . dt = i 1+cosat 4
J.O 0 0 2

0
e R RN



