Asignatura: MATEMATICAS |
Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales. PrimesaCu
Examen Final Junio. Curso 2013/2014
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(Incluye la solucion de todos los ejercicios propuestaerendientemente que se
examine de la asignatura completa y/o del primer o segunaigba

PRIMER PARCIAL

1. Consideremos el endomorfismd : R - R3 que verifica:
f(0,1,) = (0,a,2), f(0,1,0 = (-5,0,-3), f(1,-1,0) = (8,-2,6)
a. Hallar la matriz de f en las bases canonicas.
b. Clasificar f en funcion del pardmetroa.

c. Hallar la matriz de f respecto de la base candnica en el conjunto inicial y la bage
en el final, siendo

B=+4(1,2,0,(0,1-2),(1,0,1}
d. Calcular apara que 2 sea un valor propio def.

SOLUCION:
(a) Supondremos que la matriz es de la forma
ail a2 ais
A= dp1 QAzz Az3

dz1 daz2 ass

y aplicamos las condiciones dadas:
Def(0,1,0 = (-5,0,-3), resulta que la segunda columna@g, azz,as2) = (-5,0,-3).
Def(0,1,1) = (0,a,2):

0 0 ais S
Al 1 = a =>...= az = a
1 2 ass S
Def(1,-1,0) = (8,-2,6):
1 8 aii 3
Al -1 = -2 >, as1 = -2
0 6 as1 3
Por tanto, tenemos que
3 55
A= -2 0 a

3 35



(b) Para clasificaf hemos de estudiar el rango de la mafigegun los valores d& Puesto
quelA| =...= —6a— 20, tendremos que siba — 20 = 0, es decir, sa + —%, la matriz tendra
rango 3, por lo que en este caso la aplicadisera inyectiva y suprayectiva (dim (fn = 3,y
dim ker(f) = 0) y por tanto biyectiva, mientras queai= —%, entonces rango sera 2 (es decir
dim Im(f) = 2), por lo que no ser& suprayectiva ni inyectiva (ya que dingfker 1).

(c) Se trata de aplicar el esquema

|R3 — >|R3—>|R3
C C B
por lo que la nueva matriz pedida sera
MC,B(f) = MQB X Mc,c(f) = MQB x A= Méylc x A=
-1

1 01 3 55 -5 5 3 3 55
=l 2 10 x| 2 0a |=| £ -+ -% |x| -2 0a
0 -21 3 35 5 % = 3 35
(d) Se ha de verificar que
X X 3 55 X X
Al'y |=2] v |=>| -2 0a y |=2] vy
z z 3 35 z z

y realizando operaciones, y para que este sistema sea ¢biepadeterminado, ha de sar= 2.

2. Dada la matriz

a 0 O
A= 4 1 1
4 -1 1

a. Estudiar en funcién dea, si es diagonalizable.

Para el casoa = 1, hallar la matriz diagonal y la matriz de cambio de base, si
existen.

Sia = 0, ¢qué valores deben tomav; y v; para que (0,v2,Vv3) Sea un vector propio
asociado al valor propio0?

b.

C.

SOLUCION:
(a) Si resolvemos
a-4 0 0
|A| = 4 1-2 -11|=0
4 -1 1-2

resulta sed = {a,0,2}. Por tanto, sa = O ya = 2, la matriz ser siempre diagonalizable (al



tener 3 valores propios distintos). Veamos qué ocurae=sD oa = 2 :
- Sia = 0, los valores propios soty = 0 (doble) yA, = 2. Si calculamos el subespacio
vectorial asociado a; :

X
Al y [=0] vy
Z Z

que tiene por solucior = 0,y = z de esta formay,,-0 = {(0,y,y)} =< (0,1,1) >, que tiene
dimension 1, lo que quiere decir gAeno es diagonalizable.

- Sia = 2, los valores propios soty = 2 (doble) yA, = 0. Si calculamos el subespacio
vectorial asociado a; :

Al y [=2
z z

que tiene por solucion = 4x —y; de esta forma,
V2 = {(x,y,4x-Yy)} =< (1,0,4),(0,1,-1) >, que tiene dimension 2, lo que quiere decir que
A si es diagonalizable.

(b) Paraa = 1 sabemos quA es diagonalizable, puesto que sus valores propiogEdh 2.
Vamos a calcular los correspondientes subespacios propios

X
V/11=l = (Xiyyz)a A Yy =1 Yy =...=< (1!4!4) >
4 4

Analogamente obtendriamos
ngzo =< (O, 1, 1) > Yy V/13:2 =< (O, 1,—1) >

De esta forma, tendremos gBe'AP = D, siendo

10 O 100
P= 4 1 1 y D=
4 1 -1 00 2

(c) Para qu€0,v2,Vv3) sea un vector propio asociado al valor propio 0 ha de curegljue
(0,v2,v3) €< (0,1,1) > (este subespacio lo hemos obtenido anteriormente). Panto,tes ha
de sew; = vs.

3. Untaller eléctrico fabrica dos tipos de circuitos. El circuto sencillo necesita una placa
y dos interruptores, y el circuito doble necesita dos placasin interruptor y un
condensador. La fabrica dispone de 500 placas, 400 interrtpres y 225 condensadores.
El beneficio que se obtiene por cada circuito doble vendidasede 30 euros y por cada
sencillo es de 20 euros. Suponiendo que se vende todo lo quéaseica, calcular el
namero de circuitos de cada tipo que se tienen que hacer pardtener un beneficio



maximo. ¢,Cual seria dicho beneficio?

SOLUCION:
Si denotamos pox al n® de circuitos sencillos y pgral de dobles, tendremos que la funcion
a maximizar vendré dada por

z= 30y + 20x
Las restricciones vienen dadas por
Placasx + 2y < 500
Interruptores: +y < 400
Condensadorey. < 225
Xy >0

cuya representacion gréafica es

250-42 —
400-27% ——
25

siendo sus vértice&(0, 225), B(50, 225, C(100, 2090 y D(200, 0. Si evaluamos la funcion
objetivo en todos ellos, el maximo corresponde al p@)jtoon un valor de 8000.

4. EnR? se considera el producto escalar definido por
X,¥,2) o (X,Y,Z) = 4xx' — 2xZ - 2zX' + 2yy' +yZ + 2y + 27
a. Hallar una base ortonormal a partir de la base{(1,0,0,(1,1,0,(1,1,1)}.

b. Determinar la proyeccién ortogonal del vector(-1, 3, 2) sobre el subespacio
W=<(-1,1,0,(2,1,3 >.

SOLUCION:
(a) Se trata de aplicar las ecuaciones del método de G-S:

Up =€ = (1101@

2 = e~ g - (11,0 - 1D 1,00 -

- (1,1,@—%(1,0,@ = (0,1,0

up - € uz - &
Us = €~ gy Ut~ Ty et U2 =

(1,0,0-(2,1,) (1,1,0-(2,1,)
(1.0,0-(1,0,0 "9 @ 1,0-110

- (1,1, - %(1,0,@ _ %(1,1,@ _ (—%,%,1)

= (1,1,D)- 1.1,09 =



y ahora cada uno de estos vectores hemos de dividirlo por dulmé

lui]| = yur=ur = /(1,0,0-(1,0,0 = /4 =2
luz|| = yiz=uz = /(0,1,0 -(0,1,0 = 42

sl = yis+w = [(-4.2.1) - (-1.2.1) - 5

(b) Se trata de expresar= (-1, 3,2 en la formau + w, dondeu € W, yw € W*. Asi, sera
v=(-1,3,2 =a(-1,1,0 + (2,1,3 +w

y queremos hallan = a(-1,1,0 + (2,1,3). Para ello vamos a determinay 3, para lo que
multiplicaremos escalarmente la igualdad anterior povéasores d&V.

(-1,3,2 - (-1,1,0 = a(-1,1,0 - (-1,1,0 + (2,1,3 - (-1,1,0 + w - (-1,1,0)
y
-1,3,2-(2,1,3 =a(-1,1,0 - (2,1,3 + (2,1,3 - (2,1,3 +w-(2,1,3
es decir
16=6a+33+0
19=30+185+0
de dondex = 7/3, 8 = 2/3, por lo que la proyeccion sera

u=ua(-1,1,0+p2,1,3 = %(—1,1,0) + %(2,1,3) = (-1,3,2

5. a.Calcular el siguiente limite

x243
; X+ 2
!!mo(ﬁ 3X-5 )

b. Encontrar un valor aproximado para sin(40° utilizando un polinomio de Taylor de
grado 3. Estimar el error cometido.

SOLUCION:
(a) Se trata de una indeterminacion de la formaya que

(Bxa2 )\ (3xa 2\
im({352) -um(3=2)7 -1

x2+3

im(3E)

Por tanto

_ X2+ 3(3%+2 _
- expllim X3 (FE2 1)) -
_ expl im LX) _ o2

B v

(b) En este caso, podemos aproximar la funciéfgipor su desarrollo de McLaurin (es
decir, realizando el desarrollo en el puate- 0), o también por su desarrollo de Taylor en el



puntoa = 4 (por ser este un valor en el que sabemos calcular tanto l&fusi(x) como sus
sucesivas derivadas). Evidentemente, serd mejor (elsestanenor) la segunda de estas
aproximaciones que la primera (puesto ggesta mas cercano a 4@0%” que 0). Silo
hacemos entonces de esta segunda forma, se trata de aplicar

Z

00 = 1(2) +r(2) (x-2) + 8 (o x)? LD (1) resto

donde

Resto=

fV(c) z\*
4l (X‘ Z)
siendoz—g <c< L.

Si calculamos las sucesivas derivadas;en sustituimosx por %’f tendremos

on(25) < (5 g) S (B -5) S (B §) o

siendo una cota del error la dada por

"0 -5)] - |1

Resto=

A (2r _m\* - 6
n 2 <‘ (9 4)‘~2.4165><10‘

SEGUNDO PARCIAL

6. Hallar los extremos absolutos de la funcion
f(x,y) = 3(x*> - 1)y — 2x*
en la regién
D=<{(xy);y<2y>x2}

SOLUCION:
La representacion gréfica de la regidrviene dada por la region sombreada siguiente

Los puntos criticos se obtienen de resolver
a_f — _ 3 _ if — 2_ 12 _
ax—ny 8°=0 vy ay—Sx 3=0

De la 22 ec. se obtiene= +1, y sustituyendo en la 12, resultan como puntos critk(oh%) y
B(-1,4), siendo ambos interioresta



Nos faltan por calcular los posibles puntos criticos endatira deD, que esta formada por
la rectay = 2y por la parabolg = x2. Si los calculamos a lo largo ge= 2, resulta que

f(x,y) = f(x) = 6x? — 6 — 2x*, cuyos puntos criticos soﬁo,i E} es decir, tenemas(0, 2),

D(E 2) y E(— EZ) Si los calculamos a lo largo de= x?, resulta que

f(x,y) = f(x) = x* — 3x2, cuyos puntos criticos sofi0,+ y3 }; es decir, tenemads(0, 0),

G(+/3,3) yH(-V3,3). Solo hemos de evalufien todos los puntos obtenidos, resultando que
el minimo absoluto esta & (con valor-6) y el maximo absoluto eR, Gy H (con valor Q.

7. Calcular la siguiente integral
I .[ I Z(x? + y?)dxdydz
\

siendoV el volumen exterior a la hoja superior del conaz? = x? + y? e interior al
cilindro x?> +y? = 1, conz > 0.

SOLUCION:

El volumenV es el comprendido entre el exterior del cono e interior alaib, entrez= 0y
z =1, mientras que la proyeccion de este volumen sobre el pl&M@$ el circulo unidad. Si
efectuamos un cambio a coordenadas cilindricas, tendremos

X=rcog0),y=rsin@),z=z J=r,siendo0<r<1y0<60<2r
mientras que & z < /x2+y? = r. Por tanto

I{I Z(x? + y?)dxdydz = J.z” dg I;dr'[;zzrdz = J.z” dg I; r—25dr = %

8. Resolver la ecuacion diferencial

con la condiciony(1) = -1.

SOLUCION:
Si expresamos la edo en la forma

(y+ ,/xz—yz)dx—xdyz 0

observamos que se trata de una edo homogénea. Realizarshobébyg = vx (siendo por tanto
dy = vdx + xdv), tendremos

(vx + X% - v2x? )dx — X(vdx + xdv) = 0
gue podemos expresar como una edo en variables separadasiched

Xy1—-v2dx—x2dv =0

es decir



por lo que
log(x) = arcsin(v) + C
es decir'
log(x) = arcsir(%) +C
Para hallaC, al sery(1) = -1 :

log(1) = arcsir(_—ll) +Ce 0= —% +C

de dondeC = -

9. Dada lafunciéonf : R? —» R definida por

el o
si(x,y) = (0,0
focy) - 4 S SI) = (0.0

1si(xy) = (0,0)

estudiar la continuidad y diferenciabilidad en (0, 0). ¢ Cual es la ecuacion del plano
tangente a la gréfica def en el punto(1,0)?

SOLUCION:
Para estudiar la continuidad €, 0) solo hemos de resolver el siguiente limite (lo que
hacemos directamente mediante un cambio a polares y aftieuivalencias)

] 2+y2 _ . r2 i 2
im €Y =1 _jim € =1 _jmI2 _1_0,0)
xy)~00) X2 +Yy —0 r -0 r

Por lo tantof es continua ex0, 0).
Para estudiar su diferenciabilidad, hemos de probar que

f(h,k) - (0,0) - <-(0,0)h - %(0,0)k o

lim
(h.k)~(0,0) 2 + k2

por lo que primero habremos de obtener las derivadas pes@a(0, 0), lo que haremos usando
la definicion:

-1
of i f(60)—f(0,00 _ . G et 12
00 =l = =l = I = =0
tz_l
of _ o fOn-f00 . FF -1 et g2 _
2y 00 =l == s =Ip S =0
(donde estos ultimos limites los hemos resuelto aplicariddgital). Por lo tanto
o (0 -f0.0-FO0h-FOOk SRl
(xh,kl)rno,m 'h2 + K2 B (xh,kl)r—r»1(0,0) /212 B
h2+k?> _ 1 _ (h2 2 2
Al el A < A
(xh,k)~(0,0) (h2 + k2)3/2 -0 132

(donde hemos efectuado un cambio a polares en el limite gablémite resultante lo hemos



obtenido por L'Hopital). Por tantd,es diferenciable e(D, 0).

Nos falta por obtener la ecuacion del plano tangentgled), que viene dada por
2-1(1,0) = 2 (1,0(x-1) + %(1,0)(y— 0)
y puesto que
of
9%
(estas derivadas parciales las hemos obtenido directardenvando ef(x,y) = ef%;‘l y
particularizando eiil, 0)), tendremos que la ecuacion del plano es
z-(e-1)=2(x-1)+2(y-0)

of
5(1,0) = (1,0) =2

10. Probar que la ecuacion
X2y — y?x + Z2cogxz) = 1
define una funcién implicita z = z(x,y) en un entorno del punto (O,ﬁ, 1). Hallar el
plano tangente a la superficiez = z(x,y) en el punto (O, J2 )

SOLUCION:
Puesto que

0(X,Y,2) = X2y — y°Xx+ z2cogxz) — 1
verifica que

0 .
<P(O,ﬁ,1) =0 vy 8—2 | (0421) = 2zcogX2) + Z?sin(xz)x | (ov21) = 2+0

es cierto que la expresion define una funcion implizitaz(x,y) en un entorno del punto

(0,/2,1).

La ecuacion del plano tangente viene dada por
2-2(0.42) = 2 (0.42)x-0)+ £ (0.42) (y- 2)

Las derivadas parciales déas calcularemos a partir de la expresion
X2y — y2x + z(x,y)2cogx - z(x,y)) = 1
por lo que si derivamos respectoxie
2Xy — Y2 + 272,C0gXZ) — Z2°Sin(Xz)(z+ Xzx) = 0
y particularizando erf0, /2 ) se llega &,(0,/2) = 1. De igual forma, si derivamos respecto
dey :
X2 — 2yx + 2zz,c0gXz) — Z2sin(xz)(xzy) = O

y particularizando erf0, /2 ) se llega &,(0,4/2) = 0.

La ecuacion del plano tangentesera

z-1=1x-0)+0(y-2)

es decir



z=X+1



