Asignatura: MATEMATICAS I
Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales. Primer Curso.
Grupo A

Examen Final Convocatoria Septiembre 2011.
ENUNCIADO Y RESUELTO

1. Sea f: R?® — R? la aplicacién lineal cuya expresién analitica es

f(xayvz):<x+yvx_yvx+y)

1.a Hallar la matriz de f respecto de la base canénica.

1.b Determinar bases del niicleo y de la imagen de f y estudiar la inyectividad
y suprayectividad de la aplicacién.

1.c Hallar la matriz de f respecto de las siguientes bases

B = {(1,2,0),(2,—1,0),(0,0,1)}
B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

Solucién.

(1.a) De forma inmediata se tiene que

MCcmonica (f) =

— =
|
—
O O O

(1.b) Sabemos que I'm(f) estd generada por las columnas de la anterior matriz, es decir
Im(f)=<(1,1,1),(1,-1,1),(0,0,0) >=< (1,1,1),(1,-1,1) >

por lo que su dimensién serd 2 (asi f no puede ser suprayectiva), y también sabemos que
la dimensién de Ker(f) tiene que ser 1 (por lo que f no serd inyectiva). Para calcular este

iltimo sélo hemos de resolver el sistema dado por
f(l’,y,Z) - ($+yax_yax+y) = (0a070)
de donde se obtiene que x =y = 0. Asf,

Ker(f) ={(z,y,2) |z =y =0} = {(0,0,2)} =< (0,0,1) >

(1.c) Consideramos el esquema dado por

Por tanto se tiene
Mpp(f) = Mc,p(Id) x Mc(f) x Mpc(Id)



es decir

1 11 1 10 1 2 0 3 1 0
Mpp(f)=1110 1 -1 0 2 -1 0}=-4 2 0
1 00 1 10 0 0 1 4 =2 0

2. Consideremos la matriz
1
A=10
0
2.a Calcular a y b para que el vector (0,1,—1) sea un vector propio de A.

2.b Para a = 2, b = 3 demostrar que la matriz A es diagonalizable, hallando una
matriz diagonal y una matriz de paso asociadas.

Solucién.

(2.a) Un vector v es un vector propio de una matriz A si verifica A-v = Av, siendo A un escalar.
Por tanto, (0,1, —1) sera vector propio si existe un escalar \ tal que

1 a1l 0 0
0 b1 1 =)\ 1
0 01 -1 —1

Resolviendo este sistema, se llega a que a =1y b= 2 (siendo A = 1).

(2.b) Los valores propios de la matriz A (para a = 2, b = 3) vienen dados por

A=XI[=| 0 3-x 1 [=0

que tiene por soluciones A\; = 1 (doble) y A2 = 3 (simple). Si hallamos entonces sus
subespacios vectoriales asociados:

e V), : De resolver

T T
Al vy | =11 vy
z z

se llega a 2y + z = 0. Por tanto,
Vi, = {(z,y,2) | 2y + 2 =0} = {(z,y, —2y)} =< (1,0,0),(0,1,—2) >

y el subespacio vectorial tiene dimension 2.



e V), : De resolver

x x
Al vy | =31 vy
z z

se llega a x =y, z = 0. Por tanto,
V>\2 = {(I,y,Z) ‘ =Y, 2= O} = {(QZ,I,O)} =< (17170) >

y el subespacio vectorial tiene dimension 1.

e De todo lo anterior se tiene que A es diagonalizable y si se toman

1
D= ; P=10
0

o O =
o = O
w O O
N = O
O = =

se verificard que P~'-A-P = D.

3. Utilizando el desarrollo de Taylor del grado adecuado de la funcién e* en el punto
a =0 calcular /e con un error inferior a 10~*.

Solucién. Consideramos inicialmente un desarrollo de McLaurin de grado 3 para e, es decir

ex_1+x+x_2+z_3+e_cx4
N 2 3 4

Asi, si aproximamos
(1/9° , (1/6)

6/, — ,1/6
Ve=et o 141/6+ 7 3!

el error cometido vendrd dado por
€ 4 2 4 —4
Resto = 5(1/6) < $(1/6) < 10

donde se ha utilizado que al ser 0 < ¢ < % entonces 1 < e® < 2. Al ser el resto menor que
la cantidad pedida, es suficiente con haber aproximado por un polinomio de McLaurin de
grado 3.

4. Calcular las integrales

™ 0 —4
(4.a)/ sinz - cos* zdx (4.b)/ 3x—daz:
0

L 22 —=3x+2

Solucion.



(4.a) Se trata de una integral inmediata, ya que

T 5 ™ 2
/ sinz - cos* xdr = _s a2
0 5) 0 9

(4.b) Las raices del denominador son 2 y 1, por lo que hacemos la descomposicién

3x—4 B A n B
2—-3x+2 -2 x-—1

Calculando los coeficientes, resulta ser A =2, B = 1. Asi
0 0
3r—4 2 1
——dr = dr =..=log2 —2log3
Llyﬁ—3x+2a: /¥<£—2+x—ﬂ> v o8 °8

5. La ecuacion
P hrz+y=0

define a z como funcién de (z,y) en un entorno del punto (1,—2,1). Hallar la
ecuacion del plano tangente a z(z,y) en el punto (1,—2).

Solucién. Si en la expresion
Pa,y) +x-z(,y) +y=0

derivamos respecto de x :
322 2, +1- 2422, +0=0

de donde particularizando en el punto (1, —2):
3-1-2,(1,-2)+14+1-2,(1,-2)=0
de manera que z,(1,—2) = —i. De igual forma, si derivamos parcialmente respecto de y :
322 2, +72,+1=0
de donde particularizando en el punto (1, —2):
3-1-2,(1,-2)+1-2,(1,-2)+1=0

de manera que z,(1, —2) = _7]i' Por tanto, la ecuacién del plano tangente pedido es

z—1:—%1(:c—1)+(—%1) (y+2)

6. Resolver la siguiente ecuacién diferencial

23 —cosy —ay? + (wsiny — y2?) -y =0



Solucién. Sise toma M = 2% — cosy — xy?, N = xsiny — yz?2, al verificarse que

. 5 ON
— =siny — 2zy = —
By A
resulta que se trata de una edo exacta. Para resolverla, como sabemos que existe f(z,y) tal
que % = M, tendremos que
3 2 a 2y
flz,y) = /Mdﬂf+g(y) = / (a7 —cosy —wy”) de +g(y) = 7 —wcosy — —= +g(y)

Por tanto, ya tenemos hallada f(z,y) a excepcién de g(y).

Como ademds ha de ser g—?’: = N, tendremos entonces

zsiny — 2%y + ¢'(y) = zsiny — 2’y
de donde ¢'(y) = 0 y g(y) = K. Por tanto, la solucién general de la edo viene dada por

f(z,y) = Cte, o lo que es lo mismo

.714 Z‘2y2

Z—zcosy—T:C

7. Escribir, sin calcular los coeficientes, c6mo seria la expresién de una solucién partic-
ular de cada una de las siguientes ecuaciones lineales con coeficientes constantes:

T.a —y' +4y =3 . e
T.b —y +4y =2 ¢*
7.c —y" + 4y’ = 5cos(bz)
7d —y' +4y = —22+8

Solucién. Para todos los casos la edo lineal homogénea asociada es —y” + 4y’ = 0, cuya ecuacién
caracteristica viene dada por —A? + 4\ = 0 y sus soluciones son A = 0 y A = 4. Asf, la

solucion general de la ecuacién homogénea viene dada por
yGH:C;[~€0x+02'64x261+62~€4x

(7.a) Como la parte no homogénea es 3 - e~4%, tomaremos como solucién particular de la no
homogénea ypyy = A - 4% (no hay repeticién con los términos de ygy).

(7.b) Como la parte no homogénea es 2 - ¢**, tomaremos como solucién particular de la no
homogénea ypyy = A - x - ¢*® (ya que hay repeticién con alguno de los términos de ygy).

(7.c) Como la parte no homogénea es 5cos(5z), tomaremos como solucién particular de la no
homogénea ypyy = Acos(5z) + Bsin(5z) (no hay repeticién con los términos de ygp).

(7.d) Como la parte no homogénea es —z? + 8, tomaremos como solucién particular de la no
homogénea ypyg = (Ax? + Bx + C)-x (ya que hay repeticién con con alguno de los términos
de yom).



