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1. Seaf: R® - R®unaaplicacion lineal y consideremos la base de R® dada por
B = {ej,ez,e3}, dondee; = (-1,0,1), e = (0,1,1) y ez = (0,-1,0). Supongamos
que

x 0 -1
Mz(f) = 10 1
01 1

donde x € R cumple que f(e1 +e2) = (1,0,2). Se pide
l.a Probar que x = —1.
1.b Calcular la matriz de f respecto de la base canénica de R® y su expresion
analitica.
1.c Estudiar la inyectividad y suprayectividad de f, y calcular bases para su nucleo
e imagen.
(1.a) Se verifica

(1,0,2) = f(e1+e2) = f(e1)+f(e2) = (x-e1+1-e2+0-e3)+(0-e1+0-e2+1-e3) =
=X-e;1+1l.e2+1.e3=x(-1,0,1)+1(0,1,1) + 1(0,-1,0) = (—x,0,—x+ 1)
de donde se deduce que x = —1.

(1.b) Consideramos el esquema dado por
R3S R3LR® BR3
C B B c
Por tanto se tiene
Mc(f) = Mgc(ld) x Mg(f) x Mcg(ld)

es decir
10 0 10 -1 10 0 ) 2 -1 1
Mc(f) = 0 1 -1 1 0 1 0 1 -1 = 0 0 -1
-11 0 0 11 -110 -4 -2 2
y la expresion analitica de f es
-2 -1 1 X
f(x,y,2) = 0 0 -1 y
-4 -2 2

(1.c) Vamos a resolver este apartado con la matriz obtenida en el apartado anterior. Si
calculamos primero la base para Im(f), como sabemos que se verifica



Im(f) =< (-2,0,-4),(-1,0,-2),(1,-1,2) >=< (-1,0,-2),(1,-1,2) >
por lo que Im(f) tiene dimensién 2 (por tanto f no es suprayectiva). De aqui
conocemos que la dimension del nicleo habra de ser 1; para hallar una base suya,

hacemos
-2 -1 1 X 0
z=0
0O 0 -1 y = 0 @...@{

= —2X
-4 -2 2 z y
por lo que Ker(f) =< (x,—2x,0) >=< (1,-2,0) >, y también sabemos que f no es
inyectiva.

2. Se considera la matriz

-1 0 O
A= -3 -1 3
-3 0 2

Analizar si es diagonalizable, y, en caso afirmativo, calcular la matriz diagonal
semejante y una matriz de paso asociada.
Solucioén: Calcularemos primero los valores propios de A :

1-2 0 0
A-2All=| 3 -1-12 3 |=0e(-1-1)2%2-1)=0
-3 0 2-1

que tiene por raices A1 = —1 (doble) y A, = 2 (simple). Veamos ahora cuales son los
subespacios vectoriales asociados a cada uno de los anteriores:

Vi, :
-1 0 O X X
-3 -1 3 y =-1] vy oo X=1
-3 0 2 z z
Por tanto

Vi = {xy,x)} =< (1,0,1),(0,1,0) >

por lo que tiene dimensidn 2 (coincide por tanto con la multiplicidad del valor propio
A1).

V,12 .

-1 0 O X X

x=0
-3 -1 3 y =2| vy <:>...<:>{
-3 0 2 i z

Por tanto
V/lz = {(0’y1y)} =< (011’1) >



por lo que tiene dimension 1 (coincide por tanto con la multiplicidad del valor propio

A2).
Asi, A es matriz diagonalizable y se verificara
P1.A.-P=D

siendo

100 -1 00
P=] 011 |yD= 0 -11
101 1 0 2
3. Calcular
_ sen2x —

IXim log(1 + x) —sensx — x

-0 sen(x?)

Solucion: Podemos aplicar equivalencias en el denominador, ya que sen(x?) ~ x2
cuando x - 0. Por tanto

log(1 + x) — sen?x — x log(1 + X) — sen?x — x

im = lim = L'Hopital =
x-0 sen(x?) X0 X2 P
-1 —2senx-cosx—1
= lim & = L'Hopital =
x—0 2X
=L —2C0SX - COSX + 2senX - senx
= lim ===
x-0 2 2

4. Calcular la integral impropia

+00
X __d
X
J.l 4+ x4
Solucion: Como resulta ser

_ 1 _ 1 _ 1 2
J4fx4dx_zj 1+X% dx_zjﬁdx—zarcta\n(%)+me

tendremos entonces (aplicando la regla de Barrow generalizada)

_Ew 4+Xx4 dx = [%arctan(x—zz) Iw = lego(% arctan(x—zz)) - %arctan(%z) =

1,1 1
= g7 - yarctans;

5. Calcular los valores maximo y minimo absolutos de la funcién f(x,y) = x - y? en el
compacto definido por

K=<{(xy)eR? | x>0,y>0, x>+y><1}
¢Puede garantizarse que dichos puntos existen? ¢Por qué?
Solucion:  Dichos valores siempre van a existir puesto que f es una funcion continuay el

conjunto K es compacto (Th. Weierstrass). Para calcular dichos valores estudiamos por

separado lo que ocurre en el interior y en la frontera de K (que es el circulo de radio 1
restringido al ler cuadrante):



@® Puntos criticos en int(K) : Si resolvemos el sistema % =0; % = 0; obtenemos

como solucion del mismo el punto (0,0) y tambien puntos de la forma (x,0). Puesto

que ambos puntos no estan en el interior de K (estan en la frontera), no tenemos

candidatos en este interior a ser max. o min.

® La frontera estd formada por 3 curvas: el eje X, el eje Y, y la porcién de

circunferencia restringida al ler cuadrante. Si calculamos los posibles candidatos en

cada una de las curvas:

m Eneleje X (rectay = 0), la funcion f(x,y) = x - y? = 0, lo que quiere decir que
siempre se anula en dichos puntos.

» lgualmente ocurre en el eje Y (recta x = 0), la funcion f(x,y) = x - y? = 0.

m En el primer cuadrante de la curva x? + y2 = 1, como y? = 1 — x?, se tiene que
f(x,y) = x - y% = x - (1 — x?), que tiene por puntos criticos (f'(x) = 0) solamente

— Ll - [3 i
X = 5 siendo en este punto y Jj Por tanto solo tenemos como posible

ndi | pun A(L 3 )

candidato el punto 52

® Sievaluamos f en todos los puntos obtenidos anteriormente, resulta que f se anula en
los ejes de coordenadas, siendo ademas f(A) = % Por tanto, f alcanza su maximo
en el punto A (siendo su valor %), mientras que alcanza su minimo en todos los
puntos de los ejes de coordenadas, siendo este minimo el valor 0.

6. Calcular

I I S xdxdy

siendo D la region plana encerrada por las curvasy = —x2 + 4x ey = X.
Solucion: La representacion grafica de D es

4t —

0.5 1.0 15 20 25 X

por lo que en la region dada se tiene que si 0 < x < 3 entonces X <y < —x? + 4x. De
esta forma

J.J.D XdXdy = jz d)(-.‘_xz+4x Xdy = J.z X(—X2 +3x)dx = 2747

7. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
7.a y' —y = x-y?(Nota: realizar el cambio de variable z = ).



—-y" + 4y' = 75c0s(3x)
7.b

y(0) =5,y'(0) =8
(7.a) Sihacemosz = <- setendra que z' = —5—;, y puesto que la ecuacion inicial puede

ponerse como
Y-y =x-y2 o y%y/—% = X
obtendremos entonces una nueva ecuacion
~-'+z1=xe1-71=Xx
que se trata de una ecuacion diferencial lineal de ler orden. Sabemos que su
solucion viene dada por

2(X) = e_j _ldX(J. —xej_ldxdx + C) = —ex(j xedx + C) = —eX(—e*—xe*+C) =1+x—Ce*

Por tanto,
__1 _ 1
ye) = 2(x)  1l+x-Ce*
(7.b) La ecuacion caracteristica es r?> — 4r = 0, que tiene por raicesry = 0y r, = 4. Asi,
la solucion general de la ecuacién homogeénea asociada vendra dada por
YGH = CleOX + C2e4x = C1 + Cze4x

A esta solucion general hemos de sumarle una solucién particular de la ecuacion no
homogénea. Puesto que la parte no homogénea viene dada por 75 cos(3x),
probaremos con una solucion del tipo

Yenu = Ac0S(3X) + Bsin(3x)
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién inicial, e identificando coeficientes, se
llegaa A = 3y B = 4. Por tanto, la solucién general de la ecuacion dada es
Y(X) = Yon + Yenn = C1 + C2e% + 3c0os(3x) + 4sin(3x)
Como se trata de resolver un PVI, usaremos las condiciones y(0) = 5, y'(0) = 8

para determinar C; y C,. Exigiendo que se cumplan ambas condiciones, resulta ser
Ci1 =3, C, = -1, porlo que la solucion del PVI es

y(x) = 3 —e* +3cos(3x) + 4sin(3x)

DURACION: 3 HORAS



