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1. Calcular el areay la longitud del lazo de la regién del plano encerrada por la
curva

3y2 = x(x —1)?
Solucion. Se trata de una curva simétrica respecto del eje X y que corta al mismo en las
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abcisas 0y 1 . Por tanto

Area = j‘;ydx: ‘ZI: E(x—l)dx‘ =..= %,/5

De igual forma

1 1 2 1
Longitud = [ J1+(y)2dx=2[ [1+[ ==L o Xtlgy— . -4
ongitud IO + (y") dx IO‘/ +(2 = ) dx ) dx 3 3

2. Hallar los extremos relativos, si los hubiera, de la funcion
fox,y) = x3+y3 —3xy + 4
Solucion. Calcularemos primero sus puntos criticos:

fk=3x2-3y=0 X2 =y Xx=0ey=0
o = 0
fy=3y2-3x=0 y? =X x=1ley=1

Asi tenemos dos puntos criticos A(0,0) y B(1,1). Para clasificarlos necesitamos del
hessiano en cada uno de ellos. Puesto que se verifica

6x —3
HiGY) = |
-3 6y
tendremos que
Hf(A) = T l<0 y Hf(B) = 6 _63 >0

de donde se deduce que A es un punto de silla'y B es un minimo relativo.

3. Analizar si la expresion



Xeel+y.eXltz.e¥=2

define a z como funcién implicita de x e y en un entorno de (x,y) = (1,1), siendo
z(1,1) = 0. En caso afirmativo, hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie
z(x,y) enel punto (1,1).

Solucion. Puesto que la expresion

WY(X,y,2) = X-e2+y-e¥l4+z.8¥-2=0
verifica que

¥(1,1,0) =...= 0

2 (1,1,0)=..=1+e#0

es cierto que z = z(X,Yy) en un entorno del punto dado. Necesitamos calcular % y g-; en
(1,1). Paraello, hemos de derivar (respecto de x y respecto de y) la expresion

X+ py.eXl 4 z7(x,y)-e¥-2=0
Por ejemplo, si derivamos parcialmente respecto de X, resulta

1.2 4 x .2 ez, +yeeXltz,.8Y-0=0
de donde particularizando en (1,1), siendo z(1,1) = 0, se tiene
1+1.21,1)+1+2(1,1) =0

0 lo que es lo mismo

2(11) = 15
Analogamente, si derivamos parcialmente respecto de y, obtendremos
y(L1) =7 —1r e

De esta forma, la ecuacion del plano tangente dado, seréa

_0= =2 (x_ 1 o
2-0= 5 (X-D+ 2 -1)

Calcular
H.D X « e¥*dxdy

siendo D la region plana encerrada por la parabolay = x — x? y sus tangentes en
los puntos (0,0) y (2,-2).

Solucion. Las tangentes del enunciado son, como se calcula trivialmente, las rectasy = x

ey = 4 — 3x. Acudiendo al teorema de Fubini, y descomponiendo la region D en dos
subregiones (la primeracon 0 < x < 1y lasegundaconl < x < 2),
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se obtiene que
IID X « e¥7*dxdy = j: X « e7%dx J:xz evdy + J: X e e‘xdxj

1 2
_ y=X _ y=4-3x
= IO xeedx . [e¥], .+ _fl X «eXdx « [eY] =

y=X—x2
_ _ X ? 4-2x _ a-x? —
—jox(l ex)dx+le(e X— e )dx
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4-3x
, ev¥dy =

X=X

5. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y PVI:

! 2+y-e%
(5 ' a) y = 2y_yx.eexy
= (y+1

sy d Y= OrDx
y(0) =4

(5.0) yi=ya
Yy, =3y, +x—1

Solucion. (5.a) Si la edo se escribe en la forma
2+y-e¥)dx—(2y—-x-e¥)dy =0
como se verifica
My =e¥ +y.e®¥.x =Ny

resulta que se trata de una edo exacta. Calculemos f(x,y) tal que fx = My f, = N (ya
que sabemos que la solucion de la edo viene dada por f(x,y) = cte): Como

f = M = f(x,y) = [MO,y)dx+g(y) = [2+y - e9)dx +g(y) = 2x + €7 + g(y)
De

fy=NoeY-x+g'(y) =-(2y-x-e¥) & g'(y) = -2y & g(y) = -y
Por tanto
f(x,y) = 2x +e¥ —y?
y la solucién general de la edo sera
2X +eY —y? = cte

(5.b) Se trata de una edo en variables separadas (aunque también se puede expresar
facilmente como una lineal de primer orden). Si la resolvemos en variables separadas,
tendremos

dy
y+1
Para determinar la C, usaremos que y(0) = 4, de donde

X2
2

zdeiji—yl ZJXdXO logly +1) = X72+cte o...oy=-1+C-e



4=-1+C-.e"
por lo que C = 5y la solucién del PVI es

x2
Z

y=-1+5-.¢e

(5.c) Sustituyendo directamente la 12 ecuacién en la segunda, se obtiene
yi =3y +x-1oy-3y;=x-1
por lo que se trata de una edo lineal de 2° orden, de coef. ctes y no homogénea. La solucion

general de la homogénea asociada ycn viene dada por las raices del polinomio
caracteristico (que son 0y 3), por lo que

YoH = C1 €™+ Cpre*=Cy+Cy-e¥

Como la parte no homogeénea es x — 1, inicialmente tomaremos como solucion particular de
la edo no homogeénea

Yene = AX+ B
pero como hay repeticion entre el término B y una parte de ygn (se trata de C1), tomaremos
ypne = AX? + BX
y sustituyendo en la ecuaciény; — 3y} = x—1,sellegaa A = - y B = £. Por tanto

YoNH = YoH +Ypnn = C1 + Co - e — %XZ + %X



