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Introduccioén. Definicion.

La integral definida se origina a partir del concepto de area. Imaginemos que pretendemos
calcular el area comprendida entre la curva f{x) con @ < x < b, donde se supondra que la funcién
festa acotada y es positiva en el intervalo [a,b], es decir, el area de la region sombreada en la
gréfica siguiente:

f(x)

Inicialmente, a este area lo vamos a representar por la expresion

Ib fx)dx

expresion a la que denominaremos "integral definida" o "integral de Riemman", como
estableceremos con posterioridad.

Remark El representar, inicialmente, a este area mediante el simbolo "integral definida"
se hace asi, ya que cuando obtengamos su valor, el resultado obtenido, y siempre
que la funcion f(x) sea positiva en el intervalo [a,b], nos dara efectivamente el valor
de dicho area; de hecho, iremos estableciendo este concepto de "integral definida",
para que su resultado nos ese valor.



El procedimiento que vamos a seguir para obtener este resultado va a ser el de aproximar el
area que pretendemos obtener por el area de determinados rectangulos (cuyas areas son
inmediatas de calcular). Para ilustrar lo que vamos a realizar desde un punto de vista teorico,
supongamos que pretendemos calcular el drea que la funcion f{x) = x? encierra entre el eje Ox y
las rectas x = 0 y x = 5, es decir, el area representada por la figura siguiente:
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Para obtener una primera aproximacion al area que pretendemos calcular, podemos
considerar las areas de los siguientes rectangulos:

Notemos que en la primera grafica se obtiene una aproximacion al area por "defecto" (siendo
suresultadol «1+4-1+9.1+16-1 = 30), mientras que en la segunda se obtiene una
aproximacion por "exceso" (conresultado 1«1 +41+9:1+16-1+25-1 = 55). Al
resultado obtenido en la primera grafica sera lo que llamaremos "suma inferior", mientras que el
de la segunda lo llamaremos "suma superior".

También observamos que se obtendra una mejor aproximacion al area si el intervalo [0,5] lo
dividimos en mas "trozos", obteniendo, por tanto, mas rectangulos, como observamos en las
gréficas siguientes:

En estas graficas hemos considerado el doble de rectangulos (cada uno de ellos de base 0.5
ud.) que en las graficas iniciales (cuya base era de 1 ud.), obteniendo como resultado de la



aproximacion por defecto 35.625, mientras que la aproximacion por exceso nos da 48.125. Con
posterioridad, podremos establecer que el valor exacto del area que pretendemos calcular (y que

es podré calcular a través de lo que llamaremos Regla de Barrow) es de 152 ~ 41.67.

Por tanto, observamos que cuando se consideran mas divisiones del intervalo de integracion,
tanto la aproximacion por defecto como por exceso nos dan resultados que aproximan mejor al
area que pretendemos calcular (puesto que la aproximacion por defecto cada vez deja "menos"
huecos por debajo de la curva, mientras que la aproximacion por exceso deja "menos" huecos
por encima de la misma). Por tal motivo, y como estableceremos formalmente a continuacion, la
"idea" que vamos a desarrollar para obtener el valor del area considerada consistird en dividir el
intervalo de integracion en "infinitos" subintervalos, cada uno de ellos teniendo una amplitud
(que sera la base de un correspondiente rectangulo) infinitesimal. Al final sumaremos el area de
estos infinitos rectangulos y obtendremos el 4rea pedida. Por tal motivo, calcular una integral
definida no sera sino calcular la suma de infinitos numeros, es decir, una integral definida sera el
valor de la suma de una serie numérica (materia que hemos estudiado en temas anteriores).

La formalizacion de todo €sto la vemos en las subsecciones siguientes. Como ademas
estableceremos, inicialmente vamos a tener dos problemas diferentes: ;cuando una funcién
acotada f{x) es integrable (en sentido de Riemman) en un intervalo compacto [a,b]? Y
suponiendo que lo sea, ;como se calcula el valor de la integral definida de f{x) en [a,b]?
También vamos a justificar porqué, habitualmente, solo resolveremos el Gltimo de estos dos
problemas, es decir, porque "pasamos" directamente al calculo de la integral definida (sin
"pensar" si es integralble la funcion que dada).

Particion de un intervalo.

Definition Dado un intervalo de la recta real, [a,b], se dice que el conjunto
P = {x0,x1,...,X,} es una particion de [a,b], si se verifica que

Xo=a<x; <...<x,=05b

Se llama norma de la particion P, y se representa por || P|, a la mayor distancia

entre dos puntos consecutivos de la misma, es decir

[Pl = max {x; —xi1}
i=1,...n

En otras palabras, considerar una particion de un intervalo no es sino dividirlo en trozos mas
pequenos, es decir, una particion nos divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [a = xo,x; ],
[xX1,X2], ..p [Xn-1,X, = b]; ademas, la norma de dicha particion la longitud del trozo mayor.

Definition Dadas dos particiones de un mismo intevalo, Py Q, se dice que P es mds fina
que Q si |P|| < ||Q|l y todos los puntos de Q también estan en P; es decir, si P
divide al intervalo en mds subintervalos y éstos son mas pequerios que los de Q.

A continuacion incluimos las graficas de dos particiones de un mismo intervalo [a,b],
observando que la particion P es mas fina que la particion Q :
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Sumas inferiores y sumas superiores. Definicion de funcion integrable
(en sentido Riemann).
En todo lo que resta de tema, consideraremos f : [a,b] — R una funcidn acotada en este
intervalo compacto. En el tema siguiente veremos que es lo que ocurre cuando la funcién no esta
acotada y/o cuando el intervalo no es compacto (por ejemplo, si es de la forma [a,+x)).

Consideramos una particion P de [a,b] que lo divide en # subintervalos [a = x¢,x1], [x1,X2],
wes [Xn-1,x, = b]. Podemos considerar los valores extremos que toma la funcion f'en cada uno de
ellos, a los que denotaremos por

m; = min{f(x); X € [x,-_l,x,-]}, M; = max{f(x); X € [x,-_l,x,-]}

Asi, los productos m;(x; — xi-1) y Mi(x; — x;-1 ) representan, respectivamente, las areas de los
rectangulos que tienen por base el subintervalo [x;_;,x;] y por altura los valores extremos de
dicha funcion.

Definition Se denomina suma inferior de la particion P asociada a la funcion fen el
intervalo [a,b), a la suma formada por todas las dreas de los rectangulos inferiores
en cada subintervalo, es decir

n
s(P) = Z mi(x; —Xi-1)
i=1
Se denomina suma superior de la particion P asociada a la funcion f en el intervalo
[a,b], a la suma formada por todas las areas de los rectangulos inferiores en cada
subintervalo, es decir

S(P) = ZMi(xi = Xi-1)

i=1

Obviamente estas sumas dan una aproximaciones por defecto (la suma inferior) y por exceso
(la suma superior) del area que pretendemos obtener. Esta propiedad la ilustramos nuevamente
con una grafica anterior (donde, por comodidad, hemos tomado una funcién f{x) creciente y una
particion del intervalo [0,5] que lo divide en 5 subintervalos; la misma construccion puede
realizarse con cualquier otra funcidn f{x) que no sea ni creciente ni decreciente, siempre que esté
acotada en cualquier intervalo compacto [a,b]):
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Veamos algunas propiedades que tienen este tipo de sumas:

Proposition FEn las anteriores condiciones, se verifican:
a) s(P) < Area < S(P).

b) m(b — a) < s(P), siendo m = min{f(x); X € [a,b]}. Ver interpretacion
grafica de esta desigualdad.

¢) S(P) < M(b - a), siendo M = max{f(x); X € [a,b]}. Ver interpretacion
grafica de esta desigualdad.

Remark Notemos que las cantidades m(b — a) y M(b — a) son cantidades fijas (solo
dependen de como es la funcion f(x) y no dependen de las particiones que
consideremos. Sin embargo las cantidades s(P) y S(P) si que dependen de como es
fx) y de como es la particion P que se haya tomado.

A raiz de estos ultimos resultados, podemos concluir que
m(b —a) < s(P) < Area < S(P) < M(b - a)

lo que nos lleva a poder deducir que, en particular, cualquier suma inferior estd
acotada superiormente por M(b — a), mientras que cualquier suma superior esta
acotada inferiormente por m(b — a).

Proposition Sean Py Q dos particiones de un mismo intervalo [a,b], con P mads fina que Q.
Entonces:

a) s(P) = 5(0).
b) S(P) < S(Q).
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En base a las anteriores consideraciones, se observa que la aproximacion al area encerrada
bajo la curva se mejora al tomar particiones del intervalo cada vez mas finas con norma
tendiendo a cero (es decir, considerando un numero de subdivisiones del intervalo [a, b] que
tienda a infinito).

Asi, si se considera una sucesion de particiones del intervalo [a,b], (P,), cada vez mas finas
con norma tendiendo a cero, y calculando para cada una de ellas sus correspondientes sumas

inferior y superior, obtendremos, respectivamente, la sucesion de sumas inferiores (s(P,))
s(P1) <s(P2) <...<s(Py) <...

y la de sumas superiores (S(P,))
S(P1) = S(P3) ...

v

SP) >...

La primera de ellas es mondtona creciente y acotada superiormente por M(b — a)
(recordamos que, en base a una propiedad anterior, cualquier suma inferior esta acotada
superiormente por esta cantidad fija), mientras que la segunda es monoétona decreciente y acotada
inferiormente por m(b — a) (idem, cualquier suma superior esta acotada inferiormente por esta
cantidad fija). Por tanto, ambas sucesiones son convergentes. Asi, tiene sentido considerar la
siguiente definicion:

Definition Se llama integral inferior de f en el intervalo [a,b], al limite de la sucesion de
b
sumas inferiores obtenida anteriormente, y se representa por I df andlogamente, se
llama integral superior de f en el intervalo [a,b], al limite de la sucesidn de sumas

. . . b .
superiores obtenida anteriormente, y se representa por I af es decir

b b
[ 1=tims); [ f=tims(,)

Remark Observamos que la integral inferior no es sino el valor que se obtendria si cada
vez vamos tomando particiones mas finas del intervalo [a,b], y para cada una de
éstas se va aproximando el area por "debajo" (es decir, cuando se toman infinitos
rectangulos de base infinitesimal y sumamos las areas de todos éstos).
Andlogamente, la integral superior es el valor limite que se obtiene al aproximar
por "encima" cuando se toman estos infinitos rectangulos.

Como consecuencia de lo anterior, es inmediato comprobar que el area de la funcion f'se
encuentra entre estos dos valores.



Definition Se dice que una funcion f : [a,b] - R es integrable (en sentido Riemann)
cuando coinciden la integral inferior y superior de f en el intervalo [a,b], es decir,

cuando _
[r=[7

v a dicho valor comun se le denomina integral definida de f en [a,b], y se
b
representa por .[a fx)dx.

Remark Notamos que una funcion es integrable cuando al aproximar (en base a las
anteriores consideraciones) por "debajo" y por "encima”, se obtiene el mismo
resultado. Se dice que este valor es el valor de la integral definida.

Remark Observamos por tanto que hemos introducido dos conceptos, inicialmente
distintos, pero relacionados: Por un lado, tenemos lo que significa que una funcion
sea integrable en un intervalo (lo que ocurre cuando coinciden los valores de su
integral inferior y de su integral superior); mientras que, por otro lado, tenemos
como se calcula el valor de la integral definida (para lo que calcular el limite de las
sumas inferiores y/o de las sumas superiores, ya que ambos coinciden cuando la
funcion es integrable).

Example Probar que la funcion

no es integrable en [0,2].

Otro resultado, también teodrico, aunque algo mas practico que el de la anterior definicion, y
que nos permite establecer cuando una funcion es integrable, es:

Proposition (Criterio de Integrabilidad) Sea f : [a,b] - R una funcion acotada. Entonces f

es integrable en [a,b] si y solo si Ve > 0 existe una particion P de [a,b] tal que
S(P) —s(P) < &.

Example Probar que f(x) = x? es integrable en [0,1] y calcular el valor de su integral.

Sumas de Riemann. Aplicacion al calculo de limites de sucesiones.

Otro procedimiento, también dificultoso, aunque con interesantes aplicaciones, de calcular el
valor de la integral definida es por medio del estudio de las denominadas sumas de Riemann de
una particion: Supongamos que f'es una funcion integrable en [a, b], y sea P una particion de
dicho intervalo en subintervalos [x;_1,x;]. Si &; es un punto arbitrario de dicho subintervalo, se
verifica, trivialmente, que m; < f(&;) < M; (Vi = 1,2,...,n), por lo que se tendra

s(P) < Zﬂﬁi)(xi -xi1) < S(P)
i=1



Definition Sea f: [a,b] - R una funcion acotada e integrable y sea P una particion de
[a,b]. Se denomina suma de Riemann de f en [a,b] asociada a P, al valor

Sr(P) = Zf(fz’)(xi —Xi-1)
i=1

donde &; € [xi-1,x;].

Entonces, si se toma una sucesion (P,) de particiones de [a, b], cada vez mas finas y con
norma tendiendo a cero, y si para cada una de ellas se calculan las sumas inferiores, superiores y
de Riemann, se obtendran 3 sucesiones numéricas tales que sus términos generales verifican

S(Pn) < SR(Pn) < S(Pn)
Al ser, por hipotesis, la funcion fintegrable en [a, b], sabemos que

lims(P,) = limS(P,) = jb fx)dx

por lo que también habra de ser

limS = lim Z AE) (i —xi1) = jb fx)dx
i=1 “

Por tanto, otra forma de calcular el valor de la integral de una funcién en [a, b] (una vez que
se tiene la certeza de que dicha funcion es integrable) es mediante el limite de la correspondiente
suma de Riemann. La ventaja que depara utilizar esta tltima forma de obtener el valor de la
integral es que se pone de manifiesto que el valor de la misma es independiente de la sucesion de
particiones (P, ) que se tome del intervalo [a,b] y de los puntos arbitrarios &;. Por tanto, y desde
un punto de vista practico, se recomienda el uso de las siguientes elecciones:

- Tomaremos como particion de [a, b] aquella que lo divide en n partes iguales, es decir,

P, = {a=xo,x1 =a+ b;a,xg =a+2b;a, ey Xn =a+nb;a =b}

b—a
7

(notemos que la norma de esta particion, ||P, || =
infinito).
- En cada subintervalo de la particion [x,_1,x;] = [a +@G(-1) b L a+i b 4 ], se tomara

, converge a 0 cuando # tiende a

como punto intermedio &; el extremo superior de dicho intervalo, es decir

5,': a+ib;a

En base a estas consideraciones, el calculo de la integral de Riemann de f'en [a,b] puede
obtenerse a partir del limite

J-bf(x)dx = lim iﬂéi)(xi —Xi-1) = lim b;a if(a+ib;a )
’ =1 i=1

Remark Como podemos observar, ya sea a través de la definicion de integral o a través
b
de sumas de Riemann, calcular una integral definida I fx)dx no es sino calcular la
a

suma de una serie numeérica.



Example Probar que la funcion f(x) = e* es integrable en [0,1] y calcular el valor de su
integral mediante sumas de Riemann.

Calculo de limites de sucesiones mediante sumas de Riemann (es decir, mediante
integrales definidas).

Ademas de servirnos para el calculo de integrales definidas, las sumas de Riemann también
tienen otra interesante aplicacion, que es el calculo de algunos limites de sucesiones. La idea
consiste, basicamente, en expresar un determinado limite de una sucesiéon como una suma de
Riemann; de esta forma, el calculo de dicho limite, y usando la anterior igualdad, se reduce al
calculo de una integral definida (aunque para ello, habremos de establecer una forma diferente de
calcular integrales definidas; esta forma, como se vera posteriormente, sera la regla de Barrow).

Remark Example Calcular los siguientes limites de sucesiones:

. 2 2 2
a)hml +2 ;L...+n ‘
n

- 1 1 1
b)llm(2n+l M) +"'+2n+n>

Propiedades de las funciones integrables.

Veamos a continuacion algunas propiedades que verifican las funciones integrables:

Proposition Se verifican, por definicion de integral definida:

I:ﬂx)dx = —IZﬂx)dx; J-:f(x)dx —0

Proposition Se verifican, para una f : [a,b] - R acotada:
a) Si f'es continua en [a,b], entonces f es integrable en [a,b].
b) Si f es monotona en [a,b], entonces f es integrable en [a,b].

¢) Si f'es continua en [a,b] salvo en un numero finito de puntos, entonces f es
integrable en [a,b].

Remark Hemos de observar que los tres resultados establecidos en esta ultima propiedad
nos permiten asegurar que existe una cantidad muy grande de funciones que son
integrables, ya que son integrables todas aquellas funciones que son continuas, o
que son monotonas, o que tienen un numero finito de puntos de discontinuidad, etc.
Notamos por tanto la ventaja que conlleva este ultimo resultado, puesto que nos
permite establecer cuando una funcion es integrable sin necesidad de tener que
establecer previamente su integrabilidad en base a la definicion de funcion
integrable o del Criterio de Integrabilidad.

Es precisamente por este motivo por el que a la hora de estudiar si nuestros dos
problemas tienen solucion, es decir si una funcion f(x) es integrable en [a,b] y, en

caso de que lo sea, calcular el valor de I fx)dx, normalmente pasaremos
a

directamente a resolver el segundo de los problemas, es decir, calcularemos (como
buenamente podamos) el valor de la integral definida, ya que, por regla general,



siempre estaremos trabajando con funciones continuas en un intervalo [a,b] o
calculando éstas en subintervalos donde lo sean, es decir, en la practica siempre
solemos trabajar con funciones de las que sabemos previamente que son
integrables, sin necesidad de tener que recurrir a establecer la integrabilidad de las
mismas.

Proposition Seaf: [a,b] — R integrable en [a,b]. Se verifican:
a) Si c € (a,b), entonces f es integrable en [a,c] y [c,b] y

J.bf(x)dx = Icﬂx)dx + Ibﬂx)dx

b) Si o € R, entonces a - f es integrable en [a,b] y

I: a - fx)dx = a J-:f(x)dx

c)Sig : [a,b] - R es otra funcion integrable en [a,b], entonces f+ g es
integrable en [a,b] y

I:U(X) * g(x))dx = I:ﬂx)dx + I: g(x)dx

d) Si f{x) > 0 en [a,b], entonces
b
I fx)dx >0

e) Sig : [a,b] - R es otra funcion integrable en [a,b], con f{x) < g(x) en [a,b],

entonces
b b
[ rwax < [ gt
f) La funcion |f] es integrable en [a,b] y
b b
U Sf)dx| < I [fTx)|dx

Remark Sig : [a,b] - R es otra funcion integrable en [a,b], el producto f(x) - g(x) es
integrable en [a,b], pero

J.b(f(x) «g(x))dx + J.bf(x)dx . Ibg(x)dx

No obstante, puede establecerse una relacion entre la integral del producto y el
producto de las integrales: Esta relacion es conocida como Desigualdad de
Schwartz y establece que

(I:(/(x) 'g(x))dx)z = I:U(X))de . I:(g(x))zdx

Theorem (Teorema de la Media Integral) Si f : [a,b] — R es continua en [a,b], existe un
punto ¢ € (a,b) tal que



[ odx = 6 - axfte)

Exercise Interpretar graficamente la igualdad del teorema de la media.

Example Probar que

J-f,/1+x3dx§3

Funcion integral. Regla de Barrow.

En esta seccion podremos observar la importancia que tiene en el calculo préctico de las
integrales definidas el conocer una primitiva de dicha funcion (por tal motivo hemos visto
Célculo de Primitivas en el tema anterior). Este resultado sera el conocido como Regla de

Barrow.

Previo a establecer este resultado (especialmente para realizar su demostracion), precisamos
de otro concepto (funcion integral) y de alguna de sus propiedades:
Definition A toda funcion f: [a,b] - R que sea integrable le podemos asociar una nueva
funcion F : [a,b] — R definida por
X
F(x) = j Aty
a

llamada funcion integral asociada a fen [a,b].

Pueden establecerse determinadas propiedades para esta nueva funcion F a partir de
propiedades que verifique la funcion original f :
Proposition (ler teorema fundamental del Calculo Integral) Si f : [a,b] - R es integrable
en [a,b] entonces F(x) = jaf(t)dt es continua en [a,b].

Proposition (Segundo teorema fundamental del Calculo Integral) Si f : [a,b] > R es
continua en [a,b] entonces F(x) = IZ ft)dt es derivable en [a,b] y se verifica que

F'(x) = f{x), Vx € [a,b].

Example Establecer la derivada de las siguientes funciones integrales:
a) F(x) = Iz cos(t)dt. Hacerlo calculando previamente la integral y sin

calcularla.

b) F(x) = Iz cos(¢?)dt. Observar que aunque es imposible resolver la integral (v
por tanto dar una expresion para F libre de integrales), si que es posible obtener la
derivada F'(x).

Example Idem para



3 3

c) F(x) = IZ cos(?)dt  d) F(x) = J-x cos(#?)dt

Este ultimo resultado nos indica que las funciones integrables estan relacionadas con el
concepto de funcion primitiva de una funcion f :
Recordamos una definicion establecida en el tema anterior:

Definition Una funcion G : [a,b] — R derivable se dice que es una primitiva de una
funcion f: [a,b] - R si se verifica que G'(x) = f(x), Vx € [a,b].

Remark Una misma funcion f puede tener infinitas primitivas, sin embargo la diferencia
entre dos cualesquiera de ellas siempre es una constante. Es por este motivo por el
que a la primitiva de una funcion continua suele denotarse por

J.f(x)dx + Cte

Remark Del 2° th. fundamental del C. Integral se deduce que si f es continua, su funcion
X
integral F(x) = I f)dt siempre es una primitiva suya. Esto nos permite calcular de
a
forma inmediata primitivas de una funcion, aunque no siempre va a ser practico
usar este resultado. Asi, si nos piden obtener una primitiva de la funcion
fx) = sin(x), siempre podemos decir que una primitiva de la misma viene dada por

Flx) — j sin(¢)dt

va que la derivada de esta F(x) (y sin necesidad de calcular la integral que aparece
en su expresion) nos da sin(x); pero, evidentemente, no es ésta la forma en la que
nos interesa la primitiva de f(x) = sin(x), sino que desde un punto de vista prdctico
sera mejor decir que una primitiva de f(x) = sin(x) viene dada, como establecimos
en el tema anterior, por

F(x) = jsin(x)dx — _cos(x) + Cte

La importancia del calculo de primitivas, y por ello la importancia entre lo establecido entre
este tema y el tema anterior, se observa a partir del siguiente resultado, que nos permitira calcular
integrales definidas sin tener que acudir a su correspondiente definicion (es decir, sin tener que
realizar célculo de limites de sucesiones). Para la demostracion del mismo (que podemos ver en
el Anexo de este tema), es preciso el concepto de funcion integral:

Proposition (Regla de Barrow) Si f : [a,b] - R es continua en [a,b] y G(x) es una primitiva
suya, entonces

[ Ay = 68 - 6ta) = (61!

Métodos elementales de integracion.

En esta ultima seccion vamos a volver a ver dos de los tipicos métodos de integracion, pero
desde el punto de vista de la integral definida. Incidiremos especialmente en el método de
integracion por cambio de variable, ya que al realizar el mismo en una integral definida, también
es preciso cambiar las cotas de integracion:



Proposition (Integracion por cambio de variable) Sea f : [a,b] - R continua y
g : [a, B] = [a,b] una funcion de clase "V en [a, B], y tal que g(a) = a y g(B) = b.
Entonces se verifica

b B
| 1w = [ fe) - g war

Example Calcular IZ Ja? —x? dx.

Proposition (Integracion por partes) Sean u,v : [a,b] - R continuas y tales que sus
funciones derivadas u' y v' son integrables en [a,b]. Entonces se verifica

b b
J. u()V' ()dx = [u(x)v(x)]’ —I v(x)u' (x)dx

expresion que suele abreviarse en la forma

Ibu-dv= [u-v]Z—Ibv-du

a

Ejercicios resueltos.

1. (ler Parcial. Febrero 2015) Expresar el siguiente limite como una integral, y calcular la
misma

7 _ 2_ 2 2_ 12 2_ 2
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Solucion: Se verifica

Jnt =1 +yn? =22 + Jn2 =32 +... Jn? - n?
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Esta ultima integral la calculamos mediante el cambio x = sin¢ (donde dx = cost - dt).
Ademas, si x = 0, entonces ¢ = 0, mientras que six = 1, entonces ¢ = Z-. De esta forma

J-; J1—=x%dx = IZ/Z J1 —sin’t cost - dt = J-ﬂ/z cos’t - dt = I”/z 1 +cos2t g
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Ejercicios propuestos.

Ver los Ejercicios Propuestos en el Tema 1.2.4.



