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Derivacion y diferenciabilidad de
funciones de varias variables.

PROGRAMA:

9.1 Derivada segun un vector. Derivada direccional.

9.2 Derivadas parciales de una funcién real:

0.2.1 Definicion e interpretacion geomérica.
0.2.2 Relacién con la continuidad de um funcién en un punto.
9.2.3 Derivadas parciales de orden superior:

Teorema de Schwarz.

Matriz hessiana y determinante hessiano.

9.3 Diferencial de una funcién en un punto:

9.3.1 Caso de funciones con una variable.

0.3.2 Funciones con n variables: Definitdn y unicidad.

9.3.3 Propiedades de las funciones diferenciables.

0.3.4 Interpretacién geométrica de la difexencial (caso de 2 variables):
Plano tangente a una funcién difereaciable en un punto.

9.4 El teorema del valor medio en varis variables.

9.1 Derivada segin un vector. Derivada direccional.

En todo lo que resta de capitulo consideraremos que f es una funcién real de varias varia-
bles reales, es decir, f : X € R* — R, y nuestro objetivo serd estudiar su "derivabilidad y
diferenciabilidad”. El estudio de estos dos mismos conceptos pero para funciones vectoriales
f: X Cc R* — R™ se realizard en el capftulo 11.

Definicién 9.1 Sea f : X C R* = R, con X abierto. Sia e X yv = (v1,v2,...,Un) €5 Un
vector no nule de R™, se llama derivada segin d wector v de la funcidn f en el punto
a, y se representa por Dy f(a), al valor de

%ir% fla+ t? — f(a) _ %ﬁ% flay+tn, . an ~§—ttvn) — flay, ..., an)
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Para el caso porticular en el que el vector v sed unitario, vl = 1, ¢ Dv f(a) se le llama
derivadae direccional de f en a segum la direccidon v, y también suele representarse por

fv(a)-

Observacion 1 Para el caso de las derivadas direccionales, y si consideramos funciones de
dos variables f : X C R? — R, al ser flvli =1, suele ser habitual considerar vV = (cos o, sin )
en lugar de v = (v1,v2) tal que Jui+vi =1

Para el caso particular en que se calcule la derivada direccional seguin los vectores de la base
candnica de R, obtenemos las denominadas derivadas parciales:

9.2 Derivadas parciales de una funcién real.
9.2.1 Definicion e interpretacion geométrica.

Definicién 9.2 Sea e; = (0,0, N R i,D, ...,0) el § — simo vector de lo base candnica de R™.

A fe,, 51 existe, € le llama derivada parcial respecto de la variable z; de [ en &, Y €
representa por Dif (a), fi(a) o aga(:?). Por tanto,

af(a) — Jim flar, a2, -0t t b)) — f (a1, cey )
0x; 0 t

Observacién 2 En particular, st f:XC R? — R tendremos dos derivadas parciales:

af(a'ab)__ : f(a'+t}b)“f(a1b)
"’"é;"_ = f:n(a'ib) =1t1-£% n T

6féc;,b) = f,(a,D) zhmf(a,b—%t)mf(a,b)

t—0 t

(derivade parcial respecto de z)

(derivada parcial respecto de y )

Ejemplo 9.1 Calcular fo y [y pora flz,y) = zy® y observar cOTO fo consiste en derivar
respecto de T, la funcion zy* ( considerando que Y €8 constante) y que fy consiste en derivar
respecto de ¥, lo funcion zy® ( considerando que T €8 constante).

Ejemplo 9.2 Establecer fz Y fy POTG

BE -1 (z,y) # (0,0)
flz,y) = { s (z,y) = (6,0)

y observar porqué el cdlculo de f2(z,9) ¥ flz,y) es inmediato st (z,y) # (0, 0) (ya que se puede
realizar de forma directa,) pero el cdlculo de f:(0,0) ¥ £,(0,0) sclo puede realizarse mediante la
definicion de derivada parcial.

Como la definicién de derivada parcial respecto de una variable no es sino calcular derl-
vadas de funciones con una sola variable (puesto que consideramos el resto de las variables
como constantes), 1a interpretacion geométrica de este concepto coincidird basicamente conl la
interpretacion geométrica de la derivada de una funcién con una sola variable. Veamoslo para
el caso de funciones reales con dos variables (ya que son las que podemos representar en 3
dimensiones):



Sea z = f(z,y) una superficie. Si se intersecta con el plano z = cte, obtendremos una
curva en el plano z = cte. Sea P(a,b, f(a, b)) un punto de ésta y M(a,b) su proyeccién
sobre el plano OXY. Si considerando z fija le aplicamos un incremento ¢ a la variable y.
pasaremos del punto M (a, b) al punto N(a,b+t), cuya imagen en la curva serfa el nuevo punto
T (a,b+t, f(a,b+1)). El tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es el segmento PT y cuyo cateto
contiguo es el segmento MN (de longitud t) tiene una tangente dada por tana = ﬁ—?-i’fl—:ﬂﬂﬂ
Si hacemos tender ¢ — 0, es decir, si hacemos que el punto T se acerque cada vez mds al punto
M obtendremos diferentes rectas secantes. La posicidn limite de estas rectas secantes tendria
por pendiente lim; .o Mﬂ%ﬁ—(ﬂ’l Por tanto 9—%-3—’91 no es sino la pendiente de la recta
tangente que se obtiene como limite de las rectas secantes que vamos consiguiendo
cuando el punto T tiende al punto P (o cuando t — 0).

8f{a,b}

Ansloga interpretacion puede darse para ==

0.2.2 Relacién con la continuidad de una funcién en un punto.

Una primera diferencia que aparece entre las funciones de una sola variable y las funciones con
varias variables es que es posible que una funcién admita derivadas parciales en un punto sin
necesidad de tener que ser continua en dicho punto:

Ejemplo 9.3 Dada la funcion

| s si(z,y) #(0,0)
flz,y) = { 0'si (z,y) = (0,0)

probar que f admite derivadas parciales en (0,0) pero f no es continua en dicho punto.

9.2.3 Derivadas parciales de orden superior.

Definicién 9.3 Sea f : X C R* = R, con X abierto. Si existe -a—gg—) vx € X, podremos definir

una nueve funcion, a lo que denotaremos por %—i, y que viene dada por
%} XCR*—=R

x>
A esta nueva funcidn ast definida se le llama funcion derivada parcial de [ respecto
de la variable ;. A su vez, es posible que esta nucva funcion de n variables sea derivable
parcialmente respecto de otra de ellas ;. Entonces, a la dertvada de la funcidén ;%f: respecto de
la variable z; se le llama derivada parcial de orden 2 de la funcion f respecto de las

« 3'2
variables z;,z; y se representa por 5;:—5;51_—, fziz; 0 POT fij. Por tanto,

o*f 8 [(Of
Ba:iamj . an Ba:i
Andlogamente podriamos definir la derivada parcial de orden k de la funcidn f respecto de las
pariables Ty, T2, ..., Tk, qUE SE representaria por

T
01,073...0%1



Definicién 9.4 Cuando ung funcion continua f : X C R® — R admite derivadas parciales
hasta el orden q y todas estas derivadas son a su vez funciones continuas, se dice que f es de
clase ({9,

Observacién 3 Caso de que necesitdsemos calcular una derivada parcial superior mediante la
definicion, ésta se obtiene de forma andloga ol célculo de las derivadas primeras. Por ejemplo,
si precisamos calcular mediante la definicion las derivadas segundas para una funcidn de 2
variables, tendremos que aplicar:

8%f(a,b) _ 3f(a,b) _ & (Of oty ot
dzor . 0z Oz \ Oz (a,b) = %1_15% ;
af(a t|b) af{ﬂ,b}
w v ....?_. ,?_‘f (CL b) = lim 3-:: - gy
8.7;6_1; Oz Yy ' t—0 t
O*f(ad) _ 0 (Of | dleprd) _ ofed)
Byd Oy (—:1:-) (a,6) = lim ;
of(a,bt 8f{ab
Osay) Piwt) 0 (08 o THT =TS
Bydy ~  Oyr Oy \dy/) ' =0 r

En los ejemplos resueltos hasta el momento suele ocurrir que %(m,y) = azggm(x,y), de

ahi que podarnos plantearnos la pregunta de si el resultado de la derivacién de una funcién
de varias variables depende o no del orden en que derivemos respecto de cada una de ellas, es

. . . . 2 3 2 ..
decir, jserdn siempre iguales aza{f;f) y 2 a’;(gf), 02 aﬁ.;;g':) y aa’; S‘;g; ! etc.? El siguiente resultado

responde a esta cuestion:

Teorema de Schwarz.

Teorema 9.1 {Schwarz) Sea f : X C R™ — R una funcidn de clase G y supongarnos que

2
eriste y es conlinua 52%; en un punto a € X. Entonces eziste la otra derivada cruzada gm;f 5(92)
y coincide con la anterior, es decir, se verifica

8*f(a) _ 8*f(a)
Bm,-_@a:j - Ba:jé‘:ci

Observacién 4 La hipdtesis de continuidad de 5;675—1;——_ es esencial, ya que si no se cumple es
ity

posible que las derivadas cruzadas sean diferentes en algin punto, como se pone de manifiesto

2 2 .
si se intentan calcular 2 a’;(%g} Y g a’;ﬂ;}f} pare la funcion

| 2 i (zy) #(0,0)
f(z’y)‘{ 0'si (z,y) =(0,0)

(Se obtiene QZB‘;(——%(D =-ly g%(g;_m = 1, viniendo este resultado motivado por el hecho de que

62 . .
‘”j"amay no es continua en {0,03).



Matriz hessiana y determinante hessiano.

Definicién 9.5 Sea f : X C R* — R de clase L@ y sea a € X. Se llama matriz hessiana
de f en a, a la matriz formada por las derwadas parciales de seqgundo orden de f en a, es decir

fom(@) fum(@) o foz. (a)
Jaao(8)  fraze(@) - fopan (a)

f$n$1(a) fIn$2(a) f-’znmn(a)
Se denomina hessiano de f en a al determinante de la matriz hessiana, y se representa por
Hf(a). Asimismo, se llama menor hessiano de orden k de f ena, A f(a), al determinante
de la matriz cuadrada formada por la interseccion de las k primeras filas y columnas de la matriz
hessiana de f en a, es decit,

AF(@) = fam (@), Aaf(a) = ﬁlﬁiég ﬁ::g:g  Af(@) = ..

9.3 Diferencial de una funcién en un punto.

9.3.1 Caso de funciones con una variable.

La nocién intuitiva de que una funcién de una variable f(z) sea diferenciable en un punto
a viene a expresar que f(z) puede aproximarse, en un entorno de a, por una recta de ecuacion
y — fa) = A(z — a). Formalizando esta definicién, tendremos:

Definicién 9.6 Una funcion f: I C R — R, es diferenciable en a € I si verifica en un
entorno de a la igualded
flz) = fa) = (z — a) (A + aa(z))
siendo A € B un ndgmero real independiente de z y cg(%) una funcion con limg .o ae(z) = 0.
Si en esta definicion se toma T = a+ h, se tendrd que f es diferenciable en a sty sélo st

fla+h) — f(a) = Ah + he,(h), con Effés“(h) =

Definicién 9.7 A la funcidn lineal, representada por df (a), y definida de la forma siguiente

df(a) : R —R
z = (df (a)) (z) = A(z — a)

o equivalentemente por (df (a)) (h) = Ah, se le llama funcién diferencial de f en el punto a.

Aungue para funciones de una variable los conceptos de diferenciable y derivable son dife-
rentes (no obstante f'(a) es un mimero, mientras que df (a) es una funcién), resulta que ambos
conceptos van a ser "equivalentes”, como se prueba en el siguiente resultado:

Proposicién 9.2 Para una funcién f: I CR — R, con I abierto, son equivalentes:
a) f es diferenciable en a.
b) f es derivable en a.
Ademds, en tal caso si (df (a)) (h) = Ah, se tiene A = f'(a), es decir

(df(a)) (h) = f'(a)h

Observacién 5 Normalmente a h (que representa el incremento aplicado a la variable x ) suele
representarse por dz, por lo que suele ser habitual expresar la diferencial de una funcidn en lo
forma

df (z) = f'(z)dx



9.3.2 TFunciones con n variables: Definicién y unicidad.

Definicién 9.8 Una funcion f : X CR" — R se dice que es diferenciable ena € X s existe
una aplicacion lineal L : R* — R tal que

 fla+h)~ f(a) = L{b) _
hD ] =0

A esta aplicacion lineal L se le llama diferencial de f en a y se represente por df (a).

Proposicién 9.3 S5i f es diferenciable en a, su diferencial es dnica.

9.3.3 Propiedades de las funciones diferenciables.

Proposicién 9.4 (Operaciones con funciones diferenciables) Si f y g son funciones
diferenciables ena € X C R™, se verifican:

a) f £ g es diferenciable en a. Ademds, se tiene que d(f + g)(a) = df(a) £ dg(a).

b) El producto f - g es diferenciable en a. Ademds, se tiene que d(f - g)(a) = df(a) - gla)+
f(a) - dg(a).

¢) Sig(a) # 0, entoces Jg: es diferenciable en a. Ademds, se tiene que d(g-)(a) = dla)s (?(;{,(“)'dg(a).

A continuacién vamos a establecer las relaciones existentes entre los conceptos de contimmi-
dad, derivabilidad ¥ diferenciabilidad para el caso de funciones con 7 variables:

Proposicién 9.5 5i f es diferenciable en &, entonces f es continua en a.

Observacion 6 El reciproco de esta propiedad no es cierto, es decir, una funcidn f puedeser
continua en un punto sin que por ello tenga que ser diferenciable en dicho punto.

Proposicién 9.6 S5i f es diferenciable en a, entonces existe la derivada direccional de f en €l
punto a en cualquier direccion v €R™; en particular, existirdn las derivadas parciales. Ademds,
se verifica la relacion

D, f(a) = (df(a)) (v)

Observacién 7 La expresion doda anteriormente y que relaciona la diferencial con la exs-
tencia de derivada direccional nos permitird establecer, para el caso en que la funcion f sea
diferenciable en un punto &, la relacion existente entre la diferencial de una funcion en un
punto y las derivadas parciales en dicho punto. De hecho, se prueba que si f es diferenciable
en a entonces se tiene

_ 9f(a) 6f(a)

e () = 2 L 2T

o, lo que es equivalente,

o = (. . ) o

donde e representa el producto escalar de ambos vectores. El vector cuyas componentes sos {as
derivadas parciales de [ en a se llama vector gradiente, y se representa por

_ (8f(a) 0f(a) Of(=)
Vf(a)-( 8z, ' Oze Brcn)

De esta forma

(df (a)) (h) = Vf(a)eh



Ohservacién 8 FEsta igualdad nos caracteriza la diferencial de una funcion en términos de sus
derivadas parciales, por lo que si volvemnos a escribir la Definicidn 3.12 en estos términos, Se
tedrd (se hace para el caso n = 2)que f: X C R? — R es diferenciable en el punto (a,b) siy
sdlo st se verifica

£ (a -+ hyb+ ha) — fla,b) — 222 (a)y,  2L&8p,

lim =0
(R, h2)—(00) B} 4 h3
olo que es equivalente (st hacemos T =4 +hy, y=b+ha), st
f o) - flab) - Zeh(z—a) - 2Ry -b)

im
(:t:,y)—+(a,b) \/(;-——- a,)z ...i— (y — b)2
Observacion 9 Normalmente, o las componentes del vector h suelen representarse por
dx = (dz1,dT2, ..., dTa)

mtivo por el cual suele erpresarse

df (a) = agia) dz, + %?dmg tot %?)—dzn

Ohservacién 10 Esta tdltima igualdad puede inducir al error de creer que para calcular la
diferencial de una funcidn €s suficiente con hallar sus derivadas parciales y realizar el producto
Vf(a) e dx. Esto no s del todo cierto, puesto que la anterior igualdad se verifica sdlo en caso
de que la funcidn f sea diferenciable. Sin embargo el reciproco no es cierto, s decir, pueden
ezistir las derivadas parciales de una funcién en un punto sin necesidad de que la funcidn
sea diferenciable en dicho punto. Como puede observarse, aqui aparece otra diferencia con las
femciones de una sola variable, para las cuales los conceptos de derivable y diferenciable eran
equivalentes. §Qué ha de ocurrir por tanto para que Una funcion derivable (parcialmente} en
wz punto sea también diferenciable en dicho punto? El siguiente resultado da la respuesta.

Proposicién 9.7 5 una funcion [ admite todas las derivadas parciales primeras €n un punto
a. y éstas son funciones continuas en a, entonces f es diferenciable en a.

Observacién 11 FEste dltimo resultado también suele utilizarse para probar cuando una fun-
cidn es diferenciable en un punto. No obstante, si una funcion admite derivadas parciales en
wn punto y éstas no son continuas, no podremos asegurar nada sobre la diferenciabilidad de lo
funcion.

9.3.4 Interpretacién geométrica de la diferencial (caso de 2 varia-

bles):

Plano tangente a una funcién diferenciable en un punto. Ya hemos establecido que
wma funcién f es diferenciable en {a,b) si y solo si

R e L
R S




o, lo que es equivalente, si se verifica en un entorno de (a,b) la igualdad

afg;, Ji (x—a)+ 0f (a.b) (y —b) +

flz,y) = flab)+ 5
+\/($ . a’)z + (y - b)2 T (a:,y,a,b)

siendo o (z,y,a,b) una funcién de variables 2,y tal que

lim af(z,y,ab) =0
(zy)—{a.b) (.9 )
Esto quiere decir que es posible aproximar f(z,y) en un entorno del punto (a,b) mediante
el plano de ecuacién
0f {a,b)

z = fla,b) + ————(z —a) +

af (a,b)

A este plano se le llama plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto (a,b), y
puede probarse que es la mejor funcién que aproxima a f en un entorno del punto (a,b).

9.4 El teorema del valor medio en varias variables.

Recordemos que el teorema de Lagrange para funciones con una sola variable afirma que si
f : la.b] — R es continua en el cerrado y derivable en su interior entonces existe un punto ¢
interior tal que f(B) — f(a) = (b —a) f'(c). Veamos entonces como puede generalizarse este
resultado al caso de funciones con n variables.

En primer lugar, se necesita precisar el sentido que tendrd ahora la expresién "¢ comprendido
entre a y b”, puesto que al ser ahora ¢ y b puntos de R™ pueden admitirse varias interpretaciones.
Por ello, establecemos:

Definicién 9.9 Se llama segmento de extremos a y b, ambos puntos de R", al conjunto de
puntos de la forma
(x=a+tb—a) 0<t<1}

y lo representaremos por [a, b}.

Para poder demostrar el teorema generalizado del valor medio, precisamos de un importante
resultado previo:

Proposicién 9.8 Sea¢: R — R una funcidn de variable realt definida por o(t) = f(a+t(b—a)),
siendo f : X CR* — R, a,b € X. Entonces, si f es diferenciable en a+1 (b — a), se verifica
que ¢ es derivable ent y su derivada viene dada por

¢'(t) = (df (a+t (P —a))}(b—-2)
Usando este resultado previo puede establecerse:

Teorema 9.9 (Th. del valor medio en varias variables) Sea f una funcidn continua en
el segmento de R de extremos a y b, [a,bl, ¥ diferenciable en todos los puntos de su interior,
(a,b). Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que

f(b) — f(a) = (df(c)) (b —a)



Observacion 12 Como ¢ € (a,b) quiere decir que ¢ = a+8b —a), con 6 € (0,1), el
teoremna anterior también puede expresarse de la forma (bajo las condiciones anteriormente
establecidas): ... Eriste un punto 8 € (0,1) tal que se verifica

f(b) — f(a) = (df (a+ 6(b — a))) (b ~2)

Observacién 13 Habida cuenta la relacidn ezistente entre la diferencial y las derivadas par-
ciales, bajo las condiciones anteriores, la igualdad que da el teorema del valor medio puede
expresarse en la forma

af(c)

0(c) 1, _
! a.'Eg

f(b)—f(a)ﬁ“gg"

af(c)

G.]_)+ am

(bg -— ag) + -

(bn — an)
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Formula de Taylor en funciones de
varias variables.

PrROGRAMA:

10.1 Férmula de Taylor. Ejemplos.
10.2 Extremos relativos en funcionés de varias variables.

10.3 Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de Lagrange.

En este capftulo vamos a generalizar la férmula de Taylor en una variable al caso de funciones
de varias variables. Como veremos, esta nueva férmula sers obtenida a partir de la anterior.

10.1 Foérmula de Taylor. Ejemplos.

Partimos de una funcién f : X € R* — R de clase (™) en un entorno de un punto a €X.
Sea h € R™ tal que a + th pertenece a este entorno de a, V¢ € [0,1], es decir, f € [m+D)
en el segmento de extremos a y a + h. Si consideramos funcién ¢ : [0,1] — R definida por
¢(t) = f(a+th), esta funcién, por la Proposicién 3.23, es derivable (al ser f diferenciable), con
derivada continua, y siendo ésta la dada por ¢'(t) = (df (a + th)) (h).

Si se expresa esta diferencial en términos de las derivadas parciales, se obtiene

$t)=> ki frla+th)

i==]

De igual forma, al ser ¢' una funcién definida en el intervalo (0, 1) y que viene determinada
por una suma finita de funciones f; diferenciables, esta nueva funcién ¢’ también serd derivable
(por la Proposicién 3.23), siendo su derivada la dada por

@' (t) = i hi - (dfz,(a+th)) (h) = EH: h (i h - fom,(a+ th)) = zn: hih; - fr.z;(a+ th)

iz=] =] i=1 i,5=1
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Reiterando el proceso, resulta que la funcién ¢ es derivable hasta m + 1 veces, siendo su
derivada la dada por

n

¢{m+l) (t) —_ Z h‘il hig ...him+1 . fxilxiz...$;m+1 (a + th)

11,12, b1 =

Aplicando entonces la férmula de McLaurin {con resto de Lagrange) a esta funcidn ¢

#(t) = ¢(0) + ¢'(0)t + %é”(ﬂ)tz + .o+ ;i—'gb("‘)(O)tm + M gyt

(m+ 1)
con 0 < 8 < 1, y sustituyendo las expresiones de las derivadas sucesivas de ¢ en funcién de las
derivadas parciales de f, se llega al siguiente resultado:

Teorema 10.1 (Taylor) Sea f : X C R* — R, X abierto, una funcién de clase L™ en
cada punto de X. Si a y a+ h son puntos de X y el segmento de extremos a y a+ h estd
contenido en X, entonces existe 8 € (0,1) tal que

fla+h) = f(a)+_}jhf-fz.. Q,Zhh friz; 2

i, j=1

n

1 A
LY bk o, @ gy 2 i fa s, (a0

1.1 vim=1 11,0 imt1=1

expresion a la que se le llama formula de Taylor de la funcion f en el punto a.

Si se denota x = a -+ h, es decir, h = x—a = (z; — a1,Z2 — a3, ..., Tn — Gp) la anterior
férmula puede ponerse como

Fo) = Fla)+ D (e - a) ) + 2!21 2j — ;) fauz, (2) +
i=1 i,j=
A 3 @ o)l = 0 ()

1) el
1 n
+'—~“‘*‘(m 1) Z (24, — 04y ) (Tipnyy — aiﬂm)fz‘.]__,:,;‘,m+1 (a+8(x — a))

iyeeim 41 =1

Particularizando en el punto a = 0 = (0,0, ..., 0) se obtiene la férmula de McLaurin:

) = O+ a0+ i Y5 fon O+t D i e ()4

fa=] i, f==1 z;, oim=1
1 T
B e Z TionTio oy fee oz . (O%)
! 1 m4-1 £1 T4l
(m + 1). iyt 1=1 "

Ejemplo 10.1 Establecer la formula de McLaurin para una funcién de dos variables f(z,y)
hasta un grado determinado:
Se obtiene

f(xry) ﬁf(0,0)+{$~fz(0,0) +y'fy(0=0)] +'1— [1:2' f::m (0 0) +2$y'f:t:y (Oro)'i’yz'fyy(oao)] +

Z ok ™ £ 0™ f(0,0) n§ mJ_imkam-Flf(gx,gy)
! amkaym—- m + 1 ! axkaym-l—l-—k




Por comodidad, podemos usar la siguiente notacion: St al término

L8\ & ik 0F(0,0)
Z (k)zky k(‘}mkayi-—k

k=1

lo denoiamos por _
d ol
o2 tugy)| (DO
obtenemos

P = 100+ o +um] D00+ 5 5t +uzp]| (DO +-

1 3 8 m 1 a a me-1
e 2] 060 i o2+ vg| (6=

Ejemplo 10.2 Hallar los primeros cuatro sumandos del desarrollo de Taylor de f(zx,y) = 7¥
en un entorno de (1,1). Usar el resultado anterior para calcular de forma aprozimada el valor
de (1'1)*2.

10.2 Extremos relativos en funciones de varias variables.

En esta seccién vamos a tratar de obtener los puntos en los que una funcién f: X CR* =R
diferenciable, alcanza sus valores extremos Tocales, es decir, los valores méximos y minimos en
algin conjunto abierto contenido en X.

Definicién 10.1 Sea f: X CR" — R, ya€X. Se dice que a es un mézimo relativo (resp.
minimo relativo) de f si existe un entorne dea, U(a), tal que f (x) < f(a) (resp.f(x) > f(a})
vx € Ula).

Definicién 10.2 Sez f : X C R* — R diferenciable y a €X. Se dice que a es un punto
eritico de f si (df(a)) (x) =0, Vx e X.

Proposicién 10.2 Sea f: X CR* — R diferenciable, X abierto y a € X. Si a es un extremo
relativo de f, entonces a es un punto citico de f, es decir, (df(a)) (x) = 0, ¥x € X. En
particular, han de ser fz(a)=0,Vi=1,.7n.

Observacién 1 El resultado anterior pore de manifiesto que st a es un exiremo relativo de
f, entonces todas las derivadas parciales de f se anulan en a. Sin embargo, el reciproco no s
cierto, es decir, que se anulen todas las derivadas parciales de una funcidn en un punio no
quiere decir que dicha funcidn alcance un extremo relativo en dicho punto (Ver lo que ocurre
con los puntos criticos de la funcion f (z,4) = zy—1x3). Por tal motivo se precisa de alguna otra
herramienta que nos permita determinar unfvocamente los extremos relativos de una funcion.

Notemos que para funciones de varias variables ocurre lo mismo que para funciones con una
variable (es decir, los extrernos relativos estan entre los puntos criticos de la funcidn, aungue
no todos los puntos criticos son extremes relativos). Asi, al igual que en funciones de una
variable se utiliza el criterio dado por la sequnda derivada para asegurarnos de la existencia de
extremos relativos, en funciones de variasvariables puede establecerse algin criterio que se basa
en el estudio de las sequndas derivadas parciales, en concreto en los conceptos de determinante
hessiano y de menor hessiano que fueron fntroducidos en el capitulo anterior:



Proposicién 10.3 Sea f : X C R* — R de clase {?) y sea a € X un punto critico de f. Se
considera lo sucesion de niumeros dada por

1, Aif(a), Daf(a) - Anfla)

donde Axf(a) representa el menor hessiano de orden k de f en a. Entonces:
a) Si todos sus términos son positivos, el punto a es un minimo relativo.
b) Si todos sus términos son alternados, el punto a es un mdzimo relativo.
¢) Fin otro caso no puede decirse nada sobre el cardcter del punto a.

Ejemplo 10.3 Determinar los extremos relativos de f(z,y,2) = 24yt -yt -2z

Observacién 2 Como caso particular, resulta de gran interés el cdlculo de extremos de fun-
ciones de dos variables, siendo en este caso la matriz hessiana 2 X 2, y donde el estudio del
hessiano

fz:n f Ty

fy:n fyy

proporciona mds informacion que el caso general enunciado en la proposicion anterior:

Hf(m,y) =

Proposicién 10.4 Sea f : X CR? — R de clase 0®) y sea a = (a,b) € X un punto critico de
f. Entonces:

o) Si Hf(a,b) >0 y fzz(a,b) > 0, el punto (a,b) es un minimo relativo de f.

b) Si Hf(a,b)> 0y fszla,b) <0, el punto (a,b) es un mdzimo relativo de f.

¢c) Si Hf(a,b) <0, el punto (a,b) no es ni mdzimo ni minimo relative de f (se dice que es
un punto de silla).

d) Si Hf(a,b) = 0, no puede afirmarse nada sobre el punto (a,b). Se ha de estudiar el
comportamiento de f en un entorno de (a,b).

Observacién 3 Un punto critico se dice que es un punto de silla si verifica que respecto de
una determinada direccion de la base es un minimo relativo y con respecto a otra direccion de
la base es un mdmimo relativo.

Ejemplo 10.4 Varios ejemplos.

10.3 Extremos condicionados: Método de los multipli-
cadores de Lagrange.

En la seccién anterior se ha visto como calcular los extremos relativos para una determinada
funcion f : X C R* — R de clase ({?. Sin embargo, en numerosas ocasiones se plantea
el problema de obtener los extremos de una funcién, no en todo su dominio X, sino en un
subconjunto de X, es decir, se trata de localizar puntos para los que se ha de cumplir una
determinada condicién inicial (estar en dicho subconjunto de X).

Ejemplo 10.5 Enconirar el tridngulo recténgulo de drea mdzima cuya hipotenusa vale 4 u.

Este tipo de problemas se denominan problemas de extremos condicionados, y para
su resolucion aplicaremos el siguiente resultado:



Teorema 10.5 (Método de los multiplicadores de Lagrange) f: X C R* — R de clase
L1, Si a es un eztremo de f condicionado por las “ligaduras” gi(21, ..., Tp) = g2(T1, .. Zn) =
o = gm(T1, .y Tn) = 0, dondem <nyg:X CR®— R de clase CB. entonces existen
constantes M, Az, ..., Am (llamadas multiplicadores de Lagrange) tales que a es un punto
eritico de lo funcion F: X C R* — R definida por

Flzy,...,za) = f(z1, o Zn) F A0 (21, T) AmGm(T1, oy Tn)

Observacion 4 El mayor inconveniente de este método radica en que no se garentiza que el
resultado obtenido sea mdzimo o minimo relativo, sino que se han de analizar los puntos criticos
de la funcion F, para lo que se usardn consideraciones geométricas, fisicas, econdmicas, etc.
que tenga el problema.

Observacién 5 FEste método también puede emplearse cuando las ligaduras g; en lugar de ser
iqualdades son desigualdades, aunque en esie caso la resolucion del correspondiente problema
lleva implicita la resolucion de otros dos (por un lado, un problema de extremos sin condiciones
y, por otro lado, un problema de extremos condicionados).
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11.1 Intreduccion.

En este tema noscentraremos en el estudio de las transformaciones, es decir, en el estudio
de funciones vectaiales f : R™ — R™.

Como hemos emmprobado en temas anteriores, una transformacion f estd univocamente
determinada por m conjunto de m funciones reales de n variables, f = (fi, fa, .-, fm) , & las que
se les llama fundanes coordenadas o funciones componentes de la transformacidn f.

En particular,y puesto que toda transformacion es una funcién entre dos espacios métricos,
para. este tipo de fmciones se mantienen las definiciones y propiedades de limites y continuidad
establecidas en elcapitulo 3, puesto que sabemos que

Iimf(x) = b= (bg, ...,bm) &> lim f;-(x) = bi, Vi o= 1,2, vy M
I x—a
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siendo f = (fi, fa, -, fm) - Asi pues, sabemos que una transformacién £ = (f1, fa, ..., fm) 1 X C
R® — R™ es continua en un punto a si y sélo sf cada funcién componente f; : X CR™ — R
es continua en dicho punto.

Veamos entonces como extendier el concepto de diferenciabilidad (y derivabilidad parcial)
a este tipo de funciones:

11.2 Diferenciabilidad de una transformacién: Matriz
Jacobiana.

Definicion 11.1 Una transformacion f : X C R® — R™ es diferenciable en el punto a eX
si existe una aplicacion lineal L : R* — R™ tal que
f(a-+ h) — f(a) — L(h)
M =
| =0 Il

A la aplicacion lineal L se le denomina diferencial de la transformacion £ en el punto
a, y se representa por df(a).

Recordando que toda aplicacion lineal entre dos espacios métricos estd determinada por
su matriz asociada, si se denota por A la matriz m x n asociada a la aplicacion diferencial
en el punto a, podremos obtener los valores de la transformacién f por medio de la expresidn
matricial Y = AX.

Proposicién 11.1 Una transformacion f = (f1, f2, ..., frm): X CR™ — R™ es diferenciable en
un punto a i y sdlo si cada funcion coordenada f; : X C R™ — R es diferenciable en ese punto.

Ademds, la matriz asociada a la diferencial viene dada por A = (?—%ﬂ) ,eont € {1,2,..,m},
J

je{1,2,..,n}, es decir
0ha) Oh(a)  Oh(a) \

0z Oz oz
8f(a) 9fa(a) 8f()
A= O, oz, Oz
Ofnla) Ofn(a)  Ofmla)
Bz, Ozy  Ozn

Observacién 1 A la matriz asociada o la diferencial de la transformacion £ en el punto a, y
que como hemos visto esta formada por las derivadas parciales de las funciones coordenadas
de £, se le denomina matriz jacobiana de la transformacién y suele representarse por
J{(£)(a). Como puede observarse, la mairiz jacobiana de una transformacion no es sino una
matriz cuyas filas son los vectores gradientes de cada una de las funciones coordenadas de la
transformacion.

Ejemplo 11.1 Varios ejemplos.

11.3 El teorema de la funcién compuesta.

Coomo en el estudio de funciones de una sola variable, la herramienta clave del cdlculo diferencial
sers la diferenciacién de funciones compuestas o regla de la cadena:



11.3.1 Enunciado y ejemplos.

Proposicién 11.2 (Regla de la cadena) Sea f: U CR® -V CR™, con U y V abiertos, y
seag:V CR™ — RP. Sif es diferenciable ena € U y g es diferenciable en £(a) € V, entonces
la transformacidon compuesta gof : U — RP es diferenciable en a. Ademds, la diferencial de la
composicidn en el punto a es una aplicacidn lineal de R en R? y viene dada por

d(gof)(a) = dg(f(a)) o di(a)

La ventaja que conlleva trabajar con las matrices jacobianas a la hora de calcular la diferen-
cial es que si consideramos las matrices asociadas a las aplicaciones lineales df(a) y dg (£(a)),
a las que representaremos respectivamente por J(f)(a) y J(g)(f(a}), entonces la matriz jaco-
biana de d (g o f) (a) estd determinada por el producto de las jacobianas anteriores en el orden
sigujiente

J (g of)(a) = J(g)(f(a)) x J(f)(a)

es decir, por el producto

9g9:(f(a)) Og:(f(a)) dg:(f(a)) \ 0fi(a) 8fi(a) afi(a) \
oy 02 T Oy Oz 8z 7 Ox

oortla) Oefla)  Ogalfla) ohia) Oha)  Of(a)
Ay 8o OYm X bije) Oz, Oz,

Ogp(f(a)) Ogu(f(a)) Og,(f(a)) Ofm(a) Ofn(a) 0 fm(a)
8y1 Byg Bym / 6331 83}2 62?11 /

Ejemplo 11.2 Hallar la mairiz jacobiana de la composicidn g o f siendo
f(z,y,2) = (g3’ yz,2 + ycosz, z) glu, v, w,t) = (vvt,w — 2)

Observacién 2 El caso mds importante, por su mayor aplicacion, es aquel en el que p = 1,
es decir, se trata de la composicion gof :U C R* — R, y donde lo matriz jacobiana de la
transformacion es una matriz columna, cuyos elementos pueden expresarse en la forma (solo
se ha de realizar el producto matricial anterior, considerando que p = 1):

o e a a il a
3(9@2 @ _ 5 géf;j ))mgm(i ) vie{1,2,..m},

j=0

con lo que se obtiene un conjunto de m ecuaciones escalares que mos proporcionardn una regla
parae calcular las derivadas de la funcidn compuesta.

Ejemplo 11.3 Hallar la matriz jacobiana de lo composicion gof siendo

f(SL‘,y) = (23: + 3y=3y - 3) g(u,v) = uy

11.4 El teorema de la funcién inversa.

Tanto en esta seccién como en la siguiente abordaremos dos teoremas capitales en el Andlisis
Matematico: el teorema de la funcién inversa y el teorema de la funcién implicita, y que serdn
de gran utilidad por sus numerosas aplicaciones.



11.4.1 Enmciado.

Teorema 11.3 (Th. de la funcidn inversa) Sea f : R® — R™ una transformacion de
clase 09, Si d determinante de la matriz jacobiana de f en un punto a € R™ es no nulo,
|J(£}(a)| 5 0, s zerifica que:

a) Eriste uneatorno Ula) del punto a tal que la transformacidn £ restringida a este entorno,

f:U(a) — f(U(a))

es una biyeccion
b) La imagen de U(a) mediante la transformacion, £ (U{a)), es un conjunto abierto.
¢) Eziste la twnsformacion inverse, £=1: £ (U(a)) — U(a), y es de clase 0@,
d) Para cadey € £ (U(a)) se verifica que

v/ _ 1
(f )(Y)—W

11.4.2 Aplicaciéon a cambios de variables.

El teorema de lalimcion inversa tiene su aplicacion mds interesante en los cambios de variables
que se aplican aweges, indicdndonos cuando es posible realizar dicho cambio. Hemos de resaltar
que numerosos goblemas matemdticos (resolver una determinada ecuacién diferencial o en
derivadas parciaks, resolver una integral, etc.) resultan mucho mds sencillos de resolver cuando
se aplica un opmiuno cambio de variables; sin embargo, dicho cambio sélo serd posible ser
realizado cuande se verifiquen las hipétesis del teorema anterior, es decir, cuando exista una
biyeccién entre les variables antiguas y nuevas, o lo que es equivalente, cuando exista el cambio
inverso.

Ejemplo 11.4 Eaconirar la expresion transformada de la ecuacion en derivadas parciales

8z 0%z 0%z
522 T a0my T35 0

al aplicar el cambea dado por

o= v—u _v—3du
o2 YT
Ejemplo 11.5 Beda la ecuacion
9z 8%z
=l = ()
ot? dz?

con ¢ = cte, halle- su expresidn transformada por medio del cambio

u=z+ct, v=z-—ct

11.5 El teorema de la funcién implicita.

Hasta el moments se ha estudiado la continuidad, derivadas parciales, extremos relativos, etc.
de funciones de laforma z = f{z,y), es decir, funciones que vienen dadas en forma explicita,
en las cuales se maden identificar claramente las variables de la funcion.

No obstante, >siempre es posible expresar las funciones de esta forma, ya que no es extrafio
que en numeroscs«asos se obtenga como solucidn a un determinado problemna una expresién de
la forma ¢ (z,y,% =0, y puede entonces plantearse la cuestion de si seria posible ”despejar”,



al menos tedricamente, alguna de las variables de dicha expresién en funcién de las restantes
(por ejemplo, si es posible expresar z en funcién de z,y, en definitiva, si se puede considerar z
como una funcién de la forma z = f(z,y)). Caso de que esto sea posible, se dice que la funcién
> estd definida en forma implicita por medio de la expresién ¢ (z,y,2) = 0.

Asfmismo, podemos encontrarnos con més de una expresion en la que intervienen diversas
variables, v el problema consiste en comprobar si podemos determinar una funcién por cada
una de las expresiones dadas.

Para resolver estas cuestiones se utiliza el teorema de la funcién implicita:

11.5.1 Enunciado y ejemplos.

Teorema 11.4 (Th. de la funcion implicita)} Sea las m relaciones dadas por
@, (1, .., 22} = 0, Vi € {1,2,...,m},

donde @1, ..., 0 : X CR™ — R son funciones diferenciables en X, con X conjunto abierto. i
a € X es un punio que verifica la anteriores ezpresiones, es decir ¢, (a) =0, Vi € {1,2, ., m},
y ademds el determinante

F(©q, s a
(‘Pl tlom) ( ) ?é 0’
0 (In-—m-l-lu ey mn)
entonces ewiste un entorno U(a) del punto a tal que las variables Trnmi1, .. Tn SOT funciones

de las n —m primeras variables Ty, ..., Tn—m, dadas en forma implicita mediante las expresiones
{]Di} V?: E {1,2, ...,m} N

Ejemplo 11.6 Probar que la expresion 22 + 1% — 1 = 0 define a la variable y como funcidn
implicita de = en un entorno del punto (z,y) = (0,1). Obtener la derivadas hasta el 2° orden
de la funcion y en el punto x = (.

Ejemplo 11.7 Mds ejemnplos.

11.6 Funciones homogéneas.

11.6.1 Definicién y propiedades.

Definicién 11.2 Una funcidn £ : X C R* — R™ es homogénea de grado T si verifice
f (tx) = ¢"f (tx)
vteR,t>0yVre X tal quetx € X, es decir, st
f (tz1,t2, ..., 125) = £ (21, T2, ., Zn)

Proposicién 11.5 Se verifican:

a) El conjunto de todas las funciones homogéneas del mismo grado y definidas sobre un
mismo conjunio X forma un espacio vectorial.

b) Bl producte de dos funciones homogéneas f y g definidas sobre el mismo conjunto, y de
grados T y s Tespectivamente, es una funcién homogénea de grado r + 5. Ademds, si el cociente
§ estd definido, ésta es una funcidn de grado T —s.

¢) 8i f y g som homogéneas de grados T y s respectivamente, la funcidn compuesta go f es
homogénea de grado T 5.

d) Si f es homogénea de grado r, y ezisten sus derivadas parciales de orden p, éstas son
funciones homogéneas de grado r — p.

Entre todas propiedades de las funciones homogéneas, destaca el siguiente resultado:



11.6.2 Teorema de Euler.
Teorema 11.6 (Th. de Buler) Sea f: X CR* —» R diferenciable. Si f es homogénea de

grado T, entonces se verifica la expresion

af(x) | 9f(x) 0f(x)
1 EF + Z9 52, —%—...—%—mn%awn

Z ﬂ?“f(!lfl,.'lig,...,:ﬂn)



