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Capitulo 3

Derivacién de funciones de una
variable real.

ProcrRAMA:

3.1. Definicién de derivada. Primeras propiedades.
3.2 Derivadas sucesivas.

3.3 Reglas de la derivacién. Derivadas de las funciones elementales. Derivada
de la funcién compuesta y de lafuncion inversa.

3.4 Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.

3.5 Teoremas del valor medio: Consecuencias. Regla de L’Hépital.

3.1 Definicién de derivada. Primeras propiedades.

Definicién 3.1 Sea f: I CR — R, y sea a € I. Se dice que f es derivable en el punto a
cuando existe y es finito el limite |
o {1
. r—a  I—a
Si f es derivable en a, al valor de dicho limite s e llama derivada de f en a, y se representa

por f'(a). |

Equivalentemente, [ es derivable en a sy silo si existe y es finito

i £ B = £(0)
h—0 h

Observacién 1 Definicién de derivadas laterales y su relacion con la existencia de f'(a).

Proposicién 3.1 (Relacion con la continuidad) Si f es derivable en a, entonces [ es
continua en a.

Definicién 3.2 A la recta que pasa por el punio {a, f{a)) y tiene por pendiente el nimero
f'(a), es decir, a la recta de ecuacion

y = f(a) = f(a)(z —a)

se le llama recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (a, f(a)).
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3.2 Derivadas sucesivas.

Si una funcién f : I C R — R es derivable en todos los puntos de I, se dice que f es derivable
en .
Asi, si f es derivable en I puede definirse una nueva funcién, a la que representamos por f,

dada por

f.I—-R

z — f'(z)
y a la que lamaremos funcién derivada de la funcién f (o simplemente, derivada de f).
A su vez es posible que esta nueva funcién [ sea derivable en un conjunto J C I, por lo que
tendra sentido considerar una nueva funcidn, a la que representaremos por f”, y que viene
definida por

fl:Jd—R

z s f(z) = (F'(z))

y a la que Hlamaremos funcién derivada segunda de f. Andlogamente pueden definirse

fm,fIV,

3.3 Reglas de la derivacién. Derivadas de las funciones
elementales. Derivada de la funcién compuesta y de
la funcién inversa.

Proposicién 3.2 (Reglas de la derivacion) Se verifican:
a) Si f(z) = k (cte), entonces f'(z) = 0.
b) Si f(z) = k- g(z), siendo g una funcidn derivable, entonces f'(x) =k - ¢'(z).
¢) Si f(z) = ukwv, siendo u y v funciones de variable = derivables, entonces f'(z) = u' £ v'".
d) §i f(z) = u-v, siendo u yv funciones de variable  derivables, entonces f'(z) = v'-v+u-v'.
e) St fz) = &, siendo u y v funciones de variable x y derivables, con v(z) # 0, entonces
f’(:n) - u’-v—;uv’.

v

Proposicién 3.3 (Derivadas de las funciones elementales) Se verifican:
a) Si f(z) = z, entonces f'(z) = az* .
b) Sz' f(z) = log, z, entonces f'{z) = %log,e. En particular, si f(z) = logz, entonces
f(a) = &
( c)) Si f(:c) k*, entonces f'(z) = k™log k. En particular, si f(z) = e®, entonces f'(z) = .
d) Si f(z) = sinz, entonces f'{x) = cosz.
e) Si f(z) = cosz, entonces f'{z) = wsin:c

f) Si f(z) = tanwz, entonces f'(z) = = =1+ tan’z.
g) Si f(z) = arcsinz, entonces f'(z) = ,11m
h} Si f(z) = arccosz, enfonces f'(z) = ; =L

= 1-}-:::2

i) Si f(z) = arctan z, entonces f'(z)
j) 8i f(z) = Shz, entonces f'(z) = Chz.

k) Si f(z) = Chz, entonces f'(z) = Shm

1) i f(z} = Thx, entonces f'(z) = gtz =1 - Thz.
m) Si f(z) = ArgShz, entonces f'(z) = I{i”

n) Si f{z) = ArgChz, entonces f'(z) = —=
i) St f(z) = ArgThz, entonces f'(x)
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Proposicién 3.4 (Derivada de la funcion compuesta) Sea f: [ — R derivable ena € I
y sea g : J — R derivable en f(a), con f(I) C J. Entonces la funcion compuesta go f : I — R
esderivable en a y se verifica la relacidn siguiente (conocida como Tegla de la cadena)

(go ) (a) =g (fla))- f'(a)
Ejemplo 3.1 (Férmula de la derivacion logaritmica) Derivade de una funcidn de la
forma y = f(2)9.
Proposicién 3.5 (Derivada de la funcién inversa) Sea f : I — J estrictamente mo-

nétona y continua en I. Si f es derivable en a el y f'(a) # O entonces la funcion inversa
F~1: J — I es derivable en el punto b= f(a) y se tiene

IV U
U O =55 = 7w

3.4 Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.

Definicién 3.3 Sea f: I — R. Se dice que f es creciente ena € I si existe un entorno de a,
(a—6,a+86), tal que sia',a’ € (a—6,a+6) cona’ <a< a", entonces f(a') < fla) < f(a”).
Igualmente, se dice que f es decreciente ena € I si eziste un entorno de a, (a — §,a+ ),
tal que sia',a" € (a— 6,a+6) cond <a<a, entonces f(a') = fla) 2 fla").
Si en ambas definiciones se cambia el signo < ( respect. >) por < (respect. >) se dird que
f es estrictamente creciente (respect. estrictamente decreciente) en a.

La relacién existente entre la derivada y el crecimiento de una funcién viene dada por las
dos siguientes propiedades:

Proposicién 3.8 Sea f: I — R derivable ena € I. Se verifican:
a) Si f es creciente en a, entonces f'(a) = 0.
b) Si f es decreciente en a, entonces f' (a) 0.

Proposicién 3.7 Se verifican:

a) i f: I —R es derivable en a € I y f'(a) > 0, entonces f es estrictamente creciente en
a.

b) Si f: I — R es derivable ena € I y f'(a} <0, entonces f es estrictamente decreciente
en a.

Definicién 3.4 Una funcion f : I — R tiene un mdzimo relativo en a E} si existe un
entorno de a, (a — 6,a+6), tal que f(z) < fla) Vz € (a—b,a+ 5).

Una funcién f : I — R tiene un minimo relativo en a €1 si eriste un entorno de a,
(a—8,a+6), tal que f(z) > f(a) Vz € (a—6,a+56).

Proposicién 3.8 (Condicion necesaria de extremo relativo ) Sea f: I — R derivable en

a €] . 8i f presenta en a un extremo relativo, entonces f'(a) = 0 (se dice que a es un punto
critico de f).

Observacién 2 Como es bien sabido esta condicion sdlo es necesaria, no es suficiente (es
decir, no basta con que f'(a) = 0 para que f tenga en a un extremo relativo). Sin embargo,
si que nos ayuda en el cdlculo de exiremos relativos, puesto que nos informa que los posibles
candidatos a ser extremos relativos han de estar entre los puntos criticos de la funcidn. Para
obtener una condicicn suficiente de extremo relativo es preciso acudir al cdleulo de la derivada
segunda, como se verd en el tema de la formula de Taylor.
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3.5 Teoremas del valor medio: Consecuencias. Regla de
L’Hopital.

Los resultados mds importantes que tienen que ver con el hecho de que una funcion sea derivable
en todo un intervalo son los siguientes 3 teoremas:

Teorema 3.9 (Th. de Rolle) Sea f : [a,b] — R continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal
que f(a) = f(b). Entonces eziste al menos un punto c € (a,b) tal que f'(e) =0.

Teorema 3.10 (Th. del valor medio o de Cauchy) Sean f,g: [a,b] — R continuas en
[a,b] y derivables en (a,b), siendo g(a) # g(b) vy g'(z) # 0 Yz € (a,b). Entonces existe al menos
un punto ¢ € (a,b} tal que

£0) - fl@) _ £(o)

g(b) —gla)  ¢'(c)

Teorema 3.11 (Th. de los incrementos finitos o de Lagrange) Sea f : [a,b] — R
continua en [a,b] y derivable en (a,b) . Entonces eziste al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = (b—a) f(c)

Entre las consecuencias mas importantes que se pueden obtener de estos teoremas, desta-
camos:

Proposicién 3.12 (Caracterizacidn de las funciones constantes ) Sea f: I — R deri-
vable en I con f'(z) =0Vz € I. Entonces f(z) =k (constante) en I.

Proposicién 3.13 (Separacion de raices en una ecuacion f(z) = 0 ) Sea f I =R
derivable. Entonces:

o) Entre cada dos raices de f(z) = 0 existe al menos una raiz de flz)=0.

b) Entre dos raices consecutivas de f'(z) = 0 existe a lo sumo une raiz de f(z} = 0.

Del teorema de Cauchy se deduce un resultado muy util en el cilculo de limites de funciones:
las reglas de L'Hopital

Proposicién 3.14 (Primera regla de L’Hépital) Sean f y g funciones definidas y deri-
vables en un entorno reducido del punto a, I = (a—&,a+8)", y tales que lim;_., f(z) =
limg.q g{z) = 0, con g(z) % 0 y ¢'(z) # 0 Vz € I. Entonces, si existe limg_o L&) = 1, se

g'(z)
verifica

Proposicién 3.15 (Segunda regla de L’Hépital) Sean f y g funciones definidas y deri-
vables en un entorno reducido del punto a, I = (a—8,a+8)", y tales que limz_, f(z) =

limg—q g{z) = 00, con g'(z) # 0 Vz € I. Entonces, si exisie limy g L {2)

S = {, se verifica

Observacion 3 Aplicacion al resto de indeterminaciones.



