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Sucesiones y series numeéricas.

PROGRAMA:

5.1 Sucesiones de niimeros reales:

5.1.1 Definiciones y propiedades.

5.1.2 Operaciones con limites.

5.1.3 Caleculo de limites indeterminados.

5.1.4 Sucesiones de Cauchy. Espacios completos.

5.2 Series de ntiimeros reales:

5.2.1 Definiciones y propiedades.
5.2.2 Series de términos positivos.
5.2.3 Series de términos cualesquiera.

5.1 Sucesiones de nimeros reales.

Definicién 5.1 Se llama sucesidn de nimeros reales a toda coleccion infinita y ordenada
de elementos de R, es decir, a toda coleccion de elementos ay,as, as, ... (con a; € R, Vi).
Normalmente, consideraremos sucesiones cuyos elementos verifican una determinada relacion
(un determinado patrdn) dependiente de un nidmero natural n, de manera que a dicha sucesidn
la representaremos por (an),.y, 0 simplemente por (a,), donde a a, le llamaremos término
general de la sucesion.

Definicién 5.2 Se llama subsucesion de la sucesidn (a,) a otra sucesidn, a la que represen-
taremos por (a,, ), formada al tomar infinitos términos de (a,) cuyos subindices forman una
sucesion ny < ng < ... < Nk < ... estrictamente creciente.

El objetivo de ete capftulo es estudiar las sucesiones de nimeros reales desde una doble
perspectiva: por un lado, calcular su limite (si existe}, cosa que haremos en esta seccidn; y,
por otro lado, intentar saber lo que vale la suma de sus infinitos términos (que serd a lo que
llamaremos serie numérica, como veremos en la seccidn siguiente).
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5.1.1 Definiciones y propiedades.

Comenzamos dando la definicién de sucesién convergente:

Definicién 5.3 Una sucesion de nimeros reales (a,) tiene por limite el ndmero real o si
Ve € R, € > 0 exziste ng € N tal que si n > ng entonces la, —a| <¢
¢ lo que es lo mismo st

Ve € R, € > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces a, € (a — &,a +¢)

Cuando una sucesién no tiene por limite un nimero real, se dice que es no convergente.
Asi, entre las sucesiones no convergentes pueden distinguirse aquellas que tienen limite infinito
(sucesiones divergentes) y las que no tienen limite ni finito ni infinito (oscilantes).

Definicidn 5.4 Asi, se dice que una sucesion {(a,) tiene limite +oo s
VK e R, K >0 existe ng € N tal que si n > ng entonces a, > K
y se dice que tiene limite —oo si

VK € R, K > 0 eriste ng € N tal que si n > ng entonces a, < —K
Pueden destacarse las siguientes 3 propiedades para las sucesiones de ntimeros reales:
Proposicién 5.1 Si la sucesidn (a,) es convergente, su limite es tdnico.
Proposicién 5.2 Si (a,) es convergente, entonces (a,) estd acotada.

Proposicién 5.3 5i (a.) es convergente, entonces cualguier subsucesion extraida de ella tam-
bién es convergente y su limite es el mismo

Adermss, este tipo particular de sucesiones también verifican las siguientes propiedades:

Proposicién 5.4

a) Sean (a,) y (bn) dos sucesiones de niumeros reales convergentes hacia el mismo limite
a. 5i (cn) es otra sucesion tal que an, < cn < by para n > ng, entonces (c) es convergente y
lime, = a.

b) Si (a,) es una sucesign creciente (resp. decreciente) acotada superiormente (resp. infe-
riormente) entonces es convergente y su limite es el supremo (resp. el infimo) del conjunto de
numeros reales que forman sus términos.

¢) Silima, = a, con a <z (Tesp. a > ), entonces los términos de (a,) son menores (resp.
mayores) gue T a partir de un ngp.

d} Sian < by, entonces lima, < limb,.



5.1.2 Operaciones con limites.

Proposicidon 5.5 (Operaciones con limites finitos) Sean (a,) y (b,) dos sucesiones de
numeros reales con [fmites respectivos a y b. Entonces:

a) lim (a, £ b,) = lima, + limb,.

b) lim (a, - b,) = lima, - Hm b,.

, . a, liman,

c) Sib#0, 11111«5—1: = Tmb.

d} Si A €R, lim(Aa,) = Aimay.

e) ik >0, lim k% = kliman,

f) Sia >0, lim(loga,) = log(lima,).

g) Sia >0, lim (a) = (lima,)™".

Proposicién 5.6 (Operaciones con limites infinitos)
a}) Silima, = +oco y limb,=+00 0 es constante, entonces im (an, + b,) = +o00.
b) Silima, = +oo y limb,=+co 0 es cte> 0, entonces lim (a, - b,) = +oo.

¢) Silima, = +co y lim b, =cte, entonces lim %’3 = +00,
n

d) Silima, =0 y lim b, =400 o cte, entonces lixrlfi;-;'f-E = 0.

n

De los casos anteriores se han omitido las operaciones que dan lugar a expresiones de la

oo 0 . . s : .
forma oo — oo, 00 -0, — ¥ —, que dan lugar a indeterminaciones (es decir, son expresiones

de las que a priori no puede saberse lo que vale su limite, sino que tendremos gue hacer las
correspondientes operaciones para solucionar dicha indeterminacién). Puesto que ademds se
verifica

ﬁm (ain) = elim bn logan

también seran indeterminaciones las expresiones de la forma 1%°, oo® v 0°.
) ¥

5.1.3 C(Calculo de limites indeterminados.

o Limites de expresiones racionales.
o Limites de expresiones irracionales.

¢ Bl nimero e:

. . A \" .
Se verifica que la sucesién de término general a, = (1 + — | es convergente y se tiene que
n

1 ki
lim (1 + -ﬁ) =ex 2. 718382...

El resultado anterior puede generalizarse, puesto que también se verifica que si lim a, = +oco,

entonces
1\*
lim (1 + —-—) =e
O



o Infinitésimos e infinitos. Equivalencias:

Definicién 5.5 Se llama infinitésimo o toda sucesion con limite cero. Se llama infinito a
toda sucesion con limite infinito.

Proposicién 5.7 El producto de un infinitésimo por una sucesion acotada es un infinitésimo.

Definicién 5.6 Dos infinitésimos (resp. infinitos) (a,) y (bn) son equivalentes, silim %«E = 1.
Se indicardn por an ~ by. "

Proposicién 5.8 (Tabla de infinitésimos equivalentes)

log (1+a,) ~ay (st ima, =0) e arctana, ~ a, (s lima, = 0)
2

log (an) ~ ap, — 1 (si ima,=1) e 1—cosa, ~ %ﬁ (si ima, =0)

e sina, ~a, (s lima, =0) o e ~1~a, (silima, =0)
e tana, ~ a, (st lima, =0) o k% — 1 ~aylogk (si lima, =0)
e arcsina, ~ a, (s ima, =0) o (1+a,)"~1~aa, (st ima, =0)

Proposicién 5.9 (Tabla de infinitos equivalentes)
o anf +anPTl 4 L+ ap ~ agn?.
e Jog (agn? + anP~! + ...+ ap) ~ logn?.
e logw(n) ~ lognP, siendo @(n) una funcidn racional de grado p # 0.

o n! ~ e *n™/2rn (Férmula de Stirling).

Los infinitésimos e infinitos equivalentes son importantes ya que, en determinados limites,
podremos aplicar el siguiente resultado:

Proposicién 5.10 (Principio de sustitucion) Todo infinitésimo o infinito que sea factor
o divisor en un lfmite puede sustituirse por uno equivalente sin que se altere el valor de dicho
limate.

El principio de sustituciéon nos permite establecer una férmula muy simple para resolver
indeterminaciones de la forma 1% :

lim (ain) — elimbn(an-—l)

e El criterio de Stolz:

o . . On . .
Este criterio es de aplicacion para resolver limites de la forma 7 siempre que ambas sucesiones
H
cumplan determinadas condiciones.

Proposicién 5.11 (Criterio de Stolz) Si la sucesidn (b,) es creciente y divergente, y st la

., On — Gp-y . . s .
ELPTesLon " tiene lzmzte, entonces se UET‘EﬁC&
bn — bn——l
. a . Op 7 Qp-1
lim = = lim ~Z—lT
bn bn - li)11.«—-1

Este criterio también es vdlido st lima, =limb, = 0, siendo (b,) decreciente.



5.1.4 Sueesiones de Cauchy. Espacios completos.

Otra definicids que también va a desempefiar un papel importante dentro del estudio de las
sucesiones (awque no tanto dentro de las sucesiones de mitmeros reales) es:

Definicién 5.7 Se dice que (a,) es una sucesion de Cauchy en R si

¥e > 0, emiste ng € N tal que sin,m > ng entonces |an, — am| < 2

Las sucesioues convergentes estan relacionadas con las sucesiones de Cauchy, ya que se
verifica la sigdemte propiedad:

Proposicién §.12 Si (a,) es una sucesion convergente, entonces (a,) es una sucesion de Cau-
chy.

Sin embarg. &l reciproco de la anterior propiedad no es siempre ciertc en un cuerpo cualquie-
ra K (es decir, hay sucesiones de Cauchy en un determinado cuerpo K que no son convergentes
en K), de ahique resulta de interés la siguiente definicidn:

Definicién 58 Un cuerpo K es completo siempre que toda sucesion de Cauchy en K sea
convergente ez K.

No obstanie. en R, los conceptos de sucesién de Cauchy y de sucesién convergente serdn
equivalentes, puesto que se verifica:

Proposicién 8.13 R es un espacio completo.

5.2 Senes de ntimeros reales.

5.2.1 Defimiciones y propiedades.

El objetivo deesta dltima seccidn es el de intentar calcular la suma de los infinitos términos de
una sucesién {e.}, es decir, intentar saber lo que vale

gy +ay+ ...+ an+ ...

si no de formaexacta, al menos si teniendo una ligera idea de lo que se obtendria como resultado
de dicha sumainfinita.

Para ello, 2 partir de una sucesién de nimeros reales (a,) formaremos una nueva sucesién
{S,) cuyos téminos vienen dados por

Sy=ap, Se=ay+ay, Sz3=a,+a+ Q3, ooy Sp=a;+a3+ ...+ an, ..
Definicion 58 4 esta nueva sucesion (S,) as? construida se le llama serie de mnimeros

reales y se [edenote por

o

a2y +ay+ ..y .. 0 Zan o simplemente por Zan

n=1



Definicién 5.10 Diremos que la serie 2.0, €5 convergente si eriste y es finito el 1im S,,. En
este caso, se dice que la suma de la serie es el valor de dicho limite, y se representa por
> a, =1limS,.

51 1lim S, = +oo se dice que la serie 2. Gn es divergente y si no eziste lim Sy, se dice que
la serie ) " a, es oscilante.

Ejemplo 5.1 Series geométricas y series telescdpicas.

El objetivo que vamos a perseguir en lo siguiente serd el de estudiar la convergencia o
divergencia de una serie, y en el caso de que sea convergente, intentar hallar o que vale su
suma. Asi, una forma légica de actuar a Ia hora de estudiar la convergencia de una serie serfa
calcular lo que vale su suma. Sin embargo, y como veremos 2 lo largo de toda esta seccidn, no
siempre serd posible hallar la suma de una serie numérica (en la mayoria de ellas no tendremos
procedimientos para poder sumarlas), y tendremos que conformarnos con establecer criterios
que nos aseguren si una serie es o no convergente, independientemente del csleulo de su suma.

Los primeros resultados que nos ayudardn a estudiar la convergencia de una serie aparecen
recogidos en la siguiente:

Proposicién 5.14 (Propiedades generales de las series de mimeros reales):

a) (Condicién necesaria de convergencia ) Si una serie 3 a, es convergente, entonces
se verifica que lima, = 0 (o, lo que es equivalente, si lima, # 0, es imposible gue la serie
sea convergente). Sin embargo, esta condicidn solo es necesaria, es decir, st lima, = 0 eso no
asequra nada sobre la convergencia de lo serie.

b) (Condicion general de convergencia de Cauchy) Una serie Y a,, es convergente si
y solo siVe €R, & > 0 existe ng € N tal que sin > Mg entonces {any1 + Qpog + ... + Qnipl < &,
Vp > 0.

Ejemplo 5.2 Estudio de la serie armdnica y_ 1.

Como el estudio de una serie numérica no es sino el cdculo de un determinado limite en
particular, las operaciones que se pueden realizar con las series numeéricas son andlogas a las
que se pueden realizar con los limites finitos:

Proposicién 5.15 (Operaciones con series numéricas )

a) §i Y an y 3. b, son convergentes, entonces 2 (an £ by) es convergente y se tiene que
d(antby) =3 a,+3 b,

b) 5i ) an es convergente y A € R, entonces 3" Aay, es convergente y se tiene > Aa, =
AY an.

¢) §i ) an es convergente y 3 b, es divergente, entonces > (an £ b,) es divergente.

d) 5i Y an y 3. by son divergentes, entonces no podemnos afirmar nada sobre 3 (a, + b,).

5.2.2 Series de términos positivos.

Entre todas las series de términos reales. las mds simples y mds féciles de analizar son las de
términos no negativos (es decir, series de la forma > a, tales que a, > 0), puesto que, como
veremos en la primera de sus propiedades, las correspondientes sucesiones de sumas parciales
son mondtonas crecientes, por lo que su convergencia va a ser consecuencia de su acotacion.
Ademds, estas series serdn de gran utilidad en el anslisis de series de términos cualesquiera,

como veremos posteriormente. En concreto, pueden establecerse los siguientes resultados:



Proposicién 5.16 Toda serie de términos positivos siempre €s convergente o divergente (no
puede ser oscilante).

Ejemplo 5.3 La serie armodnica es divergente.

Veamos a continuacién unos criterios para estudiar la convergencia de series de términos
positivos, que nos permitiran, de una forma simple, conocer si una serie es convergente o
divergente, independientemente de que podamos hallar su suma. Entre estos criterios es de
destacar el criterio de comparacion, puesto que serd bésico en la demostracién del resto de
los criterios:

Proposicién 5.17 (Criterio de comparacion o de Gauss) Sean ) an y 3, bn dos series
de términos positivos tales que se verifica a, < by, Vn. Entonces:

a) Si b, es convergente, también lo es 3 an.

b) Si ¥ a, es divergente, también lo es > by.

Un caso particular del criterio anterior, y que también realiza la comparacién entre dos
series, es:

Corolario 5.18 (Series asintoticamente proporcionales) Sean 3 an y ) bn dos series
de términos positivos tales que lim S = I. Entonces:

b

a) Sil#0 yls# o0, ambas sem'e;L tienen el mismo cardcter.

b) Sil=01y3 b, es convergente, entonces ) an es convergente.
c) Sil=0y ) an es divergente, entonces > by, es divergente.

d) 8il=o00y . by es divergente, entonces ) an es divergente.

e) Sil= o0y an es convergente, entonces 3" b, es convergente.

: . , P, :
Corolario 5.19 (Cocientes de polinomios) Sea ) a, una serie con an = Frln) siendo

5(77'),
Pr(n) es convergente
QS(n) J

P.(n) y Qs(n) polinomios de grados v y s respectivamente. Entonces
sis—r>1ydivergente sis—7r < 1.

Otros criterios que también podemos destacar para este tipo de series son:
Proposicién 5.20 (Criterio de la raiz o de Cauchy) Sea ) a, una serie de términos
positivos tal que lim » \/a, = r. Entonces la serie es convergente sir <1y divergente sit > 15

sir = 1, este criterio no aporta informacion.

Proposicién 5.21 (Criterio del cociente o de D’Alembert) Sea Y an, una serie de tér-

. e . Gn+1 . . . .

minos positives tal que lim —— = r. Entonces la serie es convergente si T < 1 y divergente si
@

T
r>1; sir =1, este criterio no aporta informacion.

Proposicién 5.22 (Criterio de Raabe) Sea S a, una serie de términos positivos tal que

. a . . . . .
lim (1 - "'H) = 1. Entonces la serie es convergente si T > 1 y divergente sir <1; sir =1,
Qn

este criterio no aporta informacion.



5.2.3 Series de términos cualesquiera.

Finalizarermns este capitulo con el estudio de aquellas series que tienen infinitos términos posi-
tivos e infiritas términos negativos. Para estas series los problemas de convergencia ofrecerdn
mayores dificaltades, y sélo para algunas series en concreto podremos conseguir resultados
practicos y generales.

Una prinsra forma de estudiar la convergencia de estas series es estudiar su convergencia
absoluta:

Definiciéns11 Una serie de términos cualesquiera ) | a, es absolutamente convergente,
si la serie ¥ ia,| (es decir, si la serie obtenida de la anterior al considerar todos sus términos
positivos) e nenvergente.

La convagencia absoluta nos ayuda a estudiar la convergencia de una serie ya que se verifica:

Proposiciim 5.23 Si una serie es absolutamente convergente entonces dicha serie es conver-
gente.

No obstsite, hemos de remarcar que la anterior condicién sélo es necesaria y no suficien-
te para estsdiar la convergencia de una serie de términos cualesquiera, es decir, hay series
convergente pero que en valor absoluto son divergentes. Precisamente, a las series que son
convergent& pero no absolutamente convergentes se les llamard series semiconvergentes.

Otro caw: que también puede analizarse facilmente es el caso particular en que la serie sea
alternada (& decir, los términos son alternativamente positivos y negativos; son series de la
forma ) (-E§“+1 an, con an, > 0Vn). A este tipo particular de series, ademds de poder estudiar
su convergeia absoluta, podemos aplicarle el siguiente criterio:

Proposiciin 5.24 (Criterio de Leibnitz) Si(a,) es una sucesidn mondtona decreciente con
limite cero,eatonces la serie alternada ) (=1)"" a, es convergente. Ademds, si S, representa
su suma n-sima (es decir, la suma de sus n primeros términos ), el error cometido al aprozimar
la suma S fe la serie mediante S, es menor que el primer término que se desprecia, es decir,
se verifica

0 < (=1)"(S = Sn) < ant1

La ultins forma que utilizaremos para estudiar la convergencia de series de términos cuales-
quiera 3 a, :seré considerar dos series de términos positivos - Zn ¥ 3 Yn, la primera formada
por todos bs términcs positivos de ) a, y la segunda por sus términos negativos cambia-
dos de sigm. ambas tomadas en el mismo orden en que aparecen en > an. Ast, existirdn tres
posibilidades para el cardcter de 3 an, como se muestra en el siguiente resultado:

Proposicisn 5.25 En las anteriores condiciones, se verifican:
(a) Si B dos series de términos positivos asociadas son convergentes, la serie Sa, es

convergentt © se tiene
D=, %= W

(b) Si wms de ellas es convergente y la otra es divergente, la serie 3" ay, es divergente.
(c) Si @whas son divergentes, no podremos afirmar nada sobre el cardcter de ) an.



