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TEMA 5: DIAGONALIZACION DE
MATRICES CUADRADAS

PROGRAMA DETALLADO:

5.1 Valores y vectores propios. Polinomio caracteristico.

5.2 Definicion y caracterizacion de matrices diagonalizabes.

5.3 Dos aplicaciones de la diagonalizacion.
5.3.1 Calculo de potencias de matrices diagonalizables.
5.3.2 El teorema de Cayle-Hamilton. Aplicacién al calcuddalinversa de una
matriz.

5.1 Valores y vectores propios. Polinomio

caracteristico.

Dado un endomorfismb: V - V, siendoV un R-espacio vectorial de dimension finita, y
[lamandoA a su matriz asociada en una cierta bas¥,deamos a estudiar en este tema si existe
un cambio de base tal que la nueva matriz asociddmasta nueva bas#’, (que sabemos es
semejante &; es decir, sabemos que existe una matriz inverfttiel queA’ = P~*AP) sea lo
mas sencilla posible. En concreto, veremos cuando es pasihkeguir qud’ sea diagonal.

En este estudio que pretendemos realizar en este tema,oseqem® juegan un papel
fundamental aquellos vectoress V no nulos tales quiv) es proporcional &, es decir
f(V) = AV, o en forma matriciah : V = 1 - V :

Definition Sea Ae M (R) y A € R. Se dice qué& es unvalor propio (o autovalor) de A si

existe un vectow = (v1,Vz,...,Vn) € R"tal que A-V = 1 -V, es decir tal que

En tal caso, se dice qué es elvector propio(o autovecto) asociado al valor
propio A. Al conjunto de todos los vectores propios asociados a ummisalor
propio 4, que se demuestra que forman un subespacio vectorial del&/|lama
subespacio vectorial propio asociado al valor progipy lo representaremos por

V1 V1
V,1= VZ(Vl,Vz,...,Vn)ERn|A =1
Vy Y

Proposition Seaml,u € Rvalores propios distintos de A M, (R). Entonces:
a) V, es un subespacio vectorial d&'.

b) VNV, = 0.



c) Si{Vi,.... W%y} € V. y{Wi,...,Ws} < V, son conjuntos de vectores libres
entoncesvy, ...,Vr,W1,...,Ws} €S un sistema libre.

¢, Como calcular los valores propios? El siguiente resul@dandica lo que tenemos que
hacer:

Proposition Los valores propios son las soluciones de la ecuacion (lGaeguacion
caracteristica

A= AL| =0

Remark Al polinomio gx) = |A— xZ»| se le llamapolinomio caracteristicoDe la
anterior proposicion se deduce que los valores propios dematriz cuadrada no
son sino las raices de su polinomio caracteristico.

Definition Se define lanultiplicidad de un valor propiode una matriz cuadrada como la
multiplicidad de éste como raiz de su polinomio caractixdst

Example Hallar los valores propios y los subespacios vectorialegpos asociados del
endomorfismo dé&k® dado por:

f(X,y,2) = (X, X+ 2y,4X+ 22)

Example Ildem para las siguientes matrices:

1 20 50 -4 1-1-1
A= -1 31 [;B= 03 0 |[[C= 1-10
0 11 2 0-1 1 0 -1

5.2 Definicion y caracterizacion de matrices
diagonalizables.

Definition Una matriz Ac M,(R) esdiagonalizablesi es semejante a una matriz diagonal,

es decir, si existe una matriz P invertible &PGLn(R), tal que P1AP = D, siendo
D una matriz diagonal.

El siguiente resultado nos caracteriza cuando una matdimgsnalizable:

Proposition Sea Ae M,(R) y seanti, Ao, ...,Ar € RSus valores propios con
multiplicidades respectivasiym,, ...,m; (evidentemente, m my +...+m; = n).
Entonces A es diagonalizable si y solo si su polinomio carético fgx) solo tiene
raices reales y la multiplicidad de cada valor progipcoincide con la dimension
del subespacio propio asociadg, V

Remark En base al resultado anterior se demuestra:



a) Si una matriz cuadrada de orden n tiene n valores propiesrdos, ésta es
diagonalizable.

b) Toda matriz simétrica es diagonalizable.
Example Estudiar si son diagonalizables las matrices del ejemplkeaor.

Example Analizar si es diagonalizable el endomorfismoZfedado por:
f(X1,X2,X3,X4) = (X1 + X2,X2,X3 + X4,—X3 — X4)

Remark Observamos que el término diagonalizable se lo aplicamdistintamente a
una matriz o a un endomorfismo (en este Ultimo caso, nosimedsra su matriz
asociada). Lo mismo ocurre con los términos valores y vestpropios,
multiplicidades, etc.

El resultado anterior nos dice cuando una matriz es diagatéed. Pero en caso que lo sea...
¢seremos capaces de hallar la maral queP~*AP = D? En tal caso, ¢.cual es la matriz
diagonalD que se obtiene? Efectivamente ésto es posible, como nasiiekdsiguiente resultado:

Proposition Sea A M,(R) una matriz diagonalizable, y sedn, A, ...,Ar € Rsus valores
propios con multiplicidades respectivag,ms, ...,m,. Entonces A es semejante a
una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal priricspa los valores
propios, contados cada uno tantas veces como multiplicideen. Ademas la
matriz P asociada a dicha matriz (y a la que se denonmiradriz de paspes la
matriz cuyos mprimeros vectores columnas son los elementos de una basg de V
los mp siguientes vectores columnas son los elementos de una bake, @tc.

Example Estudiar si el endomorfismo d&® dado por
fX,y,2) = X+ 2y+ 10z2x+y+ 10Zz—x -y — 62)

es diagonalizable. En caso afirmativo, obtener la matripdso P y la matriz
diagonal D

5.3 Dos aplicaciones de la diagonalizacion.

Céalculo de potencias de matrices diagonalizables.

SeaA € M,(R) una matriz diagonalizable, e imaginemos que pretendeniogiasAX,
siendok un numero natural. Veamos como la diagonalizacion de neatrios da una forma facil
de obtener dicha potencia:

ComoA es diagonalizable, existifaregular tal queP~*AP = D. Por tanto se tendra que
A = PDP1, Asi,

Ak=A.A...0A = (PDP1)(PDP?)..-®0(PDP!) = P.D---®D . P~ = PDkP1

lo cual nos da un método para el calculo de la potekeigimade una matriz, que puede ser
mas sencillo que multiplicak por si mismdk veces, ya que la potendia- simade una matriz
diagonal es otra matriz diagonal cuyo eleme(to es la potenci& — simade la matriz original.



Example

El teorema de Cayle-Hamilton. Aplicacion al calculo de la inersa de

una matriz.

El teorema de Cayle-Hamilton, cuyo enunciado daremos am@dion, nos permitira, entre
otras cosas, resolver sistemas de ecuaciones difereliales con coeficientes constantes,
cosa que veremaos en un posterior tema. Aqui veremos oteaeidin (calculo de la inversa de
una matriz mediante el calculo de potencias de la misma):

Theorem Teorema (Cayle-Hamilton)Si p(x) es el polinomio caracteristico de A,
entonces (A) = 0.

Este resultado nos permite calcular la inversa de una nataidrada regular:
SiA € GLy(R) y p(X) = X"+ an1x™ +...+a1X + ap es su polinomio caracteristico, como
p(A) = 0 tendremos

0=A"1.pA) = A YA + a1 A™L +. . +a1A + aol,) =
= A"+ a, 1A +. . +aglly + agAt
de donde, despejando? resultara
A=A (A s A2 4 )

Example Aplicando el teorema anterior, calcular la inversa de la nat

1 20
A= -1 31
0 11
Nota final.

Cuando estudiemos el concepto de ortogonalidad, verengosrgandomorfismo simétrico
(o matriz simétrica) se puede diagonalizar "ortogonalmient



