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Introduccion y Ejemplos

Un caso particular de problemas de optimizacion son los [@ofas de optimizacion o
programacion lineal. Un problema de programacion lineaité como objetivo la optimizacién
(maximizacién o minimizacién) de una funcion lineal bajstrieciones de igualdad y/o
desigualdad lineales en las incognitas, donde tanto el mame variables como el nimero de
restricciones es finito.

A pesar de este planteamiento tan restrictivo, ya que el foagelimita a la utilizaciéon de
cierto tipo de funciones que no son frecuentes en el mundgasdécnicas de programacion
lineal son utilizadas en multitud de problemas al intentatimizar algin aspecto del
comportamiento de un sistema, como puede ser la asignaeiéecdrsos, la planificacion de
produccion, problemas de dietas, el tiempo de evolucibmderoceso, control de
contaminacion, etc.

La programacion lineal ha demostrado desde hace tiempoikdad como modelo
significativo de numerosos problemas de distribucion yet@ifnenos econdmicos.

La programacion lineal es un caso especial de optimizacetemmatica con restricciones en
el que todas las funciones que aparecen en el problema safelinen las incognitas. A pesar de
este planteamiento tan restrictivo, ya que el modelo sedimla utilizacién de un tipo particular
de funciones, que por otra parte no son muy frecuentes enddslos reales, las técnicas de
programacion lineal son utilizadas en muchos problemas.

Se exponen a continuacién algunos ejemplos clasicos @Gegihes que tienen una
formulacién natural dentro del @mbito de la programacidedi.

Example (Problema de la dieta) Con este problema tratamos de determinar la dieta mas
econOmica que satisfaga las necesidades nutritivas m@bésicas para una buena
salud. Dicho problema lo tendria, por ejemplo, el médicoaggado de la dieta de
un colegio o el duefio de una granja. Para plantear el problemaongamos que
podemos adquirir n alimentos diferentes, siendel@recio del i-ésimo alimento.



Para componer una dieta necesitamos una serie de nutribdsEsos como
proteinas, vitaminas, hierro, etc.; supongamos por tane kjay m nutrientes
basicos. Con el fin de conseguir la dieta equilibrada, cau#ividuo debe recibir al
menos bunidades diarias del nutriente j-ésimo. Cada alimento iteodra una
determinada cantidad del nutriente j por unidad; sgaacantidad de nutriente j
que tiene cada unidad del alimento i.

Si definimos la variablepcomo nimero de unidades del alimento i que forman
parte de la dieta, el problema consistira en seleccionamMaleres de estas
variables{x;} de forma que minimicen el coste total, pero satisfaciendo la
necesidades nutritivas. El coste de los alimentos empkeasiara representado
mediante la funcion objetivo

Cle + -+ Can
mientras que las restricciones nutritivas vendran dadasgbsistema

Xy, + ... + aiXn = b

amiX1 + ... + amnXn = bm

ademas hay que tener en cuenta que las variables son no nagjati
Xj >0,Vj=1,...,n.

Example (Problema del transporte)  Supongamos que una empresa elabora un
determinado producto y dispone para ello de msucursalesstimis puntos de m
Una empresa debe enviar las cantidades a, an de cierto producto desde m
lugares y recibirse en cantidades,b.. b, en n destinos.

Si g; es el coste de envio por unidad de producto desde el origetia leh
destino j, deseamos determinar las cantidadea gnviar desde el origen i al
destino j para que se minimice el coste total del transp@adtisfaciendo las
necesidades de demanda de cada destino.

Para formular el problema como un problema de programacineadl| se
dispone la siguiente matriz:

X11 ... Xin| A1
Xm]_ o an am
b]_ cee bn

La i-ésima fila define las variables asociadas al origersinéo, mientras que la
columna j-ésima determina las variables asociadas al jrésilestino. El problema
consiste en situar variables no negativag, &n la matriz, de modo que la suma de
la i-ésima fila sea g la suma de la j-ésima columna segytda suma:

n m
22 i
1 i1

gue representa el costo total del transporte sea minimaulBegsor tanto el
siguiente problema de programacion lineal:



Minimizar 3, CjX;
Sujeto a
Zjn=lxij =a Ii=1,..m
Zirleij =b j=1,...,n
Xj >0 Vi, j

Obviamente para que las restricciones:

20X = a

driXi = Dby

sean consistentes, se debe dar la relacion:
m n

>a-3n
i=1 =1

es decir la cantidad recibida es igual a la cantidad enviada.

Example (Problema de almacenamiento)  Queremos dirigir un almacén comprando y
vendiendo la existencia de cierta mercancia con el fin deirmaar el beneficio en
un periodo de tiempo determinado. El almacén tiene una ddpddija C y hay un
coste r por cada unidad almacenada durante un periodo depierSabemos que el
precio de la mercancia varia en determinados periodos thegee(meses). En un
periodo cualquiera se mantiene al mismo precio tanto de caropmo de venta.
Inicialmente el almacén esté vacio y al final del periodobé&n tiene que estar
vacio.

Para la formulacion de este problema introducimos varialpara cada periodo
de tiempo. Sea;l nivel de existencias en almacén al principio del periaddaa u
la cantidad comprada durante i y k& cantidad vendida en ese mismo periodo. Si
gueremos controlar la direccion del almacén durante n pgo®de tiempo, tenemos
que plantear el siguiente problema de programacion lineal:

Minimizar > pisi - rxi
Sujeto a
Xi+1 = Xj + Uj — S i = 1,....n
0= Xn+Uy—Sn
Xi+z =C
X1 =0
Xi,Ui,Si,z > 0

Donde p es la ganancia de cada objeto vendido, es decir, el precicedéaumenos
el precio de compra.

Si por ejemplo n= 3 tenemos:



—-U1 +S1 0
—X2 —Uz2 +Sp +X3 0

X2 +2; C

—X3 —-U3z +S3 0

X3 +z3 | C

Se puede observar que la matriz de coeficientes puede sspama bloques corres
pondientes a las variables en los distintos periodos degeerhos Unicos bloques
con valores distintos de 0 son los diagonales y los situadioediatamente encima
de la diagonal. Esta estructura es la usual en los problemessimplican tiempo.

Example (Problema de produccién)  Sea una instalacion que puede dedicarse an
actividades productivas diferentes, y supongamos que aeiilddad produce
diferentes cantidades de m productos. Cada actividad ptesdizarse a cualquier
nivel x > 0, pero a nivel unitario, la actividad i-ésima cuestaygroduce a
unidades del j-ésimo producto, podemos plantear el probldenminimizar costes
como un problema de programacion lineal.

Si suponemos linealidad en la capacidad de produccién, yasendconjunto de
m numeros, b ...,bm, que describen las necesidades de produccién de los m bienes
Podemos pensar en producir estos a un costo minimo, en esieestamos
planteando un problema de programacion lineal similar ahper problema
expuesto (problema de la dieta).

Ejemplos.

Example (Problema de la dieta)Con este problema tratamos de determinar la dieta mas
econdmica que satisfaga las necesidades nutritivas miirésicas para una buena
salud. Dicho problema lo tendria, por ejemplo, el médicoaggado de la dieta de
un colegio o el duefio de una granja.

Supongamos que podemos adquirir n alimentos diferentas ¢ @s el precio
del i-ésimo alimento. Para realizar una dieta necesitamus serie de nutrientes
basicos como proteinas, vitaminas, hierro, etc. Suponggmotanto que hay m
nutrientes basicos. Para conseguir la dieta equilibradad& individuo debe recibir
al menos punidades del nutriente j-ésimo cada dia. Cada alimento i earstener
una determinada cantidad del nutriente j por unidad. Sgéaacantidad de
nutriente j que tiene cada unidad del alimento i.

Si hacemosix= numero de unidades del alimento i en la dieta, el problema
consiste en seleccionar los valores{geg; de forma que minimicen el coste total:
Cle + -+ Can

Sujeto a las restricciones nutritivas:

Xy + ... + aiXn = b

alel + cee + aman bm

v

juntoconx >0,Vj =1,...,n.



» Ejemplo del problema de la dieta

El departamento de Nutricion del Hospital General Mountaaw prepara 30 menus de
cena, uno por cada dia del mes. Una comida consiste en etippgue, patatas, espinacas y
pastel de manzana. El director del departamento de Nutridétermina que esta comida debe
proporcionar 63000 mg de proteinas, 10 mg de hierro, 15 mgagéa, 1 mg de tiamina y 50
mg de vitamina C. Cada 100 gramos de esta comida propor@arantidad de nutriente y grasas
indicadas en la tabla.

Proteinas Hierro Niacina Tiamina Vit. C Grasas
Espagueti 5000 1.1 1.4 0.18 0 5000
Pavo 29300 1.8 5.4 0.06 0 5000
Patatas 5300 0.5 0.9 0.06 10 7900
Espinacas 3000 2.2 0.5 0.07 28 300
P. manzana 4000 1.2 0.6 0.15 3 14300

Para evitar demasiada cantidad de un tipo de comida, no delo@se en ella mas de 300 g
de espagueti, 300 g de pavo, 200 g de patatas, 100 g de egynHo@ g de pastel de manzana.
Se desea determinar la composicion de una comida que satisfarequerimientos nutricionales
y proporciona la minima cantidad de grasas.

FORMULACION

1. Variables de decision.

X1 = numero de 100 g de espaguetis a incluir.

X2 = numero de 100 g de pavo a incluir.

X3 = numero de 100 g de patatas a incluir.

X4 = numero de 100 g de espinacas a incluir.

Xs = numero de 100 g de pastel de manzana a incluir.

2. Funcion objetivo.

Minimizar 50003 + 5000k, + 79003 + 300x4 + 1430Xs (grasas)

3. Restricciones.

500x; + 2930k, + 530k; + 300ks + 400ks > 63000 (proteinas)
1.Ixps + 1.8 + 0.5 + 2.2 + 1. > 10 (hierro)
1.4x; 5.4x; 0.93 0.5¢4 + 0.6xs > 15 (niacina)
0.18; 0.06x; 0.06x3 0.0%s + 0.15% > 1 (tiamina)
10x3 281+ 3Xs > 50 (vit, C)

0<x1<3,0<%x<3,0<x3<2,0<x4<1,0<x%x5< 1.

Example (Problema del transporte)Una empresa dedicada a la fabricacion de
componentes de ordenador tiene dos fabricas que produespectivamente, 800 y
1500 piezas mensuales. Estas piezas han de ser transpepdddss tiendas que
necesitan 1000, 700 y 600 piezas, respectivamente. Lassadstransporte, en
céntimos de euro/pieza, son los que aparecen en la tabléesigu

Tienda A TiendaB Tienda C
Fabrica | 3 7 1
Fabrica Il 2 2 6



¢, Como debe organizarse el transporte para que el coste sampf?

En este tipo de problemas se exige que toda la produccionisgéddida a los
centros de ventas en las cantidades que precisa cada undaptw, no pueden
generarse inventario del producto ni en las fabricas ni endentros de ventas. En
consecuencia, los 800 articulos producidos en la Fabricabeh distribuirse en las
cantidades ¥,z a A, By C, de manera que

X+Yy+z= 800
Pero, ademds, si desde la Fabrica | se envian x unidades a&ledaiA, el resto,
hasta las 1000 necesarias en A, deben ser enviadas desdéliz# #; esto es,
1000- x unidades seran enviadas desde la Fabrica Il a la Tienda Anfd@mo
modo, si desde la Fabrica | a la Tienda B se envian y unidadess® necesario,
700-y, deben enviarse desde la Fabrica Il. Y lo mismo para C, qoibir@ z desde
| y 600- z desde Il. En la siguiente tabla de distribucion se resuntidbo:

alaTiendaA alaTiendaB alaTiendaC

Envios
(1000 (700 (600
Desde la Fabrica |
! X y 800-x-y
(800
Desde la Fabrica Il
! 1000- x 700-y X+y— 200

(1500

La ultima columna la hemos obtenido de la siguiente formanGa+ y + z = 800,
se tiene que z 800- x—y, de donde, 606 z = 600- (800— x—y) = x+Yy— 200.
Ahora bien, todas las cantidades anteriores deben ser negymiguales que cero.
Por tanto, se obtienen las siguientes desigualdades:

x> 0; 1000-x>0; y > 0; 700-y > 0; 800-x-y > 0; x+y—-200> 0
Simplificando las desigualdades anteriores, se obtieassiguientes inecuaciones:
1000> x> 0; 700>y >0; 800> x+y >0

Recordemos que nuestro objetivo es abaratar al maximo Istesale transporte.
Estos costes se hallan multiplicando las cantidades eagiadlesde cada fabrica a
cada tienda por los respectivos costes de transporte unit&si, se obtiene:

Z = f(x,y) = 3x+ 2(1000- x) + 7y+ 2(700-y) + (800— X —y) + 6(x +y — 200) =
= 6x+ 10y+ 3000
En definitiva, el programa lineal a resolver es :
Minimizar : Z = 6x+ 10y+ 3000
sujetoa: 1000> x>0

700>y >0

800> x+y >0
La region factible se da en la imagen del margen. Sus vérticesA(200,0) ;
B(800,0) ; C(100,700) ; D(0,700) y E(0,200).El coste, ebvale Z en cada uno de
€so0s puntos, es:

Z(A) = 420Q Z(B) = 780Q Z(C) = 1060Q zZ(D) = 1000Q Z(E) = 5000

Por tanto el minimo se da en A, cuande 200 e y= 0. Luego, las cantidades a
distribuir son:



alaTiendaA alaTiendaB alaTiendaC

Envios
(1000 (700 (600
Desde la Fabrica | 200 0 600
(800
Desde la Fabrica ll 800 200 0

(1500

Example (Problema de almacenamientolJn barco tiene las siguientes capacidades de
almacenamiento en sus bodegas de popa, centro y proa. Léssldel barco
pueden elegir una porcién o toda la carga de los productos 2 @B cuyas
caracteristicas se tabulan a continuacion.

BODEGA CAPACIDAOTM) CAPACI DAD(M3)

PROA(1) 3.000 130000
CENTRO(2) 2.000 100000

POPA(3) 1.500 30000

BENEFICIO
PRODUCTOS TM A TRANSPORTAR3/WM ]
(miles eurofT M)

A 3.500 60 8
B 2.500 50 7
C 2.000 25 6

Para plantear este problema, definimos las variablgs-foneladas del producto j
(j = A,B,C) acargar enlabodegai (£ 1,2,3). Asi, el problema consiste en
maximizar el beneficio del viaje, o lo que es lo mismo, madnia funcion
objetivo, que viene dada por

Z= 8(X1A + Xoa + X3A) + 7(X13 + XoB + X3B) + 6(X1(; + Xoc + X3c)

sujeto a las siguientes restricciones: (Vemos primero &asapacidad en TM de
cada bodega; despues la capacidad en tie cada bodega; y por Gltimo el limite de
capacidad de cada producto

X1a + X18 + X1c < 3.000

Xoa + XoB + Xoc < 2.000

X3a + X3 + Xac < 1.500
60x14 + 50x18 + 25X ¢c < 130.000
60%4 + 50%8 + 25%¢c < 100.000
60Xsa + 50x38 + 25x3¢c < 30.000



X1a + Xoa + X3a < 3.500
X1B + Xog + X3 < 2.500

X1c + Xoc + X3¢ < 2.000
y por supuesto, también ha de ser
Xj >0( =ABC)(i=123)

Example (Problema de produccion / asignacion de recursoS)pongamos que una
fabrica de cervezas produce tres tipos distintos: negra (dia (R) y sin alcohol
(S). Para su obtencién son necesarios, ademas de agua Y|(gark los cuales no
hay limite, malta y levadura, que limitan la capacidad d&de produccion. La
siguiente tabla nos da la cantidad necesaria de cada sugtgara producir un
litro de cada una de las respectivas cervezas, los kilosotigpes de cada recurso y
el beneficio por litro de cada cerveza producida. El probdetiel fabricante
consiste en decidir cuanto debe de fabricar de cada cervamaque el beneficio
diario total sea el maximo.

N| R| S Disponibilidad
Malta | 2| 1|2 30
Levadura 1 2 2 45
Beneficio| 4| 7 3

Siguiendo el esquema inicial, tomamos como variables dsidac

x1 = produccion en litros de N por dia
X2 = produccién en litros de R por dia
X3 = produccion en litros de S por dia

Un plan para producir, x litros de N, % litros de Ry % de S se denomina plan
0 programa de produccion que representamos por el veatokz, X3).

Esta claro que no es posible utilizar mas recursos de losoaigpes, de forma
gue si observamos la tabla de los datos, vemos que:

X1 litros de N necesitan 2x; kilos de malta
X2 litros de R necesitan 1x, kilos de malta
X3 litros de S necesitan 2x3 kilos de malta

y que la disponibilidad diaria de malta es de 30 kilos. Porttaras tres
variables de decision deben satisfacer la desigualdad:

2X1 + X2 + 2X3 < 30
que representan

(recursos utilizados¥ (recursos disponibles)
Esta imposicion sobre las variableses una de las restricciones al problema.

Analogamente, si observamos la siguiente fila de la tableedarsos, y teniendo en
cuenta la disponibilidad diaria de levadura, tendremoséatriccion



X1+ 2% + 2X3 < 45

Habria que afadir también las condiciones de no negatividiaths variables
de decision, es decir:

x>0 (j=1273)

pues no tiene sentido un plan de fabricacion con cantidadgstivas para las
variables x.

Finalmente el Ultimo apartado seria la construccion de ladidn objetivo. En
este caso pretendemos que el beneficio total sea maximtamorla funcion
objetivo seré el beneficio diario que obtenemos por lpktsos diarios de N, los x
litros de Ry los x litros de S, es decir, sera la funcion:

Z=4X1 + 7% + 3X%3

gue hay que maximizar. En resumen podemos formular el prabtie asignacion
de recursos o de planificacion de produccion, como el dergeter los valores
para xi, X2, X3 que resuelven el problema

Maximizar z= 4x; + 7%z + 3X3
Sujeto a

2X1 + X2+ 2%3 < 30

X1+ 2% +2X3 < 45

X1,X2,X3 > 0

Solucion Gréafica de Problemas Lineales

En problemas de programacion lineal de 2 o 3 variables posemiizar un procedimiento
grafico para resolverlos. Aunque en realidad rara vez suypgeblemas de este tipo, esta técnica
es muy util para ayudar visualmente a comprender muchogptogy términos utilizados
posteriormente.

Las fases del proceso de solucion gréfico son:

1. Dibujar un sistema de coordenadas cartesianas, dondariables de decision estén
representadas por los ejes.

2. Dibujar en el sistema coordenado las restricciones dbl@ma, incluyendo las de no
negatividad. Notar que una restriccion de desigualdaséeina region limitada por una
linea recta (2D) o un plano (3D) al considerar esa restmccgno una igualdad. La
interseccion de todas las regiones se denomagedn factible o espacio de solucionesie
es un conjunto convexo. Si esta region no es vacia seguimggento siguiente, en caso
contrario, no existe ninguna solucion que satisfaga sénelimente todas las restricciones y
el problema efactible

3. Determinar los puntos extremos (aquellos que son irdei@® de dos 0 mas restricciones)
del espacio de soluciones. Evaluar la funcién objetivo es psintos, y aquel o aquellos que
maximicen (o0 minimicen) el objetivo, corresponden a lasaohes 6ptimas del problema.
llustraremos este método mediante un ejemplo:

Example Tengamos el problema siguiente:



Maximizar z= 2X; + X2
Sujeto a
5x1 + 2x2 < 10
3X1+5x2 < 15

X1, X2 > 0

Solucion grafica de un problema lineal

Los extremos sofA = (0,3);B = (20/19,4519);C = (2,0),0 = (0,0)} con
valores para la funcion objetivé3,85/19,4, 0} respectivamente. Por tanto el valor
Optimo se encuentra g20/19,45/19). (figura anterior).

Un método gréfico alternativo se tiene a partir delliasas de isobenefici@n caso de
maximizacion) o désocostgen el de minimizacion). Cada isolinea contiene el conjaeto
puntos en los que la funcion objetivo toma el mismo valor.axet hecho de que al ser todas las
restricciones lineales, la region factible es un conjunto/exo y al ser la funcidn objetivo lineal,
una solucién 6ptima estara en uno de los puntos extremosregita factible.

Cuando dos puntos extremos del conjunto estan unidos y smiates 6ptimas del
problema, entonces el problema posekiciones éptimas alternativagpodemos afirmar que
todos los puntos que existen en el segmento que une a los oS @Extremos Optimos son
solucion del problema. En este caso el problema posee unratmfi@ito de soluciones éptimas.

Cuando la region factible del problema es vacia, entoncésypoingln vector que
satisfaga todas las restricciones simultaneamente y elgma se denominafactible

Si alguna de las restricciones no influye en la determimedela region factible se dice que
es una restriccioredundante

El problema es umodelo no acotado consolucion no acotadauando la solucion éptima
del problema es, es decir para cualquier punto de la regidn factible, siersprpuede encontrar
otro punto factible que nos dé un menor (mayor en el caso demzacion) valor para la
funcidn objetivo yalor infinito), o también cuando siendo el valor 6ptimo de la funcién olget
finito, es solucién un punto cuyas componentes tienden@tm{solucion infinitd. En estos
casos se deberia revisar el planteamiento inicial del enob) porque no se puede esperar, por
ejemplo, que con recursos limitados obtengamos benefloiatados.

Ejemplos
Damos a continuacion varios ejemplos en 2 dimensiones (reranejor visualizacion) de



los posibles tipos de soluciones que podemos encontras@les un problema de programaciéon
lineal.

Example (Soluciones alternativas)

Maximizar z= 6x; + 10%
Sujeto a

5x1 + 2%, < 10
33Xy +5x, < 15
X1, X2 > 0

Problema lineal con soluciones alternativas
Observamos en la figura que cualquier punto sobre el segm®&ntB es una
solucion 6ptima del problema.

Example (Problema infactible)
Minimizar z= X1+ X2
Sujeto a
X1+X2<1
4X1 + 2% > 6
X1,X2 >0



dx, + 2z = 6

1.8 2 215 = 35 4

Problema lineal infactible
No hay interseccioe= La regién factible es vacia (figura anterior). En este caso
convienene examinar nuevamente el problema variandacdigente las
restricciones iniciales.

Example (Restricciones redundantes)

Maximizar z= 2X; + Xo

Sujeto a

X1+ X2 <2
—X1+X2 <3
31+ 2% <10
X1,X2 > 0

Jxg e 2x,= 10

Problema lineal con restricciones redundantes
Como se puede apreciar en la figura anterior, las dos Ultimess$ricciones son
redundantes, y podemos prescindir de ellas.

Example (Problema no acotado. Valor infinito)



Maximizar z= 2x; + 5x,
Sujeto a
X1+X2>4
X1 > 2

X1,X2 > 0

Problema lineal no acotado (valor infinito)
Esta claro a partir de la figura anterior que al maximizarz2x; + 5xz, la solucion
seria(oo,), y por tanto el problema es no acotado. El valor de z se puederhan
grande como queramos.

Example (Problema no acotado. Solucion infinita)
Minimizar z= —10x + 4x2
Sujeto a
X1—X2 <2
5x1 —2x2 < 16
X1,X2 > 0



Problema lineal no acotado (solucion infinita)
El minimo se alcanza para-=zz —32, que es finito; pero, como se aprecia en la figura
anterior a lo largo de toda la semirecta con origéh 2), hay infinitos puntos, y
también puntos solucion cuyas coordenadas tienden a



