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2.1 Matrices y operaciones.

2.1.1 Primeras definiciones.
SeaK un cuerpo (que normalmente sera el de los niumeros rRades de los complejo€).
Se llamamatriz nxmsobre K a toda aplicacion

A:{1,2,...mx{1,2,..m > K

es decir, a cada parefaj), coni € {1,2,...n}yj € {1,2,...m}, se le hace corresponder un
elementdA(i,j) € K, al que normalmente denotaremos pprSe dice que; es el elemento
(i,j) de la matrizA. A la matrizA la representaremos pér= (aj ;‘jll‘j:hm; o simplemente por
A = (a;j). Denotaremos pdvl,w(K) al conjunto de las matricesxmsobreK. A los elementos
deK se les llamascalares

La forma de representar la matriz anterior es ordenandaoiaganes (es decir, sus

elementos) en una "caja” que constarddas y dem columnas de la forma

a1 a2 ... Aim

d1 dz2 ... Qazm
A =

dnl aAp2 ... Amm

y se dice qué\ tienen filas y dem columnas.



Definition Vectores fila y vectores columna.

Example Veamos urjemplode una matriz real (matriz con elementos sof)ey otro de
una matriz compleja (con elementos soldde

1 2 3 2+31 3-i
A= 0-12 |; B= 4+31 —4-i
3 2 4 2-2i -2+3i

Definition Dada una matriz A= (aj) € Mnxm(K), se llamamatriz traspuestale A, a la
matriz AT = (&) € Mmx(K), es decir, a la matriz resultante de cambiar las filas
por las columnas. Por ejemplo, si

1 2 3 1 0 3
A= 0 -1 2 entonces AT = 2 -1 2
3 2 4 3 2 4

Definition Si en una matriz coinciden el nimero de filas y de columnadeeis, sin=m,
diremos que la matriz esuadrada Al conjunto de las matrices cuadradas nxn sobre
K'lo denotaremos por M K).

Definition Matriz opuesta. Matriz nula. Matriz fila. Matriz columna. Mtriz diagonal.
Matriz triangular superior (ai,- =0sii> j). Matriz triangular inferior
(aj = 0sii<j).Matriz simétrica(A = AT). Matriz antisimétrica(AT = -A).
Matriz identidad. Submatriz.

2.1.2 Operaciones con matrices.

Definition (Suma)Si A= (aj) € Mam(K) y B = (bjj) € Maxn(X), se define lanatriz
sumaA + B como la matriz resultante de realizéai; + bjj) € Mpm(K).

Proposition EIl conjunto Mxn(K) con la operacion anteriormente definida, es un grupo
abeliano.(Nota: Hacer la demostracion)

Definition (Producto de un escalar por una matri8i A= (aj) € Mum(K) y o €s un
escalar ¢ € K), se define lanatriz producto por escalares - A como la matriz
resultante de realizafa - ajj) € Mnm(K).

Proposition EIl conjunto Mxn(K) con las operaciones y - anteriormente definidas, es un
espacio vectorial sobré. (Nota: Hacer la demostracion)

Definition (Producto de matricespi A= (aj) € Mum(K) y B = (bjj) € Mmx(K), Se
define lamatriz productoA - B como la matrizcj) € Mnx(K) donde
Cij = Z:;l aikbyj, con 1<i < n,1 <j <r. Notemos que el producto de dos
matrices solo puede realizarse cuando el nUmero de coluhaés primera



coincide con el nimero de filas de la segunda.

Example Varios.

Proposition El producto de matrices (siempre que pueda realizarsefivarias propiedades
asociativa y distributiva. En general, no tiene porqué clireg la propiedad
conmutativa.

2.1.3 Operaciones elementales en matrices.

Definition SiA= (aj) € Mun(K), se define efangode A, y se denota por rgA, al rango
del conjunto de los vectores fila (que coincide con el rang@ahjunto de los
vectores columna), es decir, al nUmero de vectores fila [l@aaona) que son
linealmente independientes.

Para calcular el rango de una matriz de forma practica, asldmfps determinantes (como
veremos en el apartado siguiente) necesitamos unas hentasigue se conocen con el nombre
deoperaciones elementales fila y columnaAsi, dada una matria € M(K) estas
operaciones son tres:

1. Intercambiar dos filas (o columnas) de la ma#iz

2. Multiplicar una fila (columna) por un escalare K no nulo.

3. Sumar a una fila (columna) otra fila (columna) multiptiegoor un escalar € K.

Para evitar equivocos que se pueden producir al utilizastintamente operaciones
elementales fila y columna, a partir de ahora vamos a traiajeamente con operaciones
elementales fila.

Como consecuencia de un resultado que se vera en el Capthlspacios Vectoriales se
obtiene el siguiente Teorema:

Theorem Elrango de una matriz no varia al realizar una operacion ebeal sobre ésta.

Definition Dadas AB € Mnxm(K) diremos que A y B soequivalentessi existen
PeMnK)yQe Mn(K)talesqueB=P-A-Q.

Proposition Sean AB € Mnxm( K). Entonces:
i) Ay B son equivalentes si y solo si rgArgB.
17r 0rx(m—r)
i) rgA = r siy solo si A es equivalente|a

O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

2.1.4 Matrices invertibles.

Definition Dada Ae Mu(K) diremos que A esvertible, regular o no singularsi existe
B € Mn(K) tal que A-B = B - A = I,. Se dice en este caso que B es la inversa de
A,y la denotaremos porA

® Se puede demostrar que la inversa de una matriz, si exidiejes
® Denotaremos pdeL,(K) al conjunto de las matricéd,(K) que son invertibles.



Proposition SiAB e GLy(K), se verifican:
a) (A=A
b)A-Be GL(K)y(A-B)™* =B1.A1
c) Sea A GL,(K). Entonces A es invertible siy sélo si rgAn.

Método para el calculo de la inversa de una matriz invertible
SeaA € GL,(K). Consideremos la siguiente matriz descompuesta en blggued,).
Entonces, realizaremos operaciones elementales a kagélasta matriz de bloques con el
objetivo de conseguir en el 1er blogue la matriz identidadoSs posible obtenerla, es geo
es invertible; si somos capaces de obtenerla, la matritaesel en el segundo bloque es la
inversa buscada.

Example Obtener, si existen, las inversas de las siguientes matrice

111 1 11
A= 101 y B= -1 0 -1
110 2 12

2.2 Determinantes.
2.2.1 Definicion y propiedades.
DadaA € M (K), definiremos suleterminante, y lo denotaremos pdA|, al nGmero
obtenido de la siguiente forma:
® Sin=1, entonce$A| = |ai1| = a1

dix a2

® Sin =2, entoncefA| = = aiidzz — a12a21.

d1 ax

® Paraelcaso > 2, definiremos el determinante de la matriz como el resaltpace se
obtiene al desarrollar por los elementos de una linea (pan@p, la primera fila). Asi, si
A € Mp(K), definiremos

aix a2 ... aun dg2 Az ... anm
|A| _ dp1 A2 ... aon - (_1)1+1a11 a2 az33 ... 4asn N
an1 aAn2 ... dnn dn2 ap3 ... ann
A1 a3 ... am a1 Az ... Azp
dz1 az3z ... dan dz1 az2 ... aAzpl

+ (-1)*2ay, +..+(=1)"a,

dnl aAn3 ... dnpn an1 an2 ... an—l,n—l

® Notemos que para el caso particutae 3, se obtiene la conocidRegla de Sarrus
(hacerlo).



Proposition Sea A M,(K). Entonces:

a) Si se permutan dos filas (0 columnas) de A, el determirdenta matriz
obtenida es el mismo.

b) Si una fila (columna) de A es combinacién lineal de las®tra
equivalentemente, si las filas (columnas) de A son lineaiengependientes,
entoncedAl= 0.

c¢) Si multiplicamos por un escalaruna fila (columna) de la matriz A, entonces
la « Al= o |A]

d) Si a una fila (columna) de una matriz A se le suma una consindineal de
otras filas (columnas), el determinante de A no varia.

e)AE IAT]
f) Si B € My(K), entoncedA - B| = |A|BJ.

g) Si una fila (o columna) es suma de dos cantidades, el detante se puede
poner como suma de dos determinantes, en la forma

ai a2 ... QAin di1 ai2 ... ain di1 ai2 ... ain

az1 azo ... aon dz1 aAz2 ... aon dz1 aAz2 ... aon
= +

dj1 + bil adjp + biz ... dip+ bin dii1 di2 ... Qdin bil biz . bin

dn1 an2 ... apn dn1 an2 ... ann dn1 an2 ... ann

h) A € My(K) es regular siy sélo §Al 0.
i) Si A e GLn(K), entoncegAt| = |A|™.

j) El determinante de una matriz triangular superior o trgular inferior
coincide con el producto de los elementos de su diagonal.

Definition Sea Ae M, (K). Entonces, se define glenor complementario del elemento
(i,j), y se denota ponjj, al determinante que resulta de eliminar la filaiy la
columna j de ASe define ehdjunto del elementdi,j), y se denota por A a
Aij = (—1)IHAij.

Proposition El valor de un determinante coincide con la suma de los praxtude cada uno
de los elementos de una fila (columna) por sus respectivios .

2.2.2 Calculo de la matriz inversa usando determinantes.
Definition Dada Ae Mn(K) se define lanatriz adjuntade A como




A1 A ... A
) Ay A ... A
Adi(A) = 21 A 2n

Anl An2 e Ann
donde los A estan dados en la anterior definicion.

Proposition Si A es una matriz invertible, entonces

L AdiA)T
AL =
Al

Example Varios.

2.2.3 Calculo del rango de una matriz usando determinantes.

Definition SiA= (aj) € Mun(K), se define efangode A, y se denota por rgA, al rango
del conjunto de los vectores fila (que coincide con el rang@ahjunto de los
vectores columna), es decir, al nUmero de vectores fila [l@aana) que son
linealmente independientes.

Definition Dada A€ Mp(K) yr € N, conr< n,m, llamaremognenor de orderr de A a
todo determinante de una submatriz rxr de A

Proposition Dada A€ Mnm(K), se tiene que rgA coincide con el maximo de los 6rdenes de
Sus menores no nulos.

Example Varios.

2.3 Sistemas de ecuaciones lineales.

2.3.1 Definiciones y primeras propiedades.
SeaK un cuerpo yn,m € N.

Definition Un sistema den ecuaciones ynincognitases un conjunto de n ecuaciones en la
forma:
a11X1 + a12X2 +. . .+a1mXm = b1
dgi1X1 + AgoX2 +. .. +aA2mXm = b2

an1X1 + an2X2 +. . .+anmXm = bn

donde g € K, 1<i <n,1<j<m (éstos reciben el nombre deeficientes del
sistema) b € K, 1 <i < n, (reciben el nombre derminos independientes del
sistema. Los X, X2, ... ,Xn reciben el nombre dimcdgnitas del sistema

Definition Dado c= (cy,Ca,...,Cm), diremos que c es ursdlucion del sistemanterior si
al sustituir en las ecuaciones anteriores cagaar ¢;, 1 < j < m, las igualdades
son ciertas.

El sistema anterior se puede expresar por la igualdad nahtric
Ax=Db
donde



a1 a2 ... am X1 by
dz1 Az ... dom X2 b,

dn1 aAn2 ... Amm Xm bn

Definition En el caso particular en que el vector b sea nulo, es deci, (®,0,...,0)7, se
dice que el sistema ¢émmogéneo

Definition Se dice que un sistema@&smpatible(SC) si tiene soluciones. Se dira
compatible determinad¢SCD) si es compatible y tiene una Unica solucion; se dira
compatible indeterminaddSCl), si es compatible y no tiene una Gnica solucion. Se
dice que un sistema @scompatible(Sl) si no tiene solucion.

Remark Notemos que un sistema homogéneo siempre tiene solucide(als la
solucién nula).

Definition Dados dos sistemas lineales de n ecuaciones con m incogoitasoeficientes
en K, diremos queson equivalentesi sus conjuntos de soluciones coinciden.

Proposition Consideremos un sistema de n ecuaciones con m incognitasefinientes en
K. Entonces:

- Si sustituimos una ecuacion del sistema por el resultadouléplicar dicha
ecuacion por un elemento d€no nulo, el sistema obtenido es equivalente al
primero.

- Si sustituimos una ecuacion del sistema por el resultadsudgar a esta
ecuacion otra ecuacion multiplicada por un escalar, elesish obtenido es
equivalente al primero.

Theorem (Rouché-Frébenius)Sea Ax= b un sistema de n ecuaciones con m incognitas y
sea A = (Ab) € Mn«m1)(K). Entonces el sistema es compatible si y sélo si
rgA = rgA*. Ademas, si rgA= rgA* = m entonces el sistema es compatible
determinado, y si rgA= rgA* < m entonces el sistema es compatible
indeterminado;. ademas, en este Ultimo caso, el nUmero idareEros es - rgA.
(Notemos que m es el nimero de incognitas del sistema).

Example Varios.

Proposition (Regla de CramerfConsideremos el sistema de n ecuaciones con n incognitas
Ax = b. Supongamos que A (aj) Yy |A| # 0. Entonces

b1 ap ... ain a1 b1 ... am

_ 1 bz dz2 ... ad2n - _ 1 ar1 bz ... @zn |,
~ Al TN LT

bn an2 ann anl bn ann

X1




di1 a2 ... bl
1| a1 az ... b
Al

dn1 anp2 ... bn

Example Varios.

2.3.2 El método de Gauss.

En el estudio de un método la primera cuestion a valorar $ed@ste del métodpes decir el
numero de operaciones elementales a realizar, puesto qleuado coste producira la pérdida
de excesivo tiempo, y ademas la propagacion de errores deded a lo largo de tantas
operaciones hara que no se pueda confiar en el resultadejePgplo, si se aplica la regla de
Cramer para resolver un sistema compatible determinadcedaaciones, el nimero de
operaciones a realizar es ¢@fe+ 1)! - n— 1, por lo que si fuese, por ejemplo= 10, resultara
del orden de 4 10° operaciones. Por tal motivo habremos de pensar en otroslosdpara la
resolucion de estos sistemas.

Sin embargo, para algunos tipos particulares de matriaesdducion de los
correspondientes sistemas es casi inmediata por estodasétvectos. Entre estos tipos, cabe
destacar el de lawatrices triangulares. Posteriormente, y para otros tipos de matrices mas
generales, presentaremosr@todo de Gauss

Sistemas triangulares.

.....

superiorsi tiene nulos todos los elementos situados por debajo dtpodal
principal, es decir si ¢ = 0 sii > j. lgualmente, etriangular inferior si & = O Si
i <j.
Los sistemas triangulares (ya sean superiores o infeyisoesnmediatos de resolver, ya que,
por ejemplo, si consideramos el sistema triangular (saperi

N
ai1Xi + aeXo +...+a1n-1Xn-1 + A1nXn = bl
axoXo +...+A2n-1Xn-1 + AonXn = b2
................................... >
An-1n-1Xn-1 + n-10Xn = b1
AnnXn = bn y.

es evidente que, = ab . Ademas, si se sustituye en la penultima ecuacion, pods duaiéar

Xn-1. Repitiendo el proceso se obtiene trivialmente la solugién(xy, Xz, ... )" del sistema. A
esta forma de resolver el sistema se le llaustitucion regresiva

La expresion para el calculo de cualquier incégnita vierdagsor

_ b
Xn = Ann

n
Xi:ai” bi—;ainj , i=n-1n-2,...,1
j=i+



Remark Puede probarse que el coste del método es’dsperaciones.

El método de Gauss esté incluido en los conocidos acotodos gaussianggjue son
procedimientos que nos transforman los sistemas en otaogtilares y estdn basados en
combinaciones lineales simples de las ecuaciones que ot@ndas elementos por debajo o por
encima de la diagonal.

En todos ellos se observan dos fases:

® En laprimera se producira la eliminacion de todos los eleasesubdiagonales: atétodo
de Gausdrabaja con la matriz y el vector de términos independiettesnétodos LU, de

Choleskyy otros, produciran una factorizacién de la matriz del sisteomo producto de

una matriz triangular superior y de una triangular inferior

® Enlasegunda fase habra que resolver un sistema triangplarigr (caso del método de
Gauss) o dos sistemas triangulares (en los demas métodos).
La primera fase es la que marcard la diferencia entre losstisenétodos.

El método de Gauss.
No vamos a explicar como se aplica la fase de eliminacionsigs, ya que es mas que
conocida (ski1 + 0, a la filai se le resta laAfila multiplicada por4%, con lo que se consiguen
ceros por debajo del elemerder; siaix = 0, buscaremos la?fila cuyo elemento de la®

columna sea no nulo, y esta fila se intercambia corflg asi continua el proceso).

No obstante, si que es preciso realizar una observaciostdgee en este método se
realizan divisiones por elementgs\otes), si €stos son muy pequefios, un error de redondeo,
aunque sea casi despreciable en valor absoluto, podragaredwres muy grandes en el
cociente, con el consiguiente perjuicio para la precisélnesultado. Asi, una buena tactica
consistira en modificar el orden de las ecuaciones o de ¢tdgnitas para que el pivote sea lo
mayor posible. Esto suele hacerse de dos formas:

® Pivote maximal por columnas Consistird en tomar como nuevo pivote el elemento de
mayor valor absoluto entre los de la columna. En este casbiaeamos filas (ecuaciones) y
términos independientes.

® Pivotaje completa El nuevo pivote pasara a ser el elemento de maximo valor atiosol
entre todos los elementos de la matriz resultante. En esteceanbiaremos filas y términos
independientes, asi como columnas y las incognitas came#gntes. Esta forma es mas
complicada de llevar a la practica, ya que no solo se inteéb@anfilas (ecuaciones), sino que
también se intercambian columnas (incégnitas).

Example Varios ejemplos.

El método de Gauss, aunque sencillo y no con muchas opeesadipuede probarse que tiene
un coste de% n(n— 1)(4n + 7) operaciones para reducir a forma triangular® operaciones para
resolver el sistema triangular), tiene la dificultad dedaipilidad indicada anteriormente de
acarrear errores grandes, por lo que es conveniente usaaalg las dos estrategias de eleccion
de pivote para mejorar la precision de manera satisfacddeamos el siguiente ejemplo:

Example Realizando los calculos con 5 cifras significativas, comapéos resultados
obtenidos al aplicar el método de Gauss simple o con eleat#givote total al
sistema



0'0002x+ 1'2121y= 1'2139
0'4132x+ 1'9981y= 1'7207

(Notemos que la solucion exacta de este sistema=e8,y = 1).

2.3.3 Otros métodos de factorizacion directa.
Método de Jordan.

Otro método bastante parecido al de Gauss es &bdian (o Gauss-Jordar) en el que se
transforma el sistema en uno diagonal, en vez de triandidatiferencia con el método de
Gauss radica en que en cada etapa se utiliza una ecuaciolo pasconseguir ceros por
debajo de la diagonal, sino también por encima.

Example Resolver, mediante el método de Jordan el sistema

X+y-z=1
3X+2y+z=1
5x+3y+4z=2

Factorizacion LU.
Si dado un sistema linedix = b (con|A| = 0), podemos descompon&ien la forma
A = LU, dondel es una matriz triangular inferiorly es una matriz triangular superior, la
resolucion deAx = b se reducira a la resolucion de dos sistemas triangularegn®tamos
y = Ux, bastaria con resolver primero el sistema triangjae b, y a continuacion el sistema
Ux =y, con un coste total den? operaciones.

¢,Cuando es entonces posible realizar la descomposici@redda formaA = LU? El
siguiente resultado establece una condicion suficiente glbo:

Proposition Sea Ae M,(R) tal que todos los determinantes de las submatrices pritegpa
Ak = (@j);j_1. x (k= 1,...,n) son no nulos. Entonces A puede descomponerse como
producto de una matriz L triangular inferior con 1 en la diagd principal (I = 1,

Vi = 1,...,n), por una matriz U trinagular superior. En estas condiasnla
descomposicion es unica.

Remark Este método se podréa aplicar de forma Unica siempre que todos
determinantes principales de A sean no nulos. Si no se cusfdecondicion, y
siempre que A sea regular, sera posible permutar las ecnaside manera que la
nueva matriz admita tal factorizacion.

Al caso particular de esta descomposicion en la que la matiéne 1 en la diagonal
principal, suele conocerse com@todo de Doolittle,y en el mismo, los valores dey U se
obtienen a partir de las siguientes expresiones:



Uj = ajj sii=1yj=1,2,...n

ln=gL sij=1yi=23,...n

i—
|ij=u—]ﬁ(aij—2|ikukj) Sii>jCOI’1i=2,3,...ﬂ

k=1

i-1
uij:aij_zlikukj sii<jconj=2,3,...n
k=1

Example Descomponer en la forma LU, mediante el método de Doolittleatriz

11 2
A= -1 0 1
2 1-1

No obstante, también es posible realizar otra descomposieimejante pawy, que es la
dada por el llamadmétodo de Crout En este caso es la mattikzla que tiene 1 en la diagonal
principal. Las expresiones que permiten obtener los eleysalel y U son:

lip =a1 parai=1,2,...nh
ay;

ulj:a_ll sii=1

-1
ﬁ(aij—glikukj) Sii>j

-1
|ij Zaij—thUkj Sii >
k=1

Uij

Example Aplicando el método de Crout, resolver el sistema

2Xx+3y—-z=4
X-y+3z=-4
y—-z=2

En caso de quA sea simétrica y definida positiva, puede aplicarse la ltnf@ctorizacion
de Cholesky Dicha factorizacion, se basa en el siguiente resultado:

Proposition Son equivalentes:
a) A es simétrica definida positiva.

b) Existe una matriz L triangular inferior, con elementoagtnales positivos,
tal que A= LLT.



Asi pues, este método consiste en realizar la descomposicid

a1 a2 ... an la O ... O 11 I21
di2 dp2 ... dAon _ |21 |22 C 0 0 |22
aln a2n P ann |n1 |n2 fen nn O O

de manera que los valorgsvienen dados por

l11 = Jan

.

I =

sii=2,3,...n-1

j-1
|ij=ﬁ(aij—zlik-|kj) sij=i+1,...n

nn

Sustituyento entonces en el sistefa= b el valor deA, resultaLLx = b, de donde si
hacemoy = LTx, por sustitucién progresiva hallaremos primero el vgldeLy = b, y después

(mediante sustitucion regresiva) hallaremaspartir del 'x = y.

Example Resolver el sistema
X-y+z=1
—X+5y+z=1
X+y+3z=0



