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6.1 Integral de Riemann.

El concepto de integral definida en sentido de Riemann (para nosotros, simplemente
integral definida) se origina a partir del concepto de srea, de forma que el valor del drea
comprendida entre la curva f(z) con a < z < b, se representard por

/ﬂ )

donde se supondrd que la funcién f estd acotada y es positiva en el intervalo [a,b]. Caso de
que la funcién f(z) posea tramos positivos y negativos, éstos se analizardn por separado, de
manera que, a todos los efectos, no supone pérdida de generalidad el considerar que f (z) >0,
vz € [a,b].
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6.1.1 Particién de un intervalo.

Definicién 6.1 Dado un intervalo de la recta real, [a,b] , se dice que el conjunto

P = {zg,21,...,Tn}

es una particion de [a,b], si se verifica que Tp =a < Ty <. <Ip = b.

Definicién 6.2 Se llama norma de la particion P, y se representa por ||P||, a la mayor
distancia entre dos puntos consecutivos de la misma, es decir

1P = max {o:— i}

En otras palabras, considerar una particion de un intervalo no es sino dividirlo en trozos
més pequefios, siendo la norma de dicha particién la longitud del trozo mayor.

Definicién 6.3 Dadas dos particiones de un mismo intevalo, P y @, se dice que P es mds
fina que Q si || P|| < ||QI y todos los puntos de Q también estdn en P; es decir, si P divide al
intervalo en mas subintervalos y éstos son mds pequerios que los de Q.

Sea entonces f : [a,b] — R una funcion acotada y sea P una particién de [a, ], que divide a
dicho intervalo en n subintervalos [zg, 1], [Z1,Z2], - [Tn-1, %a] . Asl, pueden considerarse los
valores minimo y méximo que alcanza la funcidn f en cada uno de ellos, a los que denotaremos,
respectivamente, por m; y M;, es decir

m; = min{f(z); = € [zi1, %]}, Mi=max{f(z) z € [zi-1, 73]}

Asi, los productos m; (2; — Ti1) ¥ Mi (z; — z;—1) representardn, respectivamente, las dreas
de los rectdngulos formados por el subintervalo [zi1,2;] y los valores minimo y maximo de
dicha funcidn, siendo obvio que el drea comprendida entre la grafica de la funcién f y el gje de
abcisas en este subintervalo se mantiene entre las dreas de ambos rectdngulos.

6.1.2 Sumas inferiores y suma superiores. Definicién de funcion
integrable.

En este sentido surge la siguiente definicion, que nos permitira establecer propiedades intere-
santes:



Definicién 6.4 Con la notacidn anterior, se denomina suma inferior de la particion P
asociada a la funcion f en el intervalo [a,b], e la suma formada por todas las dreas de los
rectdangulos inferiores en cada subintervalo, es decir

s(P) = Zmi (z; — Tioq)

i=1

Se denomina suma superior de la particion P asociada a lo funcion f en el intervalo [a,b], a
lo suma formada por todas las dreas de los rectdngulos superiores en cada subintervalo, es decir

S(P) = > M (z: — z:1)

g1

Veamos algunas propiedades que tienen este tipo de sumas:

Proposicién 6.1 En las anteriores condiciones, se verifican:
a) s(P) < Area < S(P).
) m(b—a) < s(P), siendo m = min{f(z); z € [a,b]}.
¢) S(P) < M(b— a), siendo M = max{f(z); = € [a,b]}.

Por tanto
m{b—a) < s(P) < Area < S(P) < M(b—a)

siendo ambos extremos cantidades constanies.

Proposicién 6.2 Sean P y Q dos particiones de un mismo intervalo (@,bl, con P mds fina
que Q. Entonces:

a) s(P) =z s(Q).

b) S(P) < 5(Q).

Proposicién 6.3 Para todo par de particiones Py y Py de un mismo intervalo [a, b], siempre
se tiene que s{P) < S(P).

En base a las anteriores consideraciones, se observa que la aproximacion al drea encerrada
bajo la curva se mejora al tomar particiones del intervalo cada vez mds finas con norma ten-
diendo a cero {es decir, considerando un ntimero de subdivisiones del intervalo [a, ] que tienda
a infinito).

Asi, si se considera una sucesién de particiones del intervalo, {F,), cada vez mds finas con
norma tendiendo a cero, y calculando para cada una de ellas sus correspondientes sumas inferior
y superior, obtendremos, respectivamente, la sucesion de sumas inferiores, (s(F,)), y la de
sumas superiores, (S(P,)). La primera de ellas es monétona creciente y acotada superiormente
por M (b — a), mientras que la segunda es mondtona decreciente y acotada inferiormente por
m(b — a). Por tanto, ambas sucesiones son convergentes. Asi, tiene sentido considerar la
siguiente definicién:



Definicién 6.5 Se llama integral inferior de f en el intervalo [a,b], al limite de la sucesicn
de sumas inferiores obtenida anteriormente, y se representa por f: i

Se llama integral superior de f en el intervalo [c}ﬂ,ﬂ b|, al limite de lo sucesion de sumas

. . . b
superiores obtenida anteriormente, y se representa por [ f.
Es decir

fabf = lim s(Py); Z_Ef = lim S(P,)

Como consecuencia de lo anterior, es inmediato comprobar que el drea de la funcidn f se
encuentra entre estos dos valores.

Definicién 6.6 Se dice que una funcidn f : [a,b] — R es integrable en sentido Riemnann
(0 simplemente integrable) cuando coinciden la integral inferior y superior de f en el intervalo

la,b], es decir, cuando
b T
[r=]1

A dicho valor comin se le denomina integral definida de f en [a,b], y se representa por

2 f(z)dz.

Por tanto, si f es integrable en [a,b] se tiene que
b
f f(z)dz = Um s(P,) = lim S(Fy)

Ejemplo 6.1 Probar que toda funcidn constante (f(z) = k (cte)) es integrable en cualquier
intervalo [a, b].

Otro resultado (fambién tedrico) que nos ayuda a estudiar si una funcién es integrable en
un intervalo es:

Proposicién 6.4 (Criterio de integrabilidad) Sea f : [a,b] — R una funcidn acotado.
Entonces f es integrable en [a,b] si y sdlo si Ve > 0 exziste una particion P de {a,b] tal que
S(P)—s(P) <e.

Ejemplo 6.2 Probar que f{z) = z° es integrable en [0,1] y calcular el valor de su integral.

Ejemplo 6.3 Probar que lo funcidn

_f1sizeQ
f(m)“{ Dsize R-Q

no es integrable en [0, 2] .



6.1.3 Sumas de Riemann. Aplicacién al cdlculo de limites de suce-
siones.

Otro procedimiento, también tedrico aunque con interesantes aplicaciones, de obtencién de la
integral definida es por medio del estudio de las denominadas sumas de Riemann de una
particién:

Supongamos que f es una funcién integrable en [a,b], v sea P una particién de dicho
intervalo en subintervalos [z;_,z;}. Si ¢; es un punto arbitrario de dicho subintervalo, se
verifica, trivialmente, que

m; < f(&) < Mi(Vi=1,2, ..., m),

por lo que se tendra
s(P) < > F(&) (& — m:m1) < S(P)
#=1
Entonces:

Definicién 6.7 Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada e integrable y sea P una particion de
la,b]. Se denomina suma de Riemann de f en [a,b] asociada a P, al valor

Zf (2 —Ti1)

i=1

donde &; € [z;-1, 2.

Asi, si {P,) es una sucesion de particiones de [a, b] cada vez més finas y con norma tendiendo
a cero, y si para cada una de ellas se calculan la suma inferior, superior y de Riemann, se
obtendrén 3 sucesiones numéricas tales que sus términos generales verifican

§(Pn) < Sp(Fr) < S(Fy)

Al ser, por hipétesis, la funcién f integrable en [a, b], sabemos que
lim s{P,} = lim S(P, / flz)dz,

por lo que también habrad de ser

n b
lim Sg = lime(ﬁi) (z; — zinq) = / f(z)dz

i=1

Por tanto, otra forma de calcular el valor de la integral de una funcién en [a, b] (una vez que
se tiene la certeza de que dicha funcion es integrable) es mediante el limite de la correspondiente
suma de Riemann.

La ventaja que depara utilizar esta dltima forma de obtener el valor de la integral de una
funcién integrable es que se pone de manifiesto que el valor de la misma es independiente de la
sucesion de particiones (FP,) que se tome del intervalo [a,b] y de los puntos arbitrarios £;.

Por tanto, y desde un punto de vista practico, se recomienda el uso de las siguientes elec-
ciones:



¢ Tomar como particién de [a,b] aquella que lo divide en n partes iguales, es decir,

b—-a b—a b
Pnz{az;rg, Ty = a+ , To=a+2 y e In=0a+MN azb}
n n n

(notemos que la norma de esta particién, || Pl = e

infinito).

, converge a 0 cuando n tiende a

e En cada subintervalo de la particién

b— _
[Zi1, 2] = |a+ (2 — 1) na,a“*"ib -

n
se tomaré como punto intermedio el extremo superior de dicho intervalo, es decir

&= a“*‘ib—a

it

Proposicién 6.5 En base a las anteriores consideraciones, el calculo de la integral de Riemann
de f en [a,b} puede obtenerse a partir del limite

i n —a n _
/a f(z)dz =}im;f(§i) (zi — Ti1) =1im%~;f (a—l-z'b na)

Ejemplo 6.4 Probar que la funcidn f(z) = e es integrable en [0,1] y calcular el valor de su
integral mediante sumas de Riemann.

Observacién 1 Hemos de notar que tanto el procedimiento de las sumas inferiores y sumas
superiores, como el de las sumas de Riemann, son de facil uso en computacidn, siendo mds
répido el método de sumas de Riemann, debido a la menor cantidad de cdlculos que han de
realizarse.

Ademss de servirnos para el cdlculo de integrales definidas, las sumas de Riemann también
tienen otra interesante aplicacién: el célculo de algunos limites de sucesiones. La idea
consiste, basicamente, en expresar un determinado limite de una sucesién como una suma de
Riemann; de esta forma, el cdlculo de dicho limite, y usando la anterior igualdad, se reduce al
céleulo de una integral definida (aunque para ello, habremos de establecer una forma. diferente de
calcular integrales definidas; esta forma, como se verd posteriormente, serd la regla de Barrow).

Ejemplo 6.5 Calcular los siguientes limites de sucesiones:

124224 4 n?
m
TL3

b) lim ! + ! + ...+ L
m+1 2n+2 7 2n+n




6.2 Propiedades de las funciones integrables.

Veamos a continuacién algunas propiedades que verifican las funciones integrables, algunas de
las cuales tienen que ver con el valor de la correspondiente integral:

Proposicién 6.6 Se verifican, de forma inmediata:

[: flz)dz = — /b f(z)dz; f fz)dz =0

Proposicién 6.7 Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a, b}, entonces f es integrable
en [a,b].

Proposicién 6.8 Si f : [a,b] = R es una funcidn mondtona en a,bl, entonces f es integrable
en la, b].

Proposicién 6.9 Si f :{a,b] — R es una funcion continua en [a,b} salvo en un nimero finito
de puntos, entonces f es integrable en [a,b].

Observacién 2 Hemos de remarcar que los 3 resultados anteriores mos permiten asegurar que
eziste una cantidad muy grande de funciones que son integrables (las que son continuas, las que
son mondtonas, etc.) sin necesidad de que tener que establecer la integrabilidad de las mismas en
base a la definicion de integral de Riemann. De esta forma, para cualquiera de estas funciones
podemos pasar a calcular el valor de su integral mediante el cdlculo del limite de sus sumas de
Riemann (Proposicion 6.5 ), sin tener que calcular para nada sus sumas supertores € inferiores.
No obstanie, y como ya ha quedado puesto de manifiesto, usar la Proposicidn 6.5 para calcular
integrales (a pesar de que es mds ventajoso que usar Sumas Superiores € inferiores) no deja de
ser engorroso (basta con que lo integral o calcular sea complicada para que sea pricticamente
imposible calcular el limite de la correspondiente suma de Riemann), por lo que habremos de
establecer alguna otra forma mds practica de calcular integrales definidas.

Proposicién 6.10 Sea f : {a,b] = R integrable en [a,b] . Se verifican:
a) Sic € (a,b), entonces f es integrable en la,c] vleb] ¥

/: flz)dz = Lc flz)dz + lb flz)dx

b) Sia € R, entonces o+ f es integrable en [a,b] y

/:oe - f(z)dz = a/j f(z)dz

c) Sig:la,b — R es otra funcion integrable en [a,b], entonces f =+ g es integrable en la, b}

/: (f(z) £ g(z)) dz = /: flz)dz £ /ﬂbg(m)dz

d) Si f(z) >0 en [a,bl, entonces

/: f(z)dz =0



e) Sig:la,b] — R es otra funcion integrable en [a,b], con f(z) < g(z) en [a,b], entonces

f: flz)dz < /ab glz)dz

f) La funcion |f| es integrble en [a,b] ¥

/ ' fla)da

Observacién 3 §i g: [a,b] ~ R es otra funcion integrable en [a,b], el producto f(z) - g{z) es
integrable en {a,b], pero

1]
< / (@) da

/a (@) - gla)) do # / ’ fla)da - / ’ J(2)dz

No obstante, puede establecerse una relacidn entre la integral del producto y el producto de las
integrales: Esta relacidn es conocida como Desigualdad de Schwartz y establece que

(/: (f(-"’)'S;T(E))dx)2 S_/:(f(m))zdg;./: (9(z))? dz

Teorema 6.11 (Teorema de la media integral) 5i f : la,b] — R es continua en [a,b],
entonces existe un punto c € (a,b) tal que

b
f Fa)da = (b—a) F(©)

Ejercicio 6.1 Interpretar grificamente la iqualdad dada por el teorema de la media.

6.3 TFuncion integral. Regla de Barrow.

Si consideramos una funciée f : [a,5] — R que sea integrable, se tiene que para todo punto
z € |a, b], la funcién tambiénes integrable en [a, z], por lo que tiene sentido considerar [7 fe)dt,
resultado que dependers de z. De esta forma se observa que a partir de una funcién f : [¢,b] = R
que sea integrable podemos definir una nueva funcion F : [a,b] — R dada por

Fz) = f " ptydt

y a la que se llama funcién definida mediante una integral o funcién integral asociada
a f enla,b].

Pueden establecerse determinadas propiedades para esta nueva funcién F' a partir de pro-
piedades que verifique la funcién original f :

Proposicién 6.12 (Ier teosrema fundamental del Célculo Integral) Si f : [a,b] = R es
integrable en [a,b] entonces Fiz) = 7 #{t)dt es continua en [a, b} .

Proposicién 6.13 (Segundo teorema fundamental del Célculo Integral) Si f la,b] —
R es continua en |a, b] entonces F(z) = [ f{t)dt es derivable en [a,b] y se verifica que F'(z) =
f(x), Vz € la.b].



Este tltimo resultado nos conduce al concepto de funcién primitiva de una funcién f :

Definicién 6.8 Una funcidn G : [a,b] — R derivable se dice que es una primitiva de una
funcion f : [a,b] — R si se verifica que G'(z) = f(z), Vz € [a,b].

Observacién 4 Del 2 th. fundamental del Célculo Integral se deduce que st f es continua, su
funcidn integral F(z) = [ : f(t)dt siempre es una primitiva suya. Por tanto, ya tenemos una
primera forma de calcular primitivas de una funcidn continua: basta con considerar su funcidn
integral asociada. No obstante, y como estableceremos en el capitulo siguiente, inientaremos en
lo posible calcular primitivas de una funcidn que vengan en forma explicita, es decir, que en su
expresidn no aparezca el simbolo integral.

Proposicién 6.14 Si F y G son dos primitivas de una misma funcion f, se tiene que
F(z) — G{z) = cte.

Observacién 5 De este ultimo resultado se desprende que es posible que una misma funcion f
tenga infinitas primitivas, pero sin embargo la diferencia entre dos cualesquiera de ellas siempre
es una constante. Es por este motivo por el que a la primitiva de una funcidn continua suele
denotarse por

/ flz)dz + cte

La importancia del cilculo de primitivas (al que dedicaremos el capitulo siguiente) se observa
a partir del siguiente resultado (que nos permitird calcular integrales definidas sin tener que
acudir al calculo de limites de sucesiones, ya sean de sumas de Riemann o sumas superiores €
inferiores):

Propasicién 6.15 (Regla de Barrow) Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y G(z) es una
primitiva suya, entonces

/ f(@)dz = G(b) — Gla) = [G(z)]!

6.4 Métodos elementales de integracidn.

En esta tiltima seccién vamos a recordar los dos principales métodos de integracién estudiados
hasta ahora en el Bachillerato: el cambio de variable y la integracién por partes, incidiendo
sobre todo en el primero de ellos, y en como cuando se realiza un cambio de variable en una
integral definida también es preciso cambiar las cotas de integracion.

6.4.1 Integracién por cambio de variable.

Proposicién 6.16 {Integracion por cambio de variable) Sea f : [a,b] — R continua y
g: [a, B — [a,b] una funcidn de clase BV en [o, 8], y tal que g(a) = a y g(8) = b. Entonces
se verifica

b a
[ f(z)dz = f Flg(®) - o' (t)dt

Ejemplo 6.6 Celeular

/ Va® — z2dz
0



6.4.2 Integracion por partes.
s) Sean u,v : [a,b} — R continuas y tales que sus

Proposicién 6.17 (Integracion por parte
{a,bl. Entonces se verifica

funciones derivadas u' y v’ son integrables en

b b
/ w(e) (2)de = (@@} - f o(z)d (2)da

a

eTpTesion que suele abreviarse en la forma

b b
./u-dfuz[uvfu]t;——/ v du
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