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1. [1,5puntos] Seaf : R®* - R*® un endomorfismo dado por

f(xy,2) = (Xx—y+2z —2X+y+2 X—y+22)
1l.a Calcular la matriz de f respecto de las bases candnicas.
1.b Calcular bases paraker(f) e Im(f). Calcular el rango def y clasificar f.
1.c Calcular la matriz de f cuando se considera en el conjunto inicial y en el final la bas

B dada por
B=14{(-1,1,2,(0,-2,1),(1,2,-1)}
SOLUCION:
(1.a) Trivialmente se verifica
1 11
Mc(f) = -2 1 1
1 -1 2

(1.b) Sabemos que

Im(f) =< (1,-2,1),(-1,1,-1),(1,1,2 >
y puesto que estos 3 vectores son independientes, tendgemmaosn(im(f)) = 3, por lo

quef serd una aplicacion suprayectiva. Ademas sabemosagge(f) = 3, y que

tambiénf es inyectiva (ya que la dimension de {gisera 0). Por tanto no es preciso
calcular ke(f), ya que

ker(f) = {(0,0,0}

(1.c) Se trata de aplicar el siguiente diagrama

R3S R3LR3 SRe
B C C B
Por tanto se tiene

Mgg(f) = Mcg(ld) x Mc(f) x Mg c(ld)
es decir

1
-1 0 1 1 -1 1 -1 0 1
Mgg(f) = 1 -2 2 -2 1 1 1

w|~
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-2 2 =...= -1 7 -5
16
3

1 1 1 1 -1 2 1 1 1 -3



2. [1,5 puntos] ¢Qué debe verificar el parametroa € R para que la matriz

1 a a
A= -1 1 -1
1 0 2

sea diagonalizable? Cuando lo sea, hallar su forma diagonalna matriz de pasoP, y A"
para cualquier nimero natural n.

SOLUCION: Calcularemos los valores propios de la matriz:
1-1 a a
A-2AT|=| -1 1-1 -1 |=4A2-51-2%+2=0
1 0 2-1

de donde resulta; = 1 (doble) yA, = 2. Si calculamos los subespacios propios respectivos:
o V/ll .

resulta ser: Sa #0, entonces
Vi, =<{(XV,2) | y+z=0;x+2=0} = {(-z-z22)} =< (1,1,-1) >
pero sia =0, entonces
Vi, = {(xy,2) | x+z=0} ={(-zYy,2)} =< (1,0-1),(0,1,0 >
® V,:

resulta ser (independientemente gusea o no nulo)
Vi, ={(xy,2) | y+z=0;x=0} = {(0,-22)} =< (0,1,-1) >

De esta forma resulta quesera diagonalizable cuando=0 (ya que solo en este caso la
dimension deé/,, es 2, y coincide con la multiplicidad de su valor propio). Ades sabemos
que, en este caso,

10
P= 11 y D = diag(1,1,2
-1 0 -1
y se verifica que
1 0 0
A"=P.D".Pt=.=| 241 1 -2"+1

2"-1 0 2



3. [1,5 puntos] En el espacio vectoriaR® se consideran los subespacios
S={(xy,2) e R? | x+y-z=0} y T=<(1,-2,1) >

3.a Estudiar siR® = S@ T. Indicar, si es posible, una base par&N T.
3.b Descomponer el vector = (1,2,3) como suma de un vector d&Sy otro de T.

SOLUCION:
(3.a) Sabemos que

S = {(le’ 2X+ y)} =< (1! 0! 2)1 (Oy 1) 1) > y T =< (11_2! 1) >
por lo que la suma sera directa siempre §geT sea(0,0,0) (yaque dinE=2y
dimT = 1). Entonces, 9x,Y,2) € SN T, tendra que ser
xy,2) = a(1,0,2 + (0,1, y (x,y,2) = y(1,-2,1)
o lo que es lo mismo
a(1,0,2 + (0,1, = y(1,-2,1)

Este sistema homogéneo tiene solucién Unica (su detertairamo nulo) por lo que
a=p=y=0,v(Y2) = (0,0,0. Por tanto, es cierto qu® = S® T.

(3.b) Se trata de poner= s+t, siendo el primero un vector d&y el segundo un vector de
Por tanto, hemos de resolver

v=(1,2,3 =a(1,0,2 +p(0,1,1) +y(1,-2,1)
Realizando los calculos oportunos, resultasser2, g = 0, y = -1, por lo que
v=(1,2,3 =(2,0,9 +(-1,2,-1)
siendo el primero un vector d&y el segundo un vector de

4, [1 punto] Calculardos de los tressiguientes apartados:

4.a Ellimite siguiente, usando infinitésimos equivalentes
lim (cogx+ 3) — 1)arctar{x + 3)

=3 log(x + 4)(53 - 1)°

4.b Elvalor de sin(0, 3) con error menor que una milésima.
4.c Elvalor de la integral
J- 2x-1 dx

J4—9x2

SOLUCION:
(4.a) Es eltipico limite que se resuelve mediante infinés equivalentes, ya que se tiene (y
siempre quex - —3)



2
cogx+3) -1~ - (X+23) ;
log(x+4) ~ (X+ 3); 5431~ (X+3)
NOTA: También podriamos haber realizado primero el cambivatiabley = (x + 3),
con lo que el limite se hubiese transformado en

m (cogy) — 1) arctarty)
¥0  log(l+y)(5Y - 1)
y posiblemente en este caso se ven mas claras las equieal@naplicar.

arctarfx+ 3) ~ (x+ 3);

De una u otra forma, resulta ser
2
o (cosx+3) — 1) arctar(x +3) ~ L (x+ 3) 1

x—>—3 Iog(x + 4)(5x+3 ) x->—-3 (X + 3)(X+ 3)2 - 2

(4.b) Usaremos un desarrollo de McLaurin de grado 3 f{@a= sinx, y evaluaremos su resto
enx = 0.3 para ver si es menor que una milésima:

v
sinx = Xx— ? + Resto, conResto = ‘ f 4(|C)

y puesto que er = 0. 3 se tiene que

Resto = ‘ flv4(!°) ‘(0.3)4 <

x4

|% |(o.3)4 = 3.375x 104 < 1073

es suficiente con tomar

sin(0.3) ~ 0.3— = 0.2955

0.3)3
6

(4.c) Laintegral podemos descomponerla

_2X=1 4y = 2 _ d
el e~ e~

de forma que la primera es inmediata y la segunda es del ismaResolviendo ambas

por separado
_ 1 [_-18 1o 4_ox2
'[ 4 — 9x2 '[ 4 - 9x? == 92 A

el —hfx%xz - 3] —#%Xy = 3 §arcsi( 3x)

X=1 gy 2,/4 ox2 — aI’CSI 3x) +Cte
Im r(z )

J‘ dx _
Ja—oc

Por tanto

5. [1,5 puntos] Encontrar los extremos absolutos de la funcion
foxy) = (x=1)%+y?



sobre el conjunto compacto
K={(xy) eR? | (x-2)2+y?<4,x<3, < 6-X}

Justifica lo realizado.

SOLUCION: El conjuntoK corresponde a la porcion sombreada de la figura, siendo los 3
puntos de interseccion los dados yéc(rS,— 1/§) (es la interseccion de la circunferencia con
la rectax = 3), B(2, 2) (es la interseccién de la circunferencia con la regta® — xX) y
C(3,2) (eslainterseccion de las dos rectas):

Calcularemos primero los puntos criticos que estan enesiantde la region: De
of of
&—Z(X—l)—o Yy W—Zy—o

resulta seD(1,0), que es interior a la region.
Calcularemos ahora los puntos criticos en el borde de lesfiguque esta formado por 3

curvas:
® En la circunferencig@x — 2)? +y? < 4 : Aplicaremos Multiplicadores de Lagrange, por

lo que hemos de evaluar los puntos criticos de la funcion
FGY,A) = (x=1)2+y? + A((x—2)* +y> - 4)
Resolviendo el correspondiente sistema, resulta que herge=s0 (ya que sy = 0 el

sistema no tiene solucion), por lo que el Unico punto crigicda region e&(0, 0).
® Enlarectax = 3 : La funcion se transforma en

f(3y) =(3-1)°+y2 =4+y?

cuyo Unico punto critico e8(3, 0).
® Enlarecta = 6-x:Lafuncion se transforma en

f(6-2y,y) = (6-2y-1)2+y? = y2+ (5-2y)°
cuyo Unico punto critico e6(2, 2).

Para finalizar, solo hemos de evaldi@n los 4 puntos obtenidos y en los 3 vértices. Como
f(A) =7,f(B) =5, f(C) = %, f(D) =0, f(E) = 1, f(F) = 4yf(G) = 5, entonces el
maximo absoluto se alcanza Ary el minimo absoluto eD.

6. [1,5 puntos] Calcular la siguiente integral
” X2y « dxdy

D



siendoD la corona circular
D={(xy) e R? | x2+y?>1,x?>+y? < 16}

SOLUCION: LaregionD es la corona comprendida entre el circulo de radio 1y el il
radio 4. Calcularemos entonces esta integral doble usandarabio a coordenadas polares,
X=rcosd, y=rsing,donde0< 0 <2ryl<r<4:

ﬂ X2y « dxdy = jz do I:(rcose)z(rsine) rdr =...= 0
D

7. [1,5 puntos] Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(b)  (By?+2xy)dy — (2xy +x*)dx = 0

@ y' + ytanx = sin(2x)
y(0) =1

SOLUCION:
(7.a) Se trata de una edo lineal de ler orden, ya que corrés@biipo
y' + Xy = 9(x)
conf(x) = tanxy g(x) = sin(2x). Podemos por tanto aplicar la formula que nos da su
solucioén general

y = e_I f(x)dx( J. g(x)eI % + C) = e_I tanXdX(I sin(2x)eI A 1+ C) = cosx(C — 2¢cox)

Para determinaC usaremos qug(0) = 1, por lo que 1= cosQC-2cosQyC = 3.

(7.b) Se trata de una edo homogénea de ler orden (al ser aamBosgsis funciones
homogéneas de grado 2). Haciendo por tanto el cagnkiw - x (donde sabemos que
dy = xdv + vdx) tendremos

(3v2x2 + 2xvx) (Xdv + vdx) — (2xvx + x?)dx = 0
o lo que es lo mismo
_ Q _ 3V2 + 2V dv

X 3v+2v2-2v-1
gue es una edo en variables separadas. Integrando ambobnesesbtendremos el
resultado.
NOTA: la integral del segundo miembro es un cociente de polins, cuyo denominador
tiene 3 raices reales distintasl( + (1- /13) y 1 (1+ /13)), por lo que dara lugar a 3
logartimos neperianos. Al final la solucién de la edo verdida por :

—logx = %In(v+ 1) + (%—%,/ﬁ)ln(v—%(l—,/ﬁ)) +
+ (%\/ﬁjt%)ln(v—%(ljt ,/ﬁ)) +C




