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1. Seaf:R* - R*unendomorfismo dado por
fx,y,zt) = (x—y—2z+t, x-y-t, —22+2t, —2z+2t)

l.a Calcular la matriz de f respecto de las bases canénicas.

1.b Calcular bases para Ker(f) e Im(f). Calcular el rango de f y clasificar f.

1.c Calcular f2.

1.d Calcular la matriz de f cuando se considera la base canoénica en el conjunto
inicial y la base B en el final, siendo

B=14{(-1,-110),(0,-2,1,2),(1,2,-1,-1),(1,0,-1,0)}

SOLUCION:
(1.a) Claramente se verifica que
1 -1 -2 1
1 -1 0 -1
Mc(f) =
0 0 -2 2
0 0 -2 2

(1.b) Tenemos que
Ker(f) = {(x,y,z,t) | f(x,y,z,t) = (0,0,0,0)}
lo que equivale a resolver el sistema lineal

X-y-2z+t=0

X-y-t=0
-21+2t=0
—22+2t=0

que tiene por solucion x =y +z,t = z. Asi
Ker(f) = {(x,y,z,t) | (x,y,z,t) = (y+zVy,2,2)} =< (1,1,0,0),(2,0,1,1) >

siendo ambos vectores una base para Ker(f).Por tanto sabemos que
dim(Ker(f)) = 2 = dim(Im(f)), y como

Im(f) =< columnas de Mc(f) >=< (1,1,0,0),(1,-1,2,2) >
Por tanto, el rango de f serd 2, y f no es ni inyectiva ni suprayectiva.

(1.c) Laexpresion para f2 (que es lo mismo que f o f) se puede calcular facilmente al ser
su matriz asociada (Mc(f))? :



1 -1-21 1 -1 -2 1 00O00O

1-10 -1 1 -1 0 -1 0000
Mc(f)* = =

00 -2 2 00 -2 2 0000

00 -2 2 00 -2 2 0000

por lo que f2 = 0.

(1.d) Tendriamos el siguiente esquema para el cambio de base pedido
f

R 5> R4 -1 _ > R*
C-C—->B
por lo que sabemos que Mcg(f) = Mcg x Mc(f), es decir
-1
-1 0 1 1 1 -1 -2 1 1 -1 -4 3
-1 -2 2 0 1 -1 0 -1 1 -1 4 3
Mcg(f) = =
1 1 -1 -1 0 0 -2 2 2 -2 -6 4
0 2 -1 0 0 0 -2 2 0 0 0O

2. Dadof : R® - R3el endomorfismo dado por
fx,y,z) = (2Xx—y+2z, X+2, X-y+2z2)

2.a Probar que f es diagonalizable y hallar una base B respecto de la cual la matriz
asociada sea diagonal.
2.b Calcular f19(1,-1,1) y hallar (x,y,z) € R3 tal que f*°(x,y,z) = (1,-1,1).

SOLUCION: La matriz asociada a f es

2 -1 1
A= 1 0 1
1 -1 2

cuyos valores propios son (resolvemos el polinomio caracteristico |A — Al| = 0)
A1 =1 (doble), Ap =2

Como la matriz tiene 2 valores propios reales y distintos (uno de ellos doble), para
asegurar que es diagonalizable tendremos que calcular los respectivos subespacios
vectoriales propios:

- Asociado a A1 : Resolvemos el sistema

X X
Al 'y [=] Yy |=.=2x-y+22=0
z

por lo que



Su=A{y-2z2y,2)} =< (1,1,0),(-2,0,1) >
- Asociado a A, : Resolvemos el sistema

por lo que

S, =4{zz22)} =< (1,1,1) >
Por todo lo anterior podemos deducir que A es diagonalizable (ya que las
dimensiones de los subespacios propios coinciden con las multiplicidades de los

respectivos valores propios) y que la base respecto de la cual la matriz es diagonal
esta dada por las columnas de la matriz

-2

P= 0
1

(@I
e

Puede comprobarse que se verifica que
P1.A.P =D =diag(l,1,2)

3. Calcular dos de los tres siguientes apartados:
3.a El limite, expresandolo como una adecuada integral
: 1 22 32 n2
!‘Im( N R I G )
3.b Elvalor de log(1,02) mediante un adecuado polinomio de Taylor de grado 3,y
dar una cota del error.
3.c Elvalor de la integral

J. X241 dx
Ix+1
SOLUCION:
(3.a) El limite se puede expresar de la siguiente forma
n
2 2 2 i2
Iim( 1 2 . 3% , 40 )=Ii S—
olnd+1  n¥+2%  n3+33 nd+n3 oo £=d 3 43
n n i2n n i N2
2 = (+) 1 2
= limi In__ _ |im 4 n°_ _ limi n _ X
n»oonizzlzn3+|3 n-owo N = :z'i‘:; naoonlz;l+(|)3 '[01+X3

integral que es inmediata, siendo su valor (y por tanto el del limite pedido) % log2.

(3.b) Usaremos el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto a = 0 (es decir, el
polinomio de Mclaurin) para la funcién f(x) = log(1 + x) (también podriamos
aplicar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto a = 1 para la funcion
f(x) = logx; notemos que tanto en un caso como en el otro, el punto 1,02 estd muy



préximo al punto en que desarrollamos la funcién). Como sabemos que

log(1+x) = x-— % + X3—3 + Resto
tendremos que
2 3
log(1,02) = log(L +0,02) = 0,02 0’22 ; 0’22 + Resto

por lo que podemos aproximar
log(1,02) ~ 0.02 — 9:022 | 0.02° _ 4 19g

2 3
y el error viene dado por
v
Resto = ‘ (c) 0,024
41
siendo 0 < ¢ < 0,02. Por tanto
Resto = |—=8-—0,02¢| < |[—=5_—0,00¢| = 202° _ 4 0x 10
(1 +c)*4l (1+0)%4! 4

(3.c) Haremos el cambio de variable t> = x + 1. De esta forma, x = t2 — 1y dx = 2tdt.
Sustituyendo en la integral

X2+l 4y m _ 4 _ o942
jmdx_j : 2tdt_2j(t 22 1 1)dt

que ya es inmediata de resolver.

4. Encontrar los extremos locales de la funcién implicita z = z(x,y) definida por la
ecuacion

X2 —4X+y2-2y+62-2°=0

SOLUCION: Primeramente hallaremos los puntos criticos de z, para lo cual tendremos
que resolver el sistema % = 2 — (. Necesitamos por tanto hallar primero las

oy
derivadas parciales de z :
Si derivamos en

X2 —4X +y? — 2y + 62(X,y) — 22(X,y) = 0
respecto de X y despueés respecto de y, tendremos

2X—4+62x—222x =0 _ Zy = 2%
2y —2+62x — 2224 = 0 zy:%

Por tanto, el unico punto critico (solucion del sistema z, = zy, = 0) sera (X,y) = (2,1).
En las operaciones que siguen, también necesitaremos el valor de z en dicho punto,
valor que obtendremos sin méas que sustituir en la ecuacion inicial los valores de x e y.
Si lo hacemos, resultaraz = 50 1.

Para saber si en este punto hay un maximo o un minimo, precisamos calcular el
hessiano en el mismo. Como



—(3-2)+(2—x)zx (2—x)zy
G-2)° G-2)°
(2—x)zy -B-2)+(1-y)zy
(3-2)° (3-2)°

Zxx Zyy

Hi(x,y) = ‘

tendremos que

-1

Hf(2,1) = | *

donde hemos sustituido z por 5 0 1 (se obtiene el mismo resultado). Como resulta que
Hf(2,1) > 0y z«(2,1) < 0, el punto (2,1) es un maximo para la funcién z definida
implicitamente por la ecuacion inicial.

5. Calcular la siguiente integral
_[ ” Xyz - dxdydz

siendo
V={(xyz) eR® | x2+y2+22<1,x>0,y>0,2>0}

SOLUCION: La integral resulta inmediata si hacemos un cambio a coordenadas
esféricas, ya que

Hj Xyz - dxdydz = I: de J; dr If(rsinqﬁcose)(rsind)sin@)(rcosq&)rzsin¢ «d¢ =

z 1 z
_ |2 i 5 2 ind _ 1
= J.O costm@d@J.Or dr_.‘O sin°¢ cospd¢g = 48

6. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

d _ y+xc0s2(¥)
(a) o ” (b) y" -3y +2y = 2x2
yl) =4+

SOLUCION:

(6.a) Se trata de una edo homogénea, ya que las funciones que acompafian a dx y dy son
homogéneas de grado 1

(y+ xcosz(%))dx —xdy =0
Haciendo por tanto el cambioy = v - x (donde sabemos que dy = xdv + vdx) tendremos
(VX + xc0os?(¥X ) )dx — x(xdv + vdx) = 0
o0 lo que es lo mismo

dx _ _dv
X cos2v



que es una edo en variables separadas. Integrando esta ecuacién
logx = tanv+C

es decir

logx = tan% +C

Para hallar la constante C usaremos la condicion inicial y(1) = Z-, por lo que

log 1 =tan”—{4+C

Asi,

y la solucion del PVI viene dada por

logx = tan% +1

(6.b) La solucion general de la edo homogénea asociada viene dada por
YGH = C192X + Czex

ya que las raices de la ecuacion caracteristica son ry = 2, r, = 1. Para hallar la solucién
particular de la ec no homogénea, y al ser la parte no homogénea 2x2, probaremos con
una expresion de la forma

YPNH = Ax? + Bx+C

que si la sustituimos en la ecuacion inicial, resultaque A =1, B=3yC =7, por lo
que la solucion general de la edo propuesta es

YGNH = C1e2X + Cre* + X2 + X+7



