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ENUNCIADO Y RESUELTO

1. [2puntos] Seaf(x) la funcién definida por
f _ 4x
* x*+1
l.a [1p. ] Calcular laintegral
_[f(x)dx

1b [1 p. ] Hallar, razonadamente, el area comprendida entre la curvd(x) y el eje X.

Solucion: Calcular la integral es inmediato si observamos que

_ 4x _ 2X _ a  _ _
If(x)dx- J. X4+1dX— ZI (X2)2+1dx— 2 o1 2 arctargt) + cte =

= 2arctarnx?) + cte
Ademas, como la representacion grafica de la curva viena plad
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(notemos que se trata de una curva impar, y que tiene Xl @eno asintota horizontal),
el area pedida sera

Area = ZJ-:O ﬁdx = [4arctarix?)];” = 4arctart+o) — 4arctarf0) =

_ A% _(—
—42027r

2. [ 2 puntos ] Hallar los extremos absolutos que alcanza la funcion
f(xy) = X2y +y° — 2xy
en el conjunto compacto
K=<{(xy) : x2+y?-2x<0)

Solucién: El conjuntoK coincide con el circulgx — 1)? + y2 < 1, es decir, el circulo de
centro(1,0) y de radio 1.



Inicialmente calculamos los puntos criticosfley) que estan en el interior del circulo:
Resolviendo

of
X —2xy-2y=0

of
5 =X+ -2x=0

De la 12 ecuacion resulta gye= 0 6x = 1. Siy = 0, en la 22 ec. se obtiemxe= 0 6 2; si

= = +-1
X =1, resultay 2

Por tanto tenemos los puntos criticd®, 0), B(2,0), C(l,%) y D(l,—%). Los puntos
gue estan en el interior desonCy D (Ay B estan en el borde).

Ahora obtendremos los posibles puntos candidatos faréera del recinto: No es preciso
aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange paafuavlo que vald en la frontera de
K, ya que se verifica que

fxy) = X%y +y% - 2xy = y(x* + y? — 2x)
y como la frontera viene dada por los puntos talesxguey? — 2x = 0, resulta qué en cualquier
punto de la frontera de vale siempre O (por lo que también valdré 0 en cualquier pgnéo
podamos haber obtenido mediante multiplicadores de Lggrammo hemos visto con los
puntosA(0, 0) y B(2,0)). No obstante, veamos que se obtiene este mismo resultaghcsimos
multiplicadores:

Se trata de hallar los puntos criticos de la funcion

F(X,y) = X2y + Y3 — 2xy + A(X% + y2 — 2X)
Hemos de resolver el sistema

L = 2xy-2y+22x-21 =0

% =x2+3y?-2x+2y =0

X2 +y?2-2x=0
La 12 ec puede ponerse como
XY-y+AX-1)=0=> X-1)y+A(x-1)=0= (X-1)(y+1)=0

porloqueax =101 = -y.

Sitomamos = 1, de la 32 ec. resulta qye= +1, por lo que hemos obtenido los puntos
criticosE(1,1) y F(1,-1).

Sitomamost = -y e igualamos con el valor deque se obtiene al despejar en la segunda
ecuacion, al simplificar resulta

x2+y?-2x=0
gue coincide con la 32 ec. Por tanto, en este caso seramstibidos los puntos que cumplan esta
Gltima condicidn, es decir todos los puntos que estan emaIrderencia frontera de.
Evaluandd en todos los puntos obtenidos, resulta ser

A _ _ 2. _ 2. _ 0 _
f(A) = 0; f(B) = 0; f(C) 3ﬁ,f(D) 3ﬁ,f(E) 0; f(F) = 0

por lo que el minimo absoluto se alcanzay el maximo erD.



3. [2puntos] Resolver:
3.a [0.5p.]Siz=2x2-3y* conx = u+v+wyy = u>v?w?, calcular &, &, y £
3.b [1.5p. ] Suponiendo que las ecuaciones

Uu+2v—-x2+y2=0
2u-v-2xy=0
definen a las variablesu, v como funciones implicitas dex ey en las proximidades de

ou ou oV ov
un adecuado punto, calcular<, e Y oy

Solucién:
(3.a) Podemos sustituir directamentezgrara obtener una funcion que dependeidew :

Z=2x2 = 3y3 = 2(u+ v+ w)? - 3(udv2w?)?
y por tanto, si derivamos directamente

% = 4(U+ V+ W) — 6(U?v?w?)2uv?w?

2 = Au+v+w) - 6(uvAw?)2vuPw?

% = 4(U+ V+ W) — 6(U?v?w?)2wu3v?

También podiamos haber aplicado la regla de la cadena, deranque al ser
z=2z(x,y) = z(X(u,v,w),y(u,v,w)), se tendra

0z _ 0z ox , 9z O _ 1AV . 202 _ 2\2\ps2 2012
N = ox 6u+Owau—4x 1- 6y~ - 2uvew- = 4(U+ V+ W) — 6(U“v-W=)2uv-w

0z _ odz ox , 0z _ 1 _6v2. 2n2 — _ 2y 2\p2 2u2
av—axav+ayav—4x 1-6yc - 2vu“w* = 4(U+ V+ W) — 6(U“v-W*)2vu“w

0z _ oz 4 2N _ Ay 1_6y2. 22 — — 6(UuAv2w? 22
6w_8x8w+8y8w_4x 1 - 6y° - 2wuv* = 4(U+ Vv + W) — 6(U“v-w=)2wu-v

(3.b) Como se tiene el sistema
u(x,y) + 2v(x,y) = x> +y? =0
2u(X,y) —V(x,y) —2xy = 0
si derivamos ambas ecuaciones respecto de
% + 2% -2x=0
28 - & -2y 0
de donde despejandg} y 2, se obtiene:
ou _ 2X+4y. v _ Xy
ox 5 "ox 5
De igual forma, si derivamos ambas ecuaciones respegta de
% + 22—; -2y=0

2% _ 2 _2x =0

de donde

ou _ MX+2y v -2

oy 5 5

2



4. [ 2puntos ] Calcular el volumen del sélido acotado por las gréficas de kecuaciones
X2+y?=4; x2+y?+72=16; z=0

Solucién: El volumen a calcular es el del cilinds3 + y? = 4, que tiene por tapa la
correspondiente porcion de la esfafar y2 + z2 = 16. Asi

Vol = I .[ I dxdydz
\

y si realizamos un cambio a coordenadas cilindrincas, ¢emass (la proyeccidn sobre el
planoXY es el circula + y? < 4)

0<r<2,0<0<2r;0<1z< J16—x2—y2 = J16-r2; siendod = r
Entonces

Vol = Jl”dxdydz= IzndQIZdrIjW rdz = J.z”dQJ.Zr,/m—rzdr =...
\%

- 64 _
- 2”( 3 8‘/5)
(donde la integral respecto des inmediata yvale% ‘/(16— r2)*).

5. [2 puntos] Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

& Xy =y+ -y

by y'-2y+y=¢€e+3

Solucion:
(5.a) La primera se puede escribir en la forma

(y+ X2 —y? )dx—xdy =0
y se trata de una edo homogénea (ya que las funcMiey) = y+ ,/x? —y? y N(x,y) = —X
son homogéneas de grado 1). Por tanto realizaremos el calaudboopor
y = vX; dy = vdx + xdv
Sustituyendo,

(vx + ¥X% —v2x? )dx — X(vdx + xdv) = 0
y operando

Xy1—Vv?dx = x2dv
por lo que se obtiene la edo en variables separadas
ax _ dv
% 1-v2
e integrando en ambos miembros



log(x) = arcsin(v) + cte
o lo que es lo mismo
log(x) = arcsir(%) + cte

(5.b) La edo lineal de 2° orden y homogénea, tiene por salugederal
YGH = C1€* + CoX€* = (C1 + C2X)€*

(puesto que la Gnica raiz de la ec. caracterisfica2r + 1 = 0, esr; = 1, doble).
Al ser el término no homogéned + 3, inicialmente podemos tomar como solucién
particular de la ec. no homogénea la dada por

YPNH = Ae*+ B

pero observamos que hay repeticion con alguno de los tésmun® aparecen ey (el término
€¥). Lo mismo ocurriria si tomasemos

Yenn = Axe* + B
(el términoxeX). Por tal motivo, tomaremos
YPNH = Ax%e*+B
Si sustituimos esta expresion en la edo ini¢idl- 2y’ +y = e* + 3), simplificando se llega
a
2Ae*+B =¢e*+3
de dondeA = 2 yB = 3.
De esta forma, la solucion general de la edo dada es

YGNH = YeH + YpnH = (C1 + CoX)e¥ + %xzeX +3



