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ENUNCIADO Y RESUELTO

PROBLEMA 1. Calcular los extremos absolutos de la funcion
fxy) = x-y?
en el conjunto compacto
D={(xy) e R? | x?+y? < 4,x>-5/3)

SOLUCION:
@® Calcularemos primero los puntos criticosfém el interior deD: si resolvemos

obtenemos como soluciones el puA®, 0) pero también cualquier punto de la forma
B(x, 0) (estos puntos aparecen representados en rojo en la figuiarsie)

@® Calcularemos ahora los puntos criticos en la fronted:den primer lugar lo haremos
en la parte de dicha frontera que corresponde a la circuntfiene® + y? = 4 : Como
f(x,y) = xy?, si sustituimos la ec. de la circunferencia en ésse tendra

f(X) = X(4 - x?) = 4x - x3
que tiene por puntos criticos (se tiene @{g) = 4— 3x? = 0, con lo quex =

(58)o( 5254 53)

Ademas, en la parte de la figura que corresponde a laxeetab/3, se tiene
fxy) = %2 = —3y2

que tiene como punto critiop= 0 (siendox = —5/3). Notemos que este punto ya esta
contemplado en los punt@&x, 0).
@ Sicalculamos los puntos interseccion de la circunfereptaaecta, obtenemos

o(3-E)(3-42)

a|~
Al

L éi evaluamo$ en todos los puntos hallados, resulta que el maximo se etmaweCy D
(siendof(C) = f(D) = 3,0792), mientras que el minimo se encuentr&egrH (siendo
f(G) = f(H) = -6,1111)
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Figura Problema 1

PROBLEMA 2. Seanf: R® - R®yg: R® - R?funciones definidas por
f(xy,2) = (X% +y? x-y-2z, 22— x?)
g(u,v,w) = (cogu+w), e")
Calcular la matriz jacobiana de g - f en el punto (0, /7, /7 ).

SOLUCION: La funciéngof : R® - R2, por lo que su matriz jacobiana sera de
dimensiones 2 3. Podriamos calcular previamente la expresion de la cagipog) o f
(aplicando quég - f)(x,y,2) = g(f(x,y,2))) y con posterioridad derivar el resultado. Sin
embargo, usando la regla de la cadena para estas transionesaalcularemos
previamente las matrices jacobianad gley, y usaremos que

J(@°H(xy,2) = I9(f(x,y,2))) x I(f(x,y,2))
De esta forma

XZ
0 ev 0 ¥z v

: . 2x 2y O
—sin(u+w) 0 -sin(u+w) )
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-2x 0 2Z

@ HxY,2) = (

y si particularizamos en el punt®,y,z) = (0, /7, /7 ) (siendo

(u,v,w) =10, /7, J7) = (z,0,7))
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de donde

000
J(gof)(O,ﬁ,ﬁ)=( I )



PROBLEMA 3. Estudiar si el sistema
XeY+Xeyez+z=1
Xeyez=0

define ay, zcomo funciones implicitas dex en un entorno del punto(1, 0, 1). Calcular
y'(D), Z(D).

SOLUCION: Sidenotamos
D1(X,Y,2) =XyYy+Xey-.z+z-1=0
Q2(X,y,2) =x+y-z=0

por el teorema de la funcion implicita, para que efectivameste sistema definayaz
como funciones implicitas deen un entorno del puntd, 0, 1) se tiene que verificar que

®4(1,0,) = ®(1,0,1) =0
lo que es evidente, y que

o(D1,D7)
—==2-(1,0,) + 0
v BOD
lo cual también se verifica, ya que
T2 X+XZ xy+1 21
8(@1,®2) (1’0,1) _ ﬂay 0z _ Xy _ + 0
a(y,2) 2z 2 Xz Xy 10
y oz 1.0.1) (1,0,

Por lo tanto, podemos considerar el sistema
XeY(X)+Xy(X) «z(X) +2(x) = 1
X+y(X)+2z(x) =0 }
que si derivamos respecto Benos dara un sistema de 2 ec. con 2 incégnjitag’ :
Yy+Xxy +yz+xy'z+xyzZ +Z =0
yz+Xxy'z+xyZ =0 }
Antes de despejaf, Z vamos a patrticularizar el sistema en el pufitc, 1) :
0+1y'(1)+0+1y'(1)1+0+7Z(1) =0
0+1y'()1+0=0 }
por lo quey'(1) = 0, Z(1) = 0.

PROBLEMA 4. Calcular, usando integracion triple, el volumen del sélido comprendido
entre dos esferas concéntricas de radiasy b, siendo0 < a < b.

SOLUCION: Por la simetria del problema nos reduciremos al 1er octgnte (
multiplicaremos el volumen por 8). Asi



Vol = 8 ”j dxdydz
\Y

siendoV la regién, en el ler octante, comprendida entre ambas sgfergar de
perspectivas de dicha region son las que aparecen en la fguiente).

Vamos a calcular esta integral mediante un cambio a cooddsresféricag,0,¢),
resultando que para la region considerada se tiene

a<r<b;0<0<l'0<¢<%

2 )
mientras que el jacobiano del cambio viene dado por
J =r?sing
Asi
.4 I b
_ _af? 2 2¢ind o+ dr = = AT (h3_ 33
Vol _8j£jdxdydz_8jo d¢j0 dejar sing - dr .. = 4Z (b° - a*)

PROBLEMA 5. Resolver las siguientes ecuaciones diferendes:
(@ (x+y-ex)dx-x-exdy=0

X"+ 3x +2x = et + sint
(b) }

x(0) = 0,05;x'(0) =0

SOLUCION:
(a) Se trata de una edo homogénea (todas las funciones qeeapaon homogéneas de grado
1). Asi, si realizamos el cambjo= v - x resultard una edo en variables separadas:
Siy = v xentoncesly = xdv + vdx, por lo que si sustituimos en la edo original

(X+Vex-e%)dx—x-e% (xdv+vdx) =0
de donde se obtiene
xdx — x%e¥dv = 0
o lo que es lo mismo

% = e'dv



Integrando ambos miembros
logx =e"+C

y deshaciendo el cambio resulta que la solucién general eiddaiene dada por
logx = e + C

(b) Se trata de una edo lineal de 2do orden, de coeficientetartes y no homogénea, por lo
gue su solucion general vendra dada por

XGNH = XGH + XPNH

La solucion general de la ecuacion homogénea viene dadalmsr(las raices de la
ecuacion caracteristica asociada= -1, r, = —-2):

XGH = Cle‘t + Cze_Zt

Como la parte no homogéneafé = e + sint, probaremos para la solucién particular de
dicha ecuacién una expresion de la forma

Xpny = Aot et + Bsint + Ccost

Sustituyendo esta expresion ¥+ 3x' + 2x = et + sint, e igualando los respectivos
términos, se obtiene el sistema

(coefe) -2A+3A =1
(coeft-et') A+2A-3A=0
(coef sint) -B-3C+2B=1
(coefcog) -C+3B+2C=0

porloqueA=1,B= 4, C= 32. Asi,

_ —t ot R R
XenH = Cret+Coedt +teet + 10 sint 10 cost
De la condicién iniciak(0) = 0,05 resulta
_3 _
Ci1+GC, 10 0,05
y dex'(0) = 0 se obtiene
— — L =
Cl 2C2 +1+ 10 0
siendo por tant€; = -0,4,C, = 0,75.
Asi, la solucion del PVI dado es
Xeni = —0,4.e14+0,75-e2 +t.et+ L sint— 3 cost
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