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1. [2puntos] Seaf : R* -» R*una aplicacion lineal que verifica:
f(s) = 2sparatodosde S siendo
S=<{(xyzt) eR*: 2x-y+t=0,4-t=0}
f(t) = —tparatodotdeT, siendo
T={(xy,zt) eR*:t=0,x+y+z=0}
Calcular:
l.a La matriz de f respecto de las bases can()nicr{sp. ]
1.b Ladimensiony las ecuaciones del nucleo y de la imagen tle;, Qué tipo de
aplicacion es? p. ]
1.c Lamatriz de f respecto de las basB en el conjunto inicial y la candnica en el final,
siendo

[p.]

SOLUCION:
(1.a) Buscamos una matriz de la forma

B=4{1,010,(0,1,0,2,(-1,0,0,2,(1,1,0-1)}

ai by c1 di
az by c2 dz
as bz c3 ds
as bs c4 ds
gue ha de cumplir una serie de condiciones. Como se tiene que
S=<{(xyzt) eR*: 2x-y+t=0,4&-t=0) =
={(xy,zt) 1 t=4z y=2x+4z}) = {(x, X+ 42,2 42)} =
=< (1,2,0,0,(0,4,1,9 >

T={(Xyzt) eR*:t=0,x+y+z=0} = {(Xy,~x—-y,0)} =
=< (4,0-1,0),(0,1-1,0) >

por las condiciones del enunciad¢s) = 2spara todesdeS f(t) = —t para toda deT), habra
de ser

1 1 0 0 1 1 0
2

A B 2 T T A O A B I PO\ B S O I
0 0 1 1 -1 -1 -1 -1
0 0 4 4 0 0 0 0

Resolviendo estos sistemas de ecuaciones se llega a que



01 1 -5/4

21 2 1/2
A=

0 0 -1 3/4

00O 2

(1.b) Como efango(A) = 4 (observamos que si permutamos las filas 1y 2, la matriz es
triangular superior, por lo que es inmediato calcular sgoamsu determinante), resulta que
dimim(f) = 4, es decitm(f) = R4, por lo quef sera suprayectiva. Ademas podemos asegurar que
dimker (f) = 0, por lo quef sera también inyectiva (no es preciso calcut(f), ya que al tener
dimension 0, obligatoriamenter (f) = {(0,0,0,0}).

(1.c) En este caso se trata de usar el siguiente esquemaésadpie realizar un cambio de
base en el conjunto inicial):

R4 — — SR4-R4
B C C

por lo que la nueva matriz pedida sera
Mgc(f) = Mcc(f) x Mgc = Ax Mgc =

01 1 -5/4 10-11 I
|21 2 12 o101 | | 4 2 -2 2
00 -1 3/4 100 0 S T
000 2 02 1 -1 0 4 2 -2

2. [2puntos] Seaf : R® - R®un endomorfismo cuya matriz, respecto de la base
candnica deR?, es
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Se pide:
2.a Estudiar para qué valores demesf diagonalizable.[ p. ]
2.b Seam = 1. Hallar una matriz diagonal D y una base deR 3 respecto de la cual la
matriz de f seaD. [ p. ]
2.c Param= 1, calcular A . [ p. ]

SOLUCION:
(2.a) Los valores propios de la matAzvienen dados por



m-41 0 O
JA—Ald] =0 < 2 -2 -1|=0

2 -1 -2
de donde se obtienen las raidgs= m,A, = 1,A3 = —1. Por lo tanto, sm # {1,-1}, se tendra
gueA es diagonalizable (al tener 3 valores propios reales thslinVeamos que ocurresi vale

1: 1Si.m =1 : Se trata de la matriz

1 0 O
A= 2 0 -1
2 -1 0

gue tiene por valores propids = 1 (doble) yA, = —1. Si calculamos sus subespacios
vectoriales propios asociados:

X X
Si=<xy2:A vy |[=1] vy =..={XY,2X-Yy)} =
z z

=< (1,0,2,(0,1,-1) >
mientras que

X X
Si=< xy2: A y |=-1 vy =..={0y,y)} =< (0,1, >
VA Z

Por tanto, la matriz es diagonalizable en este caso.

® Sim = -1 :Se trata de la matriz

-1 0 O
A= 2 0 -1
2 -1 0

gue tiene por valores propids = —1 (doble) yA, = 1. Si calculamos sus subespacios
vectoriales propios asociados:

X
Si=< xy2: A vy [=-1 vy =..=40,02)} =
z z

=< (0,0, >
por lo que la matriz no seré diagonalizable.

(2.b) En el apartado anterior tenemos realizados todosaloslos que nos piden (se trata del
casom = 1), por lo que
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(2.c) Se verifica
A0 — (p.D.p 1) - p.pl0.p-1_-p.|d.P1=I|d

3. [2puntos] En R® se considera el producto escalar definido por
x,¥,2) - (X,y,Z) = xx' + 5yy' + 222
y los subespacios vectoriales
U=<{(xy,2 eR% 2x+y=0} y W =< (1,-1,0) >
Con esta definicion, se pide:
3.a Dada la base canénica d&2, hallar una base ortonormal.
3.b Calcular una base ortonormal de los subespacidd* y W-.
3.c Calcular UNW y U+ W[ p. ]
3.d Determinar la proyeccion ortogonal del vector(1, 2, 1) sobreU. [ p.]

SOLUCION:

(3.a) Con el nuevo producto escalar que nos dan, esta clarlog3 vectores de la base
canonica d&k3 son ortogonales (el producto escalar de dos cualesquiaiiodeusando el
producto escalar del enunciado, siempre da 0). Lo Unico gaesitamos es de asegurarnos si los
vectores son unitarios:

1(1,0,0] = /(1,0,0 - (1,0,0 =1
1(0,1,0] = /(0,1,0 +(0,1,0 =5
1(0,0,D] = (0,0, - (0,0,1) = /2

Por tanto, la base ortonormal pedida sera

-1 1
{(1,0,0), NG (0,1,0, 7 (0,0,1)}

(3.b) Se tiene que
U= {(xy2) € R% 2x+y = 0} = {(x-2x2)} =< (1,-2,0),(0,0, >
por lo que
xY,2) € Ut o { *y.2)-(1,-20=0" { x—10y = 0
(%y,2) - (0,0,) =0 27-0

de donde
U+ ={(10y,y,0)} =< (10,1,0 >



mientras que
xY,2) e W & (X,y,2) +(1,-1,00 =0 x-5=0
de donde
W= {5y,v,2)} =< (5,1,0,(0,0,1) >
De esta forma, una base ortonormal pdtaviene dada por

Ut = ,/ﬁs <(10,1,0 >

(puesto que el médulo del vect@0,1,0 es|/(10,1,0| = ,/(10, 1,0 -(10,1,0 = J/105),

mientras que para hallar la base ortonormaldgendremos que usar las 2 primeras ecuaciones
del método de Gram-Schmitd:

U =61 = (5,1,0)

(5,1,0-(0,0,0
(5,1,0-(5,1,0

Notemos que se obtienen los dos mismos vector&g‘d@ota: No seria preciso usar las
ecuaciones del método de G-S si observamos desde el poigeipilos dos vectores de la base
deW* ya son ortogonales - inclusive con el producto escalar diefien el enunciado). Por tanto,
para hallar la base ortonormal W solo hemos de dividir cada vector por su madulo:

1(5,1,0] = /(5,1,0 - (5,1,0 = /30
10,0, = /(0,0,1) - (0,0,1) =1
y la base ortonormal seria

U, = € — Hi.ﬁi u; = (0,0,1 -

(5,1,0 = (0,0,

1
W =< m(5,1,0),(0,0,1)>

(3.c) Se tiene que

Xy,2) € U . xYy,2) = a(1,-2,0) + 5(0,0,1
Xy,2) e W xY,2) =v(1,-1,0)

y resolviendo este sistema se tendriaque § = y = 0, por lo queU "W = {(0,0,0)}.

xy,2) e UNWe {

De forma anéloga podemos actuar para haltas W*- : Sabemos que
U+ +W =< (10,1,0,(5,1,0,(0,0,1 >, y puesto que estos 3 vectores son lin. independientes,
resulta queJ+ + W- = R3,

(3.d) Se trata de expresét,2,1) = u+w, conu € Uyw € U*. Asi, sera
(1,2,) =u+w=a(1,-2,0) + (0,0, + y(10,1,0

y para determinar estos coeficientes multiplicaremosl@soante esta igualdad por los vectores
deU (para lo que usaremos la definicion de producto escalar elaghenunciado):

1,2, -(1,-2,0) = 2(1,-2,0) - (1,-2,0) + p(0,0,1 - (1,-2,0) + y(10,1,0 - (1,-2,0)
1,2, -(0,0,1 = (1,-2,0) - (0,0, + p(0,0,1) - (0,0,1 +y(20,1,0 - (0,0,0
de donde
-19=21n
2=2p
Por lo tanto la proyeccion ortogonal pedida sera
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u=a(l,-2,0)+ B(0,0,1) = —2—119(1,—2,0)+ 1(0,0,1) = ( ~1o 3 g )

4. [2puntos ] Resolver UNO de los DOS apartados siguientes:

4.a Un empresario posee 85 hectareas de terreno para cultivar ddipos de plantas de
café. La primera variedad tiene un rendimiento de 9600 eurdbectarea, pero
necesita 3 horas/hectarea de uso de maquinaria y 80 horasfitérea de mano de
obra. Ademas, el Estado limita su explotacion a 30 hectareg®r plantacion. La
segunda variedad produce un rendimiento de 7500 euros/hetka y utiliza 2
horas/hectareade uso de maquinaria 'y 60 horas/hectarea deamo de obra.

La cooperativa local le ha asignado 190 horas de uso de magaira, pero solo se
disponde de 5420 horas de mano de obra, a 12 euros/hora.

¢, Cuantas hectareas debe dedicar a cada variedad de café siepe maximizar el
beneficio obtenido? ¢ A cuanto asciende dicho beneficio?dPitear este problema
como un problema de Programacion Lineal y resolverlo.

4.b Usando adecuados desarrollos de McLaurin, calcular los liites:

Iim( sinx )“Xz y lim XCOSX — sinx
o\ X -0 2x2sinx

SOLUCION:
(4.a) Si denotamos paral nro de hras del café 1, y pgial del café 2, tendremos que la
funcion objetivo a maximizar viene dada por

f(x,y) = 9600k + 7500y

con las siguientes restricciones

[ X+ Yy < 85 (debido al n® de hectareas que disponemos)

x < 30 (debido a que no se pueden disponer mas de 30 hectaredé d§ ca
< 3x+ 2y < 190 (debido a las horas de maquinaria)

80x + 60y < 5420 (horas de mano de obra empleadas)

Xx,y>0

~

Tenemos que representar esta region factible y evakratos vértices de la misma. Nos
guedaremos con aquel vértice que nos de el maximo valbr de

(4.b) El primero se trata de una indeterminacion de la forfadr lo que para resolverla
usaremos

|im(L{(‘X)l’X2 = exp(limi[LQX —1]) = exp(lim %[MX_XD =

%0 x>0 X2 x>0 X
3
_ - _ X—% +...|=-X
= exp(llm SinX — X X) = exp| lim [x-3 ] = exp(—l — g1/
x-0 x3 x-0 x3 3!

El segundo es de la form%u por lo que si sustituimos cada funcién por su corresponelien



desarrollo

lim XCOSX=SiNX _ |im X[l_%T*---]_[X_E_T*---] I |

x>0 2x2sinx x-0 22[x— % +...] 2 6

ya que el coeficiente d€® (que es el menor de los que quedan en el numerador y denomjinado
es—+ + +- en el numerador y 2 en el denominador.

5. [ 1 punto cada apartado | Resolver DOS de los TRES apartados siguientes:
5.a Hallar el valor de c para que la funcion
f(x) = —&=
® X2+cC
tenga un Unico extremo relativo. ¢ Se trata de un maximo o de uminimo?

5.b Encontrar constantesay b de forma que

I)jm(,/x2+x+1 —ax—b) =1

5.c Calcular el polinomio de McLaurin de grado 3 para f(x) = §1+ 3x y obtener una
cota del error cometido cuando el valor dey'1, 3 se aproxima usando dicho
polinomio.

SOLUCION:
(5.a) Calculamos la primera derivada e igualamos a cero:

—eX(X? +C) —e*2x
, p—

f'(x) = . >
(x+c¢)

y como queremos que solo haya un extremo relativo, estaiéousao puede tener una sola

solucidn, por lo que necesariamente 1. Para ver que tipo de extremo relativo tiene la funcion,
y puesto que su derivada es

=0e xX2+c+2x=0

Fx) = —eX(x2+1)—e”2X  —e*(x+1)?
(X2 +1)° (X2 +1)°
resulta que la funcién tiene por Gnico punto critico el punte—1, siendo adem&&x) < 0 para
cualquier valor de; esto quiere decir que la funcién siempre es decrecientdéo gue en
x = =1 no puede haber ni maximo ni minimo, sino que hay un puntoftéxian.

(5.b) Si calculamos el limite e igualamos a 1:

SETXTT + (ax+b
1~ i (FTXTT —ax-b) — (T~ ) L @+b)) _
w - T ixe Lt (@b
=i (X2+X+1)—(ax+b)2 _iim (1—612)X2+(1—2ab)x+1—b2
o Baxel(axab) 7 Jrx+l+(ax+b)

y para que este resultado sea finito e igual a 1, tiene que-saf & 0 (para que asi el
numerador y denominador sean del mismo grado), siendo endélﬁ_g% = 1 (el cociente de los

coeficientes de grado 1 nos da el valor del limite). Por tdrdale sea = 1 (no puede serl ya



gue se anularia el denominador de la fraccion), mientrabgue1/2.

(5.c) Se tiene
f(x) = §1+3x; f(0) =1
fl(x) = %(1+ 3x)233; (0) = 1

f'(x) = %2(1+ 3x)~°%3; f'(0) = -2
f"(x) = 1?0(1+ 3x)®°3; f(0) = 10
00 = =821+ 30 %; V(o) = -80(L+ 3¢)

por tanto si usamos

J1+3x =1+ Ix+ 5—?x2+%x3+R

tendremos que

J13=31+3-0,1~1+1.0.1+ 5—?0.1%%0.13 — 1.0917
siendo el error dado por

Error = |R| = ‘f'v‘l—(,c)o,l4 = Wo,r‘ < {330 o0 1 = 3.3333< 10°
- I(1+3c I(1+3-

puesto que &< ¢c < 0, 1.




