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1. Seaf : R® - R®una aplicacion lineal que verifica:
o Ker(f) ={(x,y,2) : 3y+z=0, X-y+z=0)
o f(1,0,D=(1,1,-1)
o (0,1,-1) es un vector propio de valor propioAd = 2
Calcular:
1l.a La matriz de f respecto de las bases canonicas.
1.b Ladimensiony las ecuaciones del nucleo y de la imagen tig estudiar la
inyectividad y suprayectividad de la aplicacion.
1.c Lamatriz de f respecto de las baseB; de R® y B, de R?, siendo

B: = {(1,1,0,(1,0,-1),(0,-1, 1)}
B, = {(1,0,-1),(0,-1,1),(0,2, D}

Solucion:
(1.a) Representaremos pda la matriz buscada, que inicialmente supondremos que viene
dada por

ai bl C1
A= ao bz Co
as b3 C3

y vamos a calcular todos estos coeficientes usando lasaonds que sabemos que verifica
® Como

Ker(f) = {(x,y,2) : 3y+z=0, X-y+z=0} = {(X,y,2) : z=-3y,Xx=2y} =

={2y.y,-3y)} =< (2,1,-3) >
esto significa qué(2,1,-3) = (0,0,0) o lo que es lo mismo

air by ¢ 2 0
a by co 1 = 0
az bz cs3 -3 0

gue nos da lugar a un sistema de 3 ecuaciones con 9 incognitas.
® Def(1,0,2) = (1,1,-1) se obtiene otro sistema de 3 ecuaciones con 9 incognitas

ai by ¢ 1 1
a by, ¢ 0 = 1
az bz cs3 1 -1

® Como(0,1,-1) es un vector propio de valor propio= 2, esto quiere decir que
f(0,1,-1) = 2(0,1,-1), o lo que es lo mismo

ar by cg 0
a by c 1 =2 1
as b3 C3 -1 -1

Resolviendo entonces los sistemas por separado



2a1+b1—-3c1 =0 2a2+b,-3c2=0 2a3+b3—-3c3=0
ai+c1=1 az+c=1 az+c3=-1
bi1-c1=0 by —co =2 bs—c3=-2
se llega a
alzblzclz%; az=0,b,=3,¢c=1; az=0,bs=-3,c3=-1

por lo que
1/2 1/2 1/2
A= 0 3 1
0 -3 -1

(1.b) En el apartado anterior tenemos dada una bas&pgf y sus ecuaciones vienen
dadas en el enunciado. Asi ya sabemos que su dimension esld goef no puede ser
inyectiva) y que la dimensién para la(fnserd 2 (por lo quéno sera suprayectiva). Ademas,

Im(f) =< (1/2,0,0,(1/2,3-3),(1/2,-3,-1) >=< (1/2,0,0,(1/2,3-3) >
Para hallar sus ecuaciones, planteamos el sistema dado por
x,Y,2) = a(1/2,0,0 + B(1/2,3-3)
eliminamosa y By resultaragy + z = 0. Por tanto, Inff) = {(x,y,z) L y+z= 0}

(1c.) Aplicamos el esquema tradicional
Id f Id
R3S R3-R3 SRS
B1 c cC BS

Por tanto se tiene
Mg, g, (f) = Mcg,(Id) x Mc(f) x Mg, c(Id)

es decir
-1
1 00 12 1/2 1/2 110 1 00
Mgg(f)=| 0 -1 2 0 3 1 10 -1 |=| —§12
111 0 -3 -1 0-11 1 00

2. Dada la matriz

abo
A= 012
00 2

2.a Estudiar, en funcion de los valores dexy b cuando es diagonalizable.

2.b Paraelcasoa = b =0, ¢Aesdiagonalizable?. En caso afirmativo, hallar la matriz
diagonal y las matrices de cambio de base

2.c Calcular A" en este ultimo caso.



Solucion:
(2.a) Los valores propios de la matriz son=a, A» =1, A3 =2, porloquesa + 1y
a = 2, la matriz sera diagonalizable (por tener 3 valores psogiferentes). Estudiemos por
tantoloque ocurresi=1lysia=2:
® Sia=1, losvalores propios soty = 1 (doble),A, = 2. Calculemos el subespacio propio
S, asociado & =1:

abao X
012 y | =1
0 0 2 z z

lo que nos lleva a que= 0y a queby = 0. Asi, sib = 0, tendremos como solucién de este
sistemaz = 0, por lo que
Sy, =< (x%,v,0) >=< (1,0,0,(0,1,0) >
gue tiene dimension 2, por lo géesera diagonalizable. Sin embargobsk 0, tendremos
quey = 0, por lo que la solucion del sistema sgré z = 0, por lo que
Si, =< (x,0,0) >=< (1,0,0) >
gue tiene dimension 14 no es diagnonalizable.

® Sia = 2, conunrazonamiento similar al anterior se llega a qie-si0 la matriz es
diagonalizable, mientras quetsi= 0, no es diagonalizable.

(2.b) Para el casa= b = 0,comoa + 1ya + 2, la matriz sera diagonalizable (por el
apartado anterior), y si calculamos los vectores propiosiados a los valores propids = 0,
A2 =1, Az = 2, tendremos:

® S, :
00O X X
012 y =0 vy
00 2 z z

de donde result§,, =< (x,0,0) >=< (1,0,0) >.

® De forma similar obtendrem&, =< (0,y,0) >=< (0,1,0 >y
Si; =< (0,22,2) >=< (0,2,1) >. Por tantoA es diagonalizable siendo su matriz de pRso
su matriz diagonaD, tal queP - A- P = D, las dadas por

000 100
D= 010 y P= 012
00 2 001

(2.c) Como sabemos, se tiene gAle= P - D" - P71, por lo que
-1

100 00 O 100 00 0
A" = 012 01 O 012 = 01 2-2
001 002 001 00 2

3. En R3se considera el producto escalar definido por



x,v,2) - (X,y,Z) = 2xx' + 3yy' + zZ
Con esta definicion, se pide:
3.a Hallar una base ortonormal del subespacidV =< (1,2,-1),(0,-1,1) >y otra para
WA,
3.b Determinar la proyeccion ortogonal del vector(-1,2,-2) sobre
U=<{(XYy,2): x-y+2z=0}.

Solucion:
(3.a) Hallaremos en primer lugar una base ortogonal Y4for método de G-S):

up=e =(1,2,-1)

Uz = &2 - frgEu = (0-1,D) - 7L2-1) - (E-&. &)
donde se ha tenido en cuenta que e; = (1,2,-1) - (0,-1,1) = -7y queu; - u; = 15. Por
tanto, la base ortonormal pavdsera la dada po{HL i} donde

urll
Juill = yur=ur = /15
J165

[uz]] = JU2=Uz2 = 5

Veamos como hallar una base p#va: Si (x,y,z) € W+, ha de ser

*xVv,2)-(1,2-1)=0 . 2Xx+6y—-z=0 . X=2y
xv,2)-(0,-1,1) =0 -2y+z=0 z=2y
por lo queW* =< (2y,y, 2y) >=< (2,1,2) >y solo hemos de dividir este vector por su médulo
(que vale/ 19 para tener la base buscada.

(3.b) Se trata de ponér1,2,-2) = u+v, dondeu € Uy v € U+, siendo el valor del vector
ula proyeccion pedida. Alsere U = {(x,y,2) : x-y+2z=0} =< (1,1,0,(0,2,1) >y
v € U*, setiene
(-1,2,-2) = a(1,1,0 + B(0,2,1) +v

por lo que para hallaz y g multiplicaremos escalarmente (usando el producto esdafardo
en el enunciado) por los vectoresde

(-1,2-2) - (1,1,0 = a(1,1,0 - (1,1,0 + 8(0,2,1) - (1,1,0 + Vv - (1,1,0)
(-1,2-2)-(0,2,1) = a(1,1,0) - (0,2,1) + B(0,2,1) - (0,2,1) + V- (0,2, 1)

4=52+6B+0 - a
10 = 6a +133+0 B

por lo que la proyeccion pedida es
u=a(1,1,0+£(0,2,1 =

4. Calcular:
4.a Los siguientes limites:

1
: __ 9y sin(x-1) ; n sin(1n?)
(4.a.1) Xllrlr(2x 2) (4.a.2) n'l';l'(l + tan(—n3 > ) )



4.b Elvalor aproximado para E usando un polinomio de Taylor de grada2 para la

funcion f(x) = ? Estimar el error cometido en dicha aproximacion.
+X
Solucién:

(4.a.1) Este limite es de la formd por lo que lo resolveremos usando
lim f(x)g(x) = @limg(x)log(f(x)) -

lim(2x — 2)sin(X—l) = glimy.1 sin(x-1)log(2x-2)
x-1

Si resolvemos aparte el limite que aparece en el exponente:

lim sin(x - 1)log(2x - 2) = lim(x - 1)log(2x - 2) = lim oz 2

(x-1)
donde en la primera igualdad hemos aplicado la equivalenaia— 1) ~ (x—1) (ya quex—1
tiene limite O cuanda — 1) y en la segunda igualdad hemos transformado el limiteqpaganos
qguede la indeterminacio# . Aplicando entonces la regla de L'Hopital

. log(2x — 2 = .
lim o ) _lim 22 _ |im - (x-1)=0
x-1 1 x>l =1 x-1

(x1) (x-1)2

Por tanto
lim(2x - 2)Sne-D) — g0 — 9

(4.a.2) Este limite es de la form& por lo que lo resolveremos usando
lim f(x)g(x) = @limg(f(-1) -

lim (1 + tan( n
N—c0 n3 + 2
Si resolvemos aparte el limite que aparece en el exponetgeeynos en cuenta que
sin(1/n?) ~ (1/n?) (ya que(1/n?) tiene limite O cuanda — «) y que tar( = ) ~ ( o )
(idem para —)), se tiene

n3+2

|im%(1 tan( n )—1)=|im 1. n__jim_n®_ _q
% sin(1/n?) * nd+2 o 1n2 nd+2 ™ nd42

por lo que
1
Im(1+ten( 55 ) ) 707 -t -

(4.b) Para que la funcidifx) = # deé el vanrE hemos de dar ael valorx = % Por

+X

tanto, para resolver la cuestion planteada, desarrolzséafuncionf(x) = # mediante un
+X

polinomio de Mclaurin de segundo grado (el resto ir4 en gteek), usaremos este polinomio

. : : 1 )
para valorar aproxmadameny%?— (sustituyendo en el mismo lapor ) y acotaremos el resto:
De

) ) W _ elim,mC W(lﬁan(ﬁ)—l)

00 = 10) + FOx+ 11Dz, L0

resulta

1 -1 34, 1) 3
m‘“(z)” o1 X+ 3 X

-1
por lo que dando ael valorx =



siendo el error cometido el dado por

_ A e 1 |
Resto= 3!f (c)(z) ‘—

1 =15 (;)3 .
3\ 8faro’ )2
Por tanto

1 15 12 _ 1 15 1\3_ 15 5
Resto= =— | —2 = < = | —2 L — 1o _ _O

5. Calcular las siguientes integrales
5

dx _
(5.a)j 1+ cosx + sinx (S'b).[ X2 + BX + 10dx

Solucién:
(5.a) Haremos la sustitucién genetral tan(%). De esta forma sabemos gthe = 12+dtt2 ;

cosx = = y sinx = -2_. Entonces

1+t2 1+t2
dx _ J‘ 1412 _[_2dt  _ [_dt _
1+ cosx + sinx 14 L2 2t 2+2t 1+t

1412 1412

= log(1+1) +cte = Iog(1+tan(§)) + cte

(5.b) El polinomiox? + 6x + 10 = 0 solo tiene raices complejas conjugadas, por lo que esta
integral dara lugar a un arctan) una vez que completemos cuadrados en el denominador. Asi,

se tiene
#dx= ;dx=5arctax 3) + cte
-[x2+6x+10 I(x+3)2+1 3



