EJERCICIOS TEMAS 10y 11: CALCULO DIFERENCIAL
EN FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

LIMITES , CONTINUIDAD , DERIVABILIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

1. Dadala funcién

x* +y*

X2 +y?’

conf(0,0) = 0, deteminar si dicha funcion es continua y diferenciable.

f(xy) =

2. Dada la funcién

3
fxy) = == v

conf(0,0) = 0, deteminar si dicha funcién es continua y diferenciable.

3. Sed : R? - Rdefinida por

Lserx-y) six+0
f(x,y) =
(X”{ oy)  six=0

3.a ¢Es posible determingfy) para que la funciof(x,y) sea continua en todos los puntos
tales quex = 0? f
0
3.b Establecet -y 5

4. Se considera la funcidn. R? - R definida por

S o
si(x,y) = (0,0
(xy) - 4 e SN =00
0 sixy) =(0,0
4.a Estudiar para qué valoresdaé&a funcionf(x,y) es continua ef0, 0).
4.b Estudiar para qué valores @Iexisten%(o, 0y %(O, 0).
4.c Estudiar para qué valores déa funcionf(x,y) es diferenciable e(D, 0).

5. Dada la funcién
XY si(x,y) # (0,0
o xy) # (0,0
f(x,y) =
0si(x,y) = (0,0

estudiar su continuidad y diferenciabilidad @n0).

6. Se considera la funciéon



—X___si(x,y) = (0,0)
(x2-y) “+x®

f(x,y) =
0si(x,y) = (0,0

Se pide:
6.a Estudiar su continuidad y diferenciabilidad(€n0).
6.b CalculaD,f(0,0) siendov = (1, 2).

FORMULA DE TAYLOR Y APLICACIONES

7. Se considera el conjunto de tridngulos isdsceles insceit la elips&? + 3y? = 12, con
vértice fijo en(0,-2) y base paralela al ejeOHallar los tridngulos de area maximay

minima.

8. Hallar los extremos absolutos de la funcfény) = x? + y? en el recinto
K=<{(xy) e R¥x?-2x+y>-3<0}

9. Hallar los extremos absolutos de la funcf@qy) = x? + y? condicionados por

X2+y?+622=1

-y+z=0

10. Dada la funcién
X2 4

F(x,y) = IO y e’ dt,

se pide:
10.a Estudiar su continuidad y diferenciabilidad.
10.b Calcular los extremos relativos.

11. Sed(x,y) = x? — xy + y2. Obtener los valores extremos fden el conjunto
K= {(xy);x*+y* < 2}

12. (a) Hallar todos los puntos criticos de
f(X,y,2) = 6 —4x -3y —z(x2 +y?> - 1)
(b) Hallar y clasificar todos los puntos criticos de
f(x,y) = 6 —4x— 3y — %(x2 +y?-1)

13. Se considera la funcidn R? - R definida porf(x,y) = x2 + x - y — x+ y2. Calcular los
extremos absolutos déx,y) en el semicircul® = {x2 +2y2<1,y> O}.



14. Hallar los extremos absolutos, caracterizandolos, lpauncionf(x,y,z) = x+y+z
sujetos a la condiciér? + 2y? + 3722 = 1.

15. Calcular los extremos absolutos de la funcion
f(x,y) = X2 +y?
en el recinto
K={(xYy) e R? | x2-2x+y?>-3<0}

16. Determinary clasificar los extremos de la funcion
fx,y,2 =2
sujetos a la restriccion
o(X,y,2) = Z+€*+2X+2y-x>-y?2-3=0
(Indicacién: La Unica solucién de la ecuacione' = 1 est = 0).

17. Se considera la funcién
f(x,y) = log(1+ x? +y?) —J.

§ det
0 (1+1?)
Se pide:
17.a Estudiar la diferenciabilidad éig caso de que sea diferenciable establetery).

17.b Determinar y clasificar los extremos relativod.de
17.c Calculaf(1,0).

TRANSFORMACIONES

18. Demostrar que la ecuacion de la eligde- 3y? = 12, en el punt@3, 1) define una funcion
y = y(x). Calcular el polinomio de Taylor de orden 3yg&) enx = 3.

19. Laecuacion
3y3x4 —x°y = 2
¢ define una funciog = f(x) derivable erx = 1? Justificar la respuesta y, en caso afirmativo,
calcular la ecuacion la recta tangentg a f(x) enx = 1.

20. Sea = f(x,y) la funcion definida a partir de la expresion implicita
Yy +er-3y=e
o o . . -
Hallar - (1,0) y E(l’ 0), y determinar la ecuacion del plano tangente a la superficie
z = f(x,y) en el punta(1, 0).

21. Comprobar que las ecuaciones



X+y+22=2
yZ+Xy+2zx =1
definen ay y zcomo funciones dg tales quey(0) = 1y z(0) = 1. Calcular el desarrollo de
Taylor en 0 de orden dos de ambas funciones.

22. Dada la funciofi : R? - R de claseC?, demostrar que

0°f 0°f 0°f
W(le) + a_yz(X’Y) = ZW(U’V)!

siendou = x+yev = x-Y.

23. Demostrar que las ecuaciones

X+2y—-22=0

Xy+z-y=0
definen ax ey como funciones implicitas deen los puntox = 0,y = 2y z = 2. Calcular
ademas una aproximacion de dichas funciones medianteierbpob de Taylor.

24. Comprobar sila ecuacion
x3+2y3+22-3xyz—-2y+1=0
determina una funciém = f(x,y) en un entorno del punt@®, 1). En caso afirmativo, calcular

2—;(0, 1), %(O, 1) y la ecuacion del plano tangente a la superficie en el p(htbf(0, 1)).

25. Se considera la funci@= f(x,y) que, en los alrededores del puiiig1, 1), esta definida
implicitamente por

Z+3x%.y-y3.z+y?-3x-1=0
Obtener el polinomio de Taylor de grado 2 de tal funcién eruetp(1, 1).

26. Comprobar sila ecuacién
XeZ+y .eX?7=2

define az como funcion implicita de,y en(x,y,z) = (1,0, 2). En caso afirmativo, calcular
el gradiente deen(1,0).

27. Probar que la ecuacion
Z+ &€+ 2X+2y-x2-y?>-3=0

define una funciéz = g(x,y) en un entorno del punte,y,z) = (1,1+ /€,1). Calcular la
ecuacion del plano tangente a la superficie g(x,y) en el punta(1,1+ /€).

28. Sea el sistema de ecuaciones dado por
XU+ yvu? = 2
Xud +y2v4 = 2

y considérese el punfe(x,y,u,v) = (1,1,1,D.
28.a Probar que en un entornollel sistema define, de forma implicitaygy v como



funciones decey.
28.b Encontrar una expresion formal para el jacobi%%%.

28.c Calcular el jacobiano anterior en el pufiol). Indiquese cual es el valor e%(l, 1.

PROBLEMAS VARIOS
29. Calcular los extremos relativos de la funcién
f(x,y) = 2> —4xy +y* -1

30. Searry B dos numeros reales. Probar que la ecuacion
serax+ py+2z)-e*=0
define una funcion implicita = z(x,y) en un entorno del punt@®, 0), conz(0,0) = O.
Determinar los valores dey f para los que se verifican

0 _ 0oz - _
a—f((o,O)_s y a;(0,0)_ 3

31. Sea

—log(1+x2 +y?) — [ =2t
g(xy) = log(L+x*+y*) - [ 2

31.a Probar que el puntd, 0) es critico.
31.b Clasificar dicho punto critico.
31.c Hallar el polinomio de Taylor de grado 2 gig, y) en el punta(1, 0).

32. Transformar la expresion

mediante el cambio de variables dado por
XxX=e' e y=¢v

33. Determinar los extremos de la funcion
f(X,y,2) = x+2
en la esfera de ecuacié@ + y2 + 22 = 1.

34. Probar que la relacion
X3+y3-3xy-1=0
define, en un entorno de= 0, una funcién implicity = f(x), conf(0) = 1. Hallar el
polinomio de Taylor de grado 2 dé&) enx = 0.



