=
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Definicion 5.14. Sea f:Isk. Se dice que f es uniformemente continua
en I si se verifica que para todo £>0 existe >0 tal que para todo par de
puntos x,,x,el, de modo que |x,-x,| <&, se verifica que |flx)f(x)| <e.

Observacién. La continuidad uniforme es una propiedad relativa a todo
I, es decir, es una propiedad global. Bl & que aparece en la definicion
depende sélo de ¢ y no de ninglin punto de [.

Es evidente que si una funcidn f/5R es uniformemente continua en /,
entonces f es continua en J. Fl reciproco, en genmeral, no es cierto, como
puede observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.16. La funcién f:(0, 1]>R definida por fix} =J—l; es continua en

(0,1] (al ser un cociente en el que el denominador no se anula en dicho
intervalo). Sin embargo f no es uniformemente continua en (0,1):
Si se toma e=1 y cualquiera que sea >0, tomando nel tal que n>1/3,

los puntos xlﬂl y xzm;mi? pertenecen a (0,1] y se verifica que |x,-x,] <8,
n

pero

|y fe) | = |-t 1)) =1.

La siguiente proposicién (cuya demostracién puede verse en &7.6
Férnandez Viig) muestra condiciones suficientes para la continuidad

uniforme.

Proposicién 5.21. (Teorema de Heine). Una funcién continua definida
en un subconjunto compacto [ de R, es uniformemente continua en /.
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9. EJERCICIOS PROPUESTOS.
Problema 1. Aplicando la definicidén de limite, comprobar que:

(l.a) lim (3x+5)=8 (1.B8) lim xzsen[g-] =0
x> 1 %0 X

(Lo) Lim f)=f(a) si fo)=mx+n  (1.d) lim {m l]:-f
x¥a %32 x| 2

Problema 2. Estudiar los limites laterales de las siguientes funciones:

_ x22x _ . |x] .
(2.a) fix) =i en x=2, (2.b) f(x)-;2—_|:—; en x=0.
20c-1)+ | x-1| |x|
(2.c} ftx) Ze D)3 en x=] (2.d) fix) exp[ p en x=0.
(2.¢} flx)=exp [;1] en x=0. (2.0) f(x)=] el x=0.
J-glix

Problema 3. Determinar los limites de las siguientes expresiones:

; 2-1 . x2-]
3.a) lim - 3.b) |
G.a) x-a? 2x%-x-1 (3.6) e 2xtex-l
3.c} lim x;-l Body tim LEDAH2) (T +30)]
x>0 2x2-x-1 0 x
) lim QEEAE5D 3y (LomO (L)
x-30 Xt +Xx - x?
H 3"2x2‘4x+8 .I: .51 + 6
3.g) lim TS hy fim 222
B8 i+ 16 By lim 15
3.0) lim o2xtl (3 1im D020 (03) (4) (5-5)

w21 x50-2x4-1 1o {5x-1)3
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Limites y continuidad. 171

3 k) 1i {x2-x-2)20 20 i X+x* .. 4+x0-n
B S Tt 1610 G lim %1
@E.m) lim xm-7 3.n) Lim (x4 1241}, (xr-1)
1 Xl Y sw n+ 12
(won+1]
(3.7) lim xvtl-fn+ Dx+n (3.0) lim F-ana(ca)
x-3 1 (x-])?- xFa (x-a)2
Problema 4. Calcular los siguientes Hmites:
day tim | L - 2 (4.b) lim SE0E@¥)-sen(ax)
=1 |Ix 1x? X2 0 X
@.c) lim jf X1 (4.) lim x(log(x-+a)-log(x-a)
=0 [Ty e
sen [rg [sen (-1 )J]
4. lim —— @4 lim |t
=1 gen (tg(x— ])] w20 isent{x) I-cos(x)
(4.g) lim [cos(a&x))x~2 4.h} lim AL +senfs)I-sen(x)
=0 x>0 x
@iy Lim 21 (4j) lim Aa1logIx)
=0 {1+4x-1 x>0 [(I»xz)m—f]arcsen(x)
oy 71, d-coS{ax) . [ }S;Xz
4.k lim ———— 4.1 1 2
4.k} x_z)rg)z TG-2)te 0 4.1 xiréz cos(4x} +sen? (2x)

(4m) Lim x["ﬁ-z] () lim Tota,) a+ay)... (ita)-x

T-cos|® [zsen(x)_ ]]
of
- . 1log{x) .
(4.7} ,{i’?ﬂ“ (arctg(x)] (4.0) i ir{;)c .
I+1g3| 2| | -1

{ax-1} [log (1+x3)+sen(x?} +x5}

(4.p) lim log| EFAE g ) lim
e [(x+ 1)+ 1)2 x>0 log [cos (x)} arcsen® (x)

3 _ 9uin] -
©.a) J&2) T 44 (5:0) &) x4 ] 6-¢) f elfi]

Problema 5. Eswdiar la continuidad de las siguientes funciones:

G.d) foy=20x-1]  (.e) fr)=x|I+x1|  (5.f) flxy=elsn0

65.8) fo) =2 (5.1) F6) = |x+2| + | x-4|
sen®(x}

Problema 6. Determinar la continuidad de las funcicnes siguientes:
x+1 six<-2

1 Iog[ﬂ] si-I<x<]

6.a) fo)={ ¥ |1 (6.8) fix)= _15 s -2<x<2

x..
0 si x=0 7 si 2=x
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-

I-xt si x<-1
log(2-x% si-1<x<] [x+3| s -9=x
(6.c) f(x)=1 82 6.d) fixj= _
240422 sl x<-5
XL g orex
x+1

S

Problema 7. Dadas las funciones f{x)=x+5, g@x)=]x|x! si x=0, y g(0)=1,
estudiar la continuidad de las funciones gof ¥ fog.

Problema 8. Sea la funcién f definida por

2eos{x)  si xsc
)= ,
{ax+b)? s c<x

donde @, b y ¢ son constantes. Considerando b y ¢ fijos, determinar los
valores de a para que la funcidn f sea continua en el punte c.

Problema 9. Hallar los valores de o para que la siguiente funcién sea
continua

6172 si 0<x<1
x2-

fix)=
log[cosZ(x-a)+1} si I=x

Problema 10. Demostrar la veracidad de los siguientes apartados:
{10.a) La ecuacion senx-x+I=0 tiene al menos una raiz.
{10.b) Existe un punto xeR tal que 3x-2=cos(x).
(10.c) Todo polinomio de grado impar posee al menos una raiz real.
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Problema 11. Sean fpg.fa,bJ—R dos funciones continuas de modo que se
cumple que fla)<g(a) y fib)>g(). Demostrar que f{x)=g(x} para algin
xe(a,b).

Probiema 12, Determinar los valores del nfmero real k para que la funcidn
Pix)=x*-3x+k, se anule en algin punto del intervalo /-1,I].

SOLUCIONES.

2.a. lim fix)=-o, lim fl)=+w 2.b, lim flx}=-1, lim fix)=1I.
X2 =2t PEV =0+

2. lim fo)=1/7, lim_ fe)=3 2.4, lim fixp=el, lim f(x)=e.
31" =it x>0 x>0

2.e lim fl=-+w, lim f(x)=0. 2.5, lim fx)=1, lim f@x)=-1.
X3 0" =0t 150" =07
3.a. 1. 3.b. 2/3. 3.c. 172. 3.d. 6. 3.e. 10, 3.1, M

3.g. 1/4. 3.h. -1/2. 3.4, 49/24. 3.j. 5% 3.k (3/2)0,

3.1 &@Eﬂl 3.m. m/n. 3. peethI 34, @

3.0. nin-1)
* 73

4.a. No existe. 4.b. 2cosa. 4.c. 3/2. 4.4. 2a. d.e. 1. 4.f, -»
4.8, exp(-a?2/2). 4.h. 1. 4. 2log(a). 4.j. log(a)/m.

+a+... +
4k -@/(b). 41 e, dm. log(2) 4, T2 T

a~?,

4.0, 4log(2)/45. 4.p. 0. 4.q. -2logia)

5.a. Discontinua de salto 3/4 en los puntos x = (2n+1)n/2.

5.b. Discontinua en x=0. 5.c. Discontinua de 2 especie en x=0.

5.d. Continua en R. 5.e. Discontinua de salto 2 en x=0,

5.f. Discontinua de salto infinito en x=2mm. v salio menos infinito
en (2n+1)m, donde neZ.

5.g. Discontinua de 2¢ especie en x=nn, donde neZ.
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que se conoce habifualmente como notacion de Leibnitz para expresar las
derivadas sucesivas de una funcidn.

7. EJERCICIOS PROPUESTOS. @

Problema 1. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones:

r

0 six=1]
(La) f={ _xl o 4
74 elix)
.
0 si x=0

{1.b) fix)=

x arctg [%} si x=0
L

1. foo=|"1x|

Problema 2. Sea la funcién fR-—R definida por f(x)ﬁgxpc].

(2.a) Estudiar las derivadas laterales de la funcién f en el cero.
(Existe f7(0)7.
(2.b} Hallar la funcién derivada de f determinando su dominio.

Problema 3. Sea la funcion
gex six<0
fix)=
-x24+2x+1 siox=0

estudiar la derivabilidad de la funcién segln los valores de a.

Derivacion de funciones de una variable real. 203

Problema 4. Dada la funcidn
-2sen(x) si x=-m/2
fl)={ a sen@x}+b i -w/2<x<n/2
. cos(x) $i m/2=x

estudiar Ia derivabilidad de la funcién segin los valores de a y b.

Problema 5. Determinar a,beR segin ceR, para que la siguiente funcién sea
derivable
x? st x=¢

Sx)=

ax+b six>c

Problema 6. Dada la funcién f(x)=|x|3, demostrar que existen las funciones
derivadas de primer y segundo orden, f’(x) y f''(x), para todo valor de x.
Probar que no existe f77(0).

Problema 7. Determinar las funciones f* y f°” a partir de fa funcién
-(2x4+1) sl x=-I
flx) =4 x* si -I<x<0 .

senix) si 0=x

Problema 8. Calcular la funcién derivada f’(x) de Ia funcitn

x2arctg H
fo={ .. \J

T si x=0

0 si x=0
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Problema 9. Estudiar la existencia de la derivada de segundo orden en el

punto cero de la funcioén
0 si x=0

fo)= l-x? l-sen[f?] sixz0

Problema 10, Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

ex*arcsen {e-xz]
w1 log [-e2®
2

(10.a) fix)=
11-92*2

_ -cos(x} 14cos(x)
(10.b) ftx) et ) + logiW

(10.¢) flx)=exp(e’)

Problema 11, Calcular la derivada n-sima de las siguientes funciones:

(11.a) f(x) =xe* (11.b) fix)=x*log(x)
(l.c) foy= 2% (11.d) flx)=ser*(x)
Ix
(11.e} f(x)—log{’”’2 ‘;} (11.f) fix) =excositicos{xsenia))
(11.g) fo)=ArgTh(x) (1L.h) f(x)=[a2-b2x2]"
(1 fo)=""5F (11.j) flx)=ax¥20-+b

Derivacidn de funciones de una variable real. 205

SOLUCIONES.

l.a. Derivable en ®-{1}. 1L.b. Derivable en ®R-{0}. l.c. Derivable en
R-{0}.

2.a. f {0 =0. 2.b. f{x}=|x| vxeR.

3.37°00) « a=2.

4, Si a=-1, b=1 es continua en R y derivable en -u/2.

5. b=-c%, a=Zc

-3x2 sl x< 0 -6x s x<0
6. f(x)={ 0 six=0, f'x)={ 0 six=0.
r .
-2 si xs-1 Y] si x<-1
7. Fx)={ 2x s1-I<x<0, f'i{x)={ 2 si -J<x<0 .
i cosfx) $1 0<x -senfx) s 0<x

2xarctg [%] 2+ 1)arcig [%] elinop2 (] 4-glix)

8. 0)=0y fix)=
I tet (14x2) (1 +ei)
9. No existe f'(0), por tanto 3 ().

2
~Zxexaresen [e”*z]

[I " 2x2} 302

10.c. f'(x)=exp [x+ex].

10.b. £ (x)= “’”’“)

10.a. f(x)= .
n3fx)

1. f0@)=(-+njes. 11b. for =L

2nx-1 135 (2n- 3)
2+ )2 on

11.c. fimifx) == (-1 )n

11.d. f(o(x) =201sen [2x+(n-1)n/2}.
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Ejemplo 7.5. Sean Fix) =xzsenjl—c, g(x) = senx.
$i consideramos e limite de su cociente en x=0,

xzsen-l—

lim & = pim = lim xsenx = 0.
x>0 g(X) x>0 Senx X0
Pero si este mismo limite se intenta calcular por la regla de
L’Hopital se tendria que

1 1
2xseni COS}

im L5 = fim
=0 g2'(x) x50 COSX

. . , 1
que no existe, ya que no existe [im COS}:"
x>0

Nota, La regla de L'Hopital permite, bajo ciertas condiciones,
calcular Hmites de la forma 0/0 o w/w. Veamos como puede aplicarse al
resto de las indeterminaciones:

. Si 1a indeterminacidén €s del tipo -, puede reducirse a una 0/0

haciendo:
AL
fe-gep = 2210
flxigix)

. i es del tipo 0w, puede reducirse a una del tipo 0/0 haciendo

fxlgx) = -)f(ji)—
2

o a una del tipo «/e, haciendo
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feoge) = S5,
fe
+ Si es del tipo I®, (® o «%, estas se reducen a una del tipo 0o

mediante

lim f(x)é’(x) = e,{f;’;" g(x)logf(x)'

%> a

5. EJERCICIOS PROPUESTOS @

P.m!.)lema 1. Estudiar la monotonia y los extremos relativos de las
siguientes funciones:

(1.a) Jbo) =x3+ 2xPx-2 (1.b) fo) =x° (1.) fix) =eosto

Problema 2. Determinar los extremos y los intervalos de crecimiento de las
funciones:

(2.0) fo)= Z”x o0 (2.5) =i TS O <

st x=0 0 s x=0

cos(x) st -m/2<x=0 B-E(x) st -I<x<0
2. f(x)ﬁ{ IS g =1 s x=0

sen(x) st O0<x<n/2
sen|x|+1 si O<x<w/2

. 2-32
Problema 3. La funcién f(x)=—x%~ toma valores iguales en los extremos del

infervalo /-1,1]. Ademds f'(x} no se amula en dicho intervaloe. ;Contradice
esta funcién el teorema de Rolle?.
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Problema 4. Sea fey=1 Jxm(x-1)n siendo 7, nepl. Demostrar qué f'(x) posee
una raiz en el intervale (0.1).

Problema 3. Sean 0<a<b dos nameros reales. Demostrar que ¢ verifican las

a b1 b
(5.b) 1- 5<log{~a}<a -1

Problema 6. Sca la funcion fix) =x3+4x2-Tx-10. Hallar un punto del
intervalo [-1,2] en donde se anula ia primera derivada de [.

signientes desigualdades:

b-a
14D

{(5.a)

~<arctg (b)-arctg(a) < b:‘

1

Problema 7. Sea la funcion f(x)ﬂlx2+9. Encontrar el punto del intervalo
[0.4] determinado por el teorema de los incrementos finitos de Lagrange.

Problema 8. Dadas 1as funciones f{x)=sen )y g(x)=cos(x) definidas en €l

intervalo {%, %ﬂ Aplicar el teorema del valor medio de Cauchy.

Problema 9. Sean fo) vy g dos funciones definidas en un intervalo
cerrado fa.bl, siendo la funcion g0 en todo el intervalo, ¥ 1a funcién
f(x) nula en los extremos del mismo. Ademas, ambas funciones SOD
derjvables en el intervalo abierto {a,b). Probar que existe un punto
cefa, b} tal que st verifica la expresion

£ (¢)glc)=g (c)fc)-

Problema 10. Demostrar gue si un polinomic de grado n posee todas sus
rajces reales, enonces todos los sucesivos polinomios derivados de ¢€l

poseen todas sus raices reales.
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Problem .

intervaloa[:]; COI"’P'T‘C’]’-’E‘r que si fy g son dos funciones continuas en el

o ,b] y derivables en (a,b), siendo fla)=gla) y f {x)<g’{x)
abierto (a, &), entonces se tiene que fix) <g(x) vxe(ab) en

Problema 12. Calcular los siguientes limites:
(12.q) 1im BELE

Lim EEZ - (12.b) lim we (12.0) lim ‘080em)
wm /2 (m-2x)2
12.4) 1im (1% e
(12.d) iirgt [x} (12.€) lim ex+senx-1 (12 lim £%-gsenx
x>0 log(l+x) x>0 X-Senx

Pr -
oblema 13. Encontrar los limites de los apartados siguientes:

2z
13.0) lim 2L
(13.0) lim —mr (13.b} lim SE%_
=0 J-cosx
13.0) lim (I-ore]™
{13.¢c} iiﬂlf {1 x)!g[«g (13.d) lim x oI
w1 x1 - logk)
(13.¢) lim —1 - 2
2 I (13, Ii n(2%) Ay
x>0 senix  x? N Lim tgeniigy)
13.0) 1im |2rce@)|’
(13.g) Lim 1= ] (13.0) 1im L - €o8&)
>0 X2 X

Problem 1 i i
a 14, Esmdiar la existencia de los siguientes limites

aplicarse la regla de L’Hopital?. . (Puede

(I4.q) lim 2582 o
xd@ X+SEHX {14.5) iir{)l exizfx
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I RS

6. EJERCICIOS PROPUESTOS. @

Problema 1. Calcular aplicando la férmula de McLaurin el desarrolio en

serie de las siguientes funciones:

(1.a) fix)=e*
(1.d} f(x) =exsen{bx)

(1.b) flx)=xe™
(1.e) flx}=Ch(x) (1.f) fix)=Shix}

(1.¢) fx)= (122"

Problema 2. Acotar los restos de las funciones:

(2.a) fix)=ex en x=1Y x=2
(2.¢) flxy=(1+2x)7 en {0,172}

(2.b) flx)=(4-+x)13 en x=1I
(2.d) f(x)=Chix} en {-3,3]

Problema 3. Calcular el valor de cost] con un error inferior a I0H

Problema 4. Calcular el grado del polinomio de MclLaurin de la funcién

fix)=S8h{x), para que el error cometido en [-1,1] sea inferior a 103,

Problema 5. Calcular los siguientes limites por desarrollos lmitados

(5.0 lim O8I (5.b) lim

w0 I-cos(x/2)

1 1+x2Ch(x}+e*arcsen(x)-(1+x)

x20 34257
l +x)- +1
og(l+x) T2
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(5.c) lim log?(1+x)-sen’x
x50 1-8"‘2

(5.¢) lim cosx-e /2
x>0 x“
- G355

(5.g) li
8) o = g ()

(5.4} lim &g
x»0  IgX

5.0 tim i L
x>0 X SENX

(5.m) lim Shix)+senx-2x

x>0 Xx(Ch{x)+cosx-2)

(5.4} lim cotg?(x}|1+ ER S —
x>0 2 log(l+x)

(5./) lim log(1+x) +exp(-x/2)-1-x
w0 ser-arcsentx) +x(Ch(3x)-1)

5.0 Lim e +xdrgTh(x)-1
w0 log(l+x)-1g(x)+xShix/2)

senx log(I4x%)+arctg (x)sél +x-x

(5.J) lim
x>0 rgx -+ ArgTh(x)-2x-x*/2
I-cosx ~l 14+x24+x2|Chix)- 12-+5x2
12.5x%
(5.0 lim
o0 x{tgx-Shix))

3
(5.n) lim Senfsert)x AIx
30 x5

Problema 6. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las

siguientes funciones:

(6.a) y=2+x-x2

2x
6.d) y=
(6.d) y I+x2

(6.¢) y=x2-log(x?}

3
(6.b) y== (6.c) y=x+senx

2x
(6.f) y==d 2x-x2

Problema 7. Encontrar los extremos relativos v absolutos de la funcidn

f(x) definida para valores |x|=2 por

fp) = I+ 2xarctg(x)

I+x2

donde el arctg(x} es el menor valor positivo de los posibles.
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Problema 8. Estudiar la monotonia, puntos extremos y de inflexién de la

. _ X3
funcién f(x)——-——(x+ 13

Problema 9. Estudiar el caracter de monotonia, los puntos extremos y la
concavidad de [a funcién

‘—j—; six>0
fox)=
x .
el 8 X=0
x2-1

Problema 10. Calcular los intervalos de crecimiento, decrecimiento,
concavidad, convexidad, puntos extremos y puntos de inflexion de la
funcién fx) =x5-75x3 +1620x-1000. Hallar los mdximos y minimos absolutos en
el intervalo [2,10].

Problema 11. Probar que nc existe un punto geR, tal que la funcidn fix)

definida por f(x) =x2+§ posea un méximo relativo,

Problema 12. Encontrar los valores de g,b,ceR tales que la funcidn
Flx)=ax2+bx+¢ pasa por el punto (1,7), posee un minimo en x=] y cuya
tangente en x=2 es paralela a la bisectriz del primer cuadrame.

Problema 13. Sea la funcién

Formula de Taylor. Aplicaciongs. 265

Hallar ¢ y # sabiende que la funcién es continua en x=0 y posee un minimo
en x=2, Calcular las asintotas de la curva y=f{x).

Problema 14. Encontrar el tridngulo rectdngulo de 4rea mdxima cuya
hipotenusa mide Fcm.

Problema 15. En un depdsito cdnico de J0m de didmetro y un dngule cdnico
de w/2, lleno de agua, se infroduce un prisma recto de base cuadrada.
Determinar el lado ¢ del cuadrado de la base y la altura b, de forma que
el volumen de agua desalojada del cono sea maximo.

Problema 16, Hallar el trapecio de area maxima que se puede inscribir en
un semicirculo de radio R. Hallar dicha area.

Problema 17. En una central muclear se quiere construir un depdsito
cilindrico abierto de hormigdén con capacidad para 3140m® Las paredes y el
fondo del depdsito deberdn tener un espesor de Im. Determinar las
dimensiones del cilindro para gastar la menor cantidad de hormigén
posible.

Problema 18. De un tronco de arbol de forma troncocdnica, con bases de Im
y 2m de didmetro respectivamente, se quiere cortar una viga de seccidn
transversal ¢cuadrada con volumen maximo. Hallar las dimensiones de la viga
sabiendo que la altura de} tronco es de 20m

Problema 19. La seccién transversal de una vigs tiene forma rectangular de
longitud L v anchura W. Suponiendo que la resistencia de Ja viga es
directamenie proporcional a W2L. ;Cuales son las dimensiones de la viga
mds resistente que puede cortarse de un tronco redondo de didmetro D?.



