Profesor: Roque Molina Legaz

TEMA 13: ECUACIONES
DIFERENCIALES.

PROGRAMA DETALLADO:
13.1 Generalidades sobre ecuaciones diferenciales.
13.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de ler orden.
13.3 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior.
13.4 Anexo: Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales .

GENERALIDADES SOBRE ECUACIONES
DIFERENCIALES.

¢ Qué es una ecuacion diferencial y qué significa?, ;donde y como se originan las

ecuaciones diferenciales?, ¢cual es su utilidad?, ;qué hemos de hacer ante una ecuacion
diferencial? En los temas siguientes intentaremos dar respuesta a éstos y otros
interrogantes.

Ecuaciones diferenciales y su clasificacion.

Definition Una ecuacion en la que aparecen derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a una 0 mas variables independientes se llama
ecuacion diferencial.

Example Son ecuaciones diferenciales
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(Ecuacién de propagacion del calor)

Empezaremos por clasificar las ecuaciones diferenciales segun que tengan una o mas
variables independientes:

Definition Una ecuacion diferencial que contiene derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a una variable independiente se llama Ecuacién
Diferencial Ordinaria (edo).

Una ecuacién diferencial que contiene derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a mas de una variable independiente se llama
Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP).

Example En el ejemplo anterior, las dos primeras son edo y la 32 y 42 son EDP.



Remark En el resto de la asignatura nos centraremos en el estudio de las edo.

Las edo también se pueden clasificar segun el orden de la derivada de mayor orden que
contiene la ecuacion:

Example En el ejemplo anterior, la ecuacion (1) es de 2° orden, mientras que la
ecuacion (2) es de 4° orden.

Example a)y’ +xy +tagx = 0 es de ler orden.
b) y" + 3y" + 6xy — x = 0 es de 3er orden.

c) xseny + y4y' +6(y")° = 0 es de 3er orden.

Las edo también pueden clasificarse en lineales y no lineales:

Definition Una ecuacioén diferencial lineal de n-simo orden es una ecuacién de la
forma

ao(X)Y™ +ar(X)y" D +...+an1(X)y' + an(X)y = b(x)

(es decir, la variable y y sus derivadas aparecen so6lo en ler grado y no hay
productos de y con alguna de sus derivadas, ni productos entre las derivadas.
Ademas no hay funciones transcendentes de y o sus derivadas).

Example a)y” +5y’' + 6y = 0 es lineal de 2° orden.
b) y"V + x2y" + x3y' = xe* es lineal de 4° orden.
c)y” + 5y’ + 6y? = 0 es no lineal.
d)y" +5(y")? + 6y = 0 es no lineal.
e)y" +5yy’ + 6y = 0es no lineal.

Cuando tenemos més de una expresion que nos relaciona las distintas variables
dependientes y sus derivadas, ya sean edo o EDP, éstas se representan simultaneamente,

formando un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales:

Example Las ecuaciones del movimiento de un punto material vienen dadas por

~
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que es un sistema de edo de orden 2.

Example La diferencia de potencial U entre los hilos de una linea y la intensidad |
que circula por ellos estan ligadas por
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que es un sistema en derivadas parciales de ler orden.

Observaciones sobre las soluciones.

Definition Dada una edo de n-simo orden F(x,y,y',y",...,y™) = 0, diremos que una
funcionf : | - R, que admite derivada hasta el orden n, es una solucion de la
edo anterior, si F(x, f(x),f(x),f"(x),...,f(("W(x)) esta definida Vx € 1, y se tiene
que

F(x, f(x),f'(x),f"(x),...,f™(x)) = 0, Vx e |

Example a)y” +y = 0 tiene por soluciony = f(x) = 2senx + 3cosx.
b) x?> +y2 — 25 = 0 es solucién de laedo x +yy' = 0, para-5 < x < 5.

Remark Dada la edo
y +2y=0
las funcionesy = e, y = 3e7%, y = e %, son soluciones de dicha
ecuacion. Evidentemente la funcion y = Ce=%, siendo C una constante
arbritraria cualquiera, también es solucion, y la denominaremos solucién
general de la misma.

Definition Dada la solucion general y = f(x,C) de una edo, asignandole valores
concretos a la constante C, se obtienen las soluciones particulares de dicha
ecuacion.

Remark En la practica, las soluciones particulares de una edo se obtienen
generalmente a partir de condiciones iniciales que proporcionan el valor de la
variable dependiente o de una de sus derivadas (si es una edo de orden n) para
un valor particular de la variable independiente. Al conjunto formado por la
edo y las condiciones iniciales se le llama Problema de Valor Inicial (PVI).

Example Verificar quey = x? + C es solucién de y' = 2x. Hallar la solucién
particular determinada por y(1) = 4.

Example Demostrar que x* +y? = C2 es solucion dey’ = —3- y encontrar la
solucion particular tal que y(3) = 4.

Example Demostrar quey = C1e%* + C,e>* es una solucion de y” +y' — 6y = 0.
Encontrar la solucién particular tal que y(0) = 6,y'(0) = 2.

Remark Como se ha comentado antes, por lo general, para poder encontrar una
solucion particular, el nimero de condiciones iniciales debe de igualarse al
numero de constantes de la solucion general.

Significado geométrico de las edo y de sus soluciones.
A partir de ahora nos vamos a centrar en las edo de ler orden, es decir en ecuaciones de



la forma F(x,y,y') = 0 o de la forma
% = f(x,y) (Forma Normal)

Recordemos que una funcidn real G(x) puede ser representada por una curvay = G(x)
en el plano XY, y que el valor de su derivada G'(x) puede interpretarse como la pendiente
de la curvay = G(x) en el punto x.

Asi, la edo % = f(x,y) puede ser interpretada geométricamente de la siguiente manera:
Se quiere encontrar una curva que en el punto (x,y) tenga por tangente una recta cuya
pendiente sea f(x,y). Por tanto, resolver el PVI

d
5 = Ty
y(Xo) = Yo

consiste en hallar la(s) curva(s) que, pasando por el punto (Xo,Yo) tenga(n) la propiedad de
que las pendientes de las rectas tangentes coincidan con f(x,y) en (Xo,Yo).

Supongamos que y' = f(x,y) tiene por solucién general y = F(x, C). Esta solucién
general, también llamada Familia Uniparameétrica, se representa en el plano por una
familia de curvas (llamadas Curvas Integrales o haz de curvas), las pendientes de las
cuales estan dadas por la ecuacién diferencial y' = f(x,y).

Example Seay’' = 2x. La solucién general de esta edo esy = x? + C, cuyas graficas
(curvas integrales) son una familia de parabolas. La pendiente de cada una de
estas parabolas viene dada por la ecuacion diferencial (cada una de estas
parébolas tiene por pendiente 2x, Vx € R, en el punto (X,y)).

Construccidn de la ecuacidn diferencial dada su solucién general.
Dada la familia uniparamétrica de funciones F(x,y,C) = 0 nos preguntamos si esta
funcién define implicitamente a la solucion general de alguna edo de ler orden. Para ello, si
derivamos respecto de x en la expresion F(x,y(x),C) = 0, obtenemos
oF(x,y,C)  OF(xy,C)
+
OX oy
Sélo hemos de eliminar C y se obtendra una expresion G(x,y,y') = 0, que es la ecuacién
diferencial de la que F(x,y,C) = 0 es la solucién gneral.

Exercise Encontrar la edo cuya solucion general esy = Cx2.

y' =0

Exercise ldem para la familia de circulos con centro en la rectay = X, y que son
tangentes al eje 0Y.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE
PRIMER ORDEN.

Teorema bésico de existencia y unicidad.

Lo primero que hemos de plantearnos cuando tenemos un PV1 es ver si éste tiene
solucién y si la solucion es Unica. De tal menester se ocupa el siguiente resultado (del que
se omite su demostracion):



Theorem Sea la edo de ler ordeny’ = f(x,y), donde
a) f es continua en algin dominio D < R®.

b) % es continuaen D < R? y sea (Xo,Yo) € D.

Entonces existe una solucion unica @ del PVI

y' = f(x.y)
y(Xo) = Yo
definida en algun intervalo lo suficientemente pequefio de xo, que satisface la

condicion y(Xo) = Yo.

Example Varios ejemplos.

Variables separadas.
Son las edo de ler orden que pueden expresarse en la forma

d
M(x) + N(y)d—i -0
donde M es continua de x y N es continua de y. Para solucionarlas se expresara en la forma
M(x)dx + N(y)dy = 0
0 bien
M(x)dx = =N(y)dy
e integraremos en ambos miembros para obtener la solucion general

j M(x)dx = — j N(y)dy
Example Hallar la solucion general de

dy
_ 4 _y3ry2 _ Y4y _
(x=4)y* =x3(y* =3) 5, =0

Example Solucionar el PVI

xydx +e**(y2 - 1)dy = 0
y(0) =1

Ecuaciones homogeéneas.
Definition Una funcion f(x,y) es homogénea de grado a € R, si
f(tx,ty) = t*f(x,y)
Definition Una edo de ler orden M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se dice homogénea si las
funciones M y N son homogéneas del mismo grado.

Estas ecuaciones se resuelven siempre mediante separacién de variables, aunque
previamente hay que realizar un cambio de variables:

Proposition Si M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacion homogénea, entonces se
transforma en una edo en variables separadas mediante el cambioy = v - x,



siendo v una funcidn diferenciable de x.

Example Hallar la solucién general de
(x? —y?)dx + 3xydy = 0

Example Idem para

(xsen% —yCos )dx+xcos %dy =0

Ecuaciones diferenciales exactas. Factores integrantes.
Definition Una ecuacion diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si existe una
funcién f(x,y), con derivadas parciales continuas, tal que

ox,y) oAxy) _
5 = Mx.y), & = N(x,y)

Remark La solucién general de una ecuacion diferencial exacta viene dada por
f(x,y) = Cte
ya que la ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se transforma en
HEY dx + af(a’;y) dy = 0, lo que quiere decir que df(x,y) = 0, por lo que
f(x,y) = Cte.
Veamos un resultado practico que nos asegura cuando una edo es exacta:

Theorem (Criterio de exactitud) Sea f(x,y) una funcién que admite derivadas
parciales continuas en D — R?. Entonces

- oM _ oN
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta < By o

Example a)Laedo (xy? + x)dx + yx2dy = 0 es exacta, ya que

oM ON
oy = oY% = oX
b) La edo cosydx + (y? — xseny)dy = 0 es exacta, ya que
M _ _ _ ON
oy seny = =

Sabemos que la solucion general de una ecuacion exacta viene dada por f(x,y) = Cte.
Veamos como se puede hallar esta f(x,y) :

Como f(x,y) ha de cumplir 6“’( oY) = M(X,y), integrando respecto a la variable x, se tiene

f(x,y) - [Mey)dxc+g) ()
Por tanto, para hallar f(x,y) s6lo nos falta determinar g(y).
Como también f(x,y) ha de cumplir 6ff;(yy) = N(X,Y), si derivamos respecto y la
expresion (x), se tiene

Nexy) = SR - L { ey g0} - £ {[ Mo +9)

expresion que nos permitira hallar g(y). Asi, la solucion general de una ecuacion exacta



viene dada por
fxy) = [ MO y)dx+g(y) = C

Example Probar que
(2xy — 3x2)dx + (x> —2y)dy = 0
es exacta y hallar su solucion general.

Example Resolver el PVI
(cosx — xsenx + y2)dx + 2xydy = 0
cony(r) = 1.

Factores integrantes.
Si una edo M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 no es exacta, puede darse la posibilidad de
convertirla en exacta si se multiplica por un adecuado factor u(X,y).

Example Probar que la ecuacion 2ydx + xdy = 0 no es exacta, pero que si se
multiplica esta ecuacion por u(x,y) = X, la ecuacion resultante si que es
exacta.

Example Idem paraydx —xdy = 0,y para u(x,y) = y%

Definition Una funcion u(x,y), que admite derivadas parciales continuas en un cierto
dominio D, es un factor integrante de la ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, si

(%, YI)M(X, y)dx + u(x,y)N(X,y)dy = 0

El problema se presenta entonces a la hora de determinar u(x,y). Vamos a estudiar unos
casos particulares en que si es posible determinar u(x,y) :
@® Silaexpresion
M N

oy 8x:
—N = h®

es una funcién que s6lo depende de x, entonces

uixy) = e "
es un factor integrante.
Example Integrar la edo
(xy? + x2y? + 3)dx + x?ydy = 0

® Silaexpresion

es una funcién que s6lo depende de y, entonces

—| ky)dy
wa=ef
es un factor integrante.



Example Integrar la edo
%dx +(y3 —logx)dy = 0
mediante la determinacion de un factor integrante.

® Silaexpresion
M _ N
oy OX
2 _ Mz
NS —M5

es una funcién que s6lo depende de z, entonces

=9

(@) = ejg(z)dz
es un factor integrante.
Example Integrar la edo
(3y? — x)dx + (2y2 — 6xy)dy = 0
mediante la determinacion de un factor integrante que depende de x + y?.

Example Idem para
(X —xy)dx + (x? +y)dy = 0
sabiendo que tiene un factor integrante que depende de x? + y2.

Ecuaciones diferenciales lineales (de primer orden).
Recordamos que llamabamos ecuacion diferencial lineal de orden n a una ecuacion
de la forma
ao(X)Y™ +ar(X)y" D +.. +an1(X)y' + an(X)y = b(x)

Como ahora solo estudiamos las edo de 1er orden, llamaremos ecuacion diferencial
lineal de ler orden a toda ecuacion de la forma

ax)y’ +b(x)y = c(x)
0 equivalentemente a toda ecuacion

y' +f(x)y = 9(x)

Se demuestra que estas ecuaciones siempre tienen solucion caso de que fy g sean
continuas en un determinado intervalo, y que esta solucién es Unica. Estas ecuaciones
pueden resolverse de dos formas:

a) Haciendo un cambio y = uv, y se obtienen dos ecuaciones en variables separadas.
(No se haréa de esta forma por ser complicado).

b) Reduciéndolas a una ecuacion exacta hallando previamente un factor integrante:

La expresiony’ + f(x)y = g(x) se puede expresar en la forma

(fOQy —g(x))dx +dy = 0

= f(x), entonces sabemos que

oM _ N

oy X
Como N

f(x)d
u() = el 0%
es un factor integrante. Asi, como la ecuacion



g0el @ = (v + fooyrel @

foodx j fx)dx
o - (")
dx

es exacta, se tiene

por lo que
yejf(x)OIX = _fg(x)ejf(x)dxdx +C
y asi
y = e f(X’dx(jg(x)ejf(X)dde + C)

serd la solucion general de este tipo de ecuaciones.
Example Integrar las siguientes edo:
a)y' - %y =x?
b) y'cosx +ysenx = 1
Oy — -2 =2x (a=0,-1)

1-x%y

d) (sen?x — y)dx = tagxdy
e)y =y-logx+ %
Example Resolver los siguientes PVI:
ay =3xy+x> con y0) =1
b)y+y=e* con y@0) =1

Otros tipos de edo de ler orden.
Ecuacion de Bernouilli.
Es un tipo de edo muy relacionado con las ecuaciones lineales de ler orden. Se trata de
ecuaciones de la forma

y' =fQy+g(x)y", neRn=0,1
Se integra reduciéndola al tipo lineal mediante el cambio
y = uts
Example Integrar
y' =2y+y?
Example Integrar
xy' —y = y?senx

Ecuacion de Ricati.
Es un tipo particular de edo de la forma

y' = f(X)y + g(x)y + h(x)y?



En general, esta ecuacidon no puede reducirse a cuadraturas, es decir, a la determinacién de
funciones primitivas. Ahora bien, si se conoce una integral particular y1, si que es posible
reducir la ecuacion a una ecuacion lineal. Para ello, basta con realizar el cambio dado por

y=vi+ &

Example Reducir la ecuacion de Ricati
-1 1.2

a una ecuacion lineal y resolverla.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE
ORDEN SUPERIOR.

Introduccion: Teoria general para ecuaciones lineales de orden n.
Una ecuacion diferencial de orden n > 1 es toda expresion de la forma
y(n) = f(X,y, y/’y//1 ce 1y(n—1))
donde f : A = R™! - RR. En esta seccion nos vamos a ocupar de un tipo particular de estas

ecuaciones de orden n, como van a ser las ecuaciones diferenciales lineales de orden n.
Estas son ecuaciones de la forma

an(X) « Y™ +an1(x) « y™ D 4. 4+a1(x) «y' +ao(X) -y = b(x)

donde para 0 <'i < n, aj(x) y b(x) son funciones reales de variable real definidas en un
intervalo de la recta real I. Siempre que an(x) sea no nula, podremos escribir la ecuacion en
la forma

Y® +Ppna(X) « YOV o 4p1(X) + Y+ po(X) -y = A(X)

Segun que sea b(x), diremos que la ecuacion es homogénea (si b(x) es nulo) o no
homogénea (si b(x) es no nulo), es decir, si g(x) es 0 no nulo. Ademas la ecuacion se dira
de coeficientes constantes cuando pi(x) sean constantes, es decir, cuando pi(x) = pi € R.

Para este tipo de ecuaciones se verifican los siguientes resultados:

Theorem El conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea
Y@ +Ppna(X) « YO o +p1(X) + Y+ po(X) -y = 0

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier
solucion y de la misma es de la forma

y= C]_ ‘y1+C2 °y2+...+Cn 'yn

donde c1,C2,...,Ch € ReY1,Y2,...,Yn SON soluciones particulares linealmente
independientes de dicha ecuacion.

Theorem Dadasyi,yz,...,Y¥n : | € R - R" soluciones particulares de la ecuacion
homogénea

Y® + pna(X) « YD o +p1(X) + Y +Po(X) -y =0
son equivalentes:

a) y1,Y2,...,Yn son linealmente independientes.

b) W[y1,Y2,...,¥n](X) # 0 paratodo x € I.



c) Existe xo € | tal que W[y1,y2,...,Yn](Xo) = O.

La teoria general, en lo que a la estructura de las soluciones se refiere, quedara cerrada
con la siguiente caracterizacion de las ecuaciones no homogéneas:

Theorem EIl conjunto de soluciones de la ecuacion
Y® +pr-a(X) - yOD o 4pa(X) -y +Po(X) -y = q(x)
es de la forma
Yy =C1+Y1+C2+Y2+...4Cn *Yn +Yp

donde c1,C2,...,Cn € R, Y1,Y2,...,Yn SON soluciones particulares linealmente
independientes de la ecuacion homogeénea e y, es una solucion particular de la
ecuacién no homogénea.

Ecuacion lineal de coeficientes constantes y homogeénea
Consideraramos en este apartado un caso particular de ecuaciones de la forma
Y@ +Pna(X) « YO o 4p1(X) + Y+ po(X) -y = G(X)
en las que pi(x) = pi = ctey q(x) = 0, es decir ecuaciones del tipo
Y +png YOV 4Py +poey =0

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones puede ser
v " 1 o
y Y-y +y +y=0
y veremos como, de una forma sencilla, es posible obtener todas las soluciones de esta edo
lineal. Para ello lo estudiaremos inicialmente para la ecuacién de orden 2, y con

posterioridad veremos como se puede generalizar a ecuaciones diferenciales lineales de
orden superior:

Ecuacion de orden dos

Sea la ecuacion diferencial lineal de 2° orden y de coeficientes constantes y homogenea
dada por

ai -y”+a2 -y’+a3 y=0
donde consideraremos que a; + 0. Asi, esta edo puede escribirse en la forma
y'+p-y'+q-y=0 (%)

Solucionar esta ecuacién requiere encontrar una funcion y = f(x) que tenga la propiedad
que si esta f(x) y sus derivadas primera y segunda se multiplican por ciertas ctes y se suman
los productos resultantes, el resultado sea igual a 0. Para que esto ocurra, necesitaremos de
una f(x) tal que f' y f" sean maltiplos de f. Asi, ¢qué funciones conocemos que tengan la
propiedad que f'(x) = cte - f(x) y tal que f"(x) = cte - f(x). Una funcién que verifica ésto es
f(x) = e"*. Asi, si sustituimos en (x), tendra que ser

r’e™ +p.r-e™+qge™ =0
0 lo que es lo mismo, se ha de verificar
r’+p-r+q=20
expresion a la que llamaremos ecuacidn caracteristica de la ecuacion inicial
y'+p-y'+q-y=0.
De todo ésto deducimos que si f(x) = e"™ es una solucion, entonces r debe ser tal que



verifique la ecuacion caracteristica anterior. Por ello, distinguiremos 3 casos segun sean las
dos raices (a las que denotaremos por m; y my) de la ecuacion caracteristica
r’+p-r+q=0:

® m; y my son reales distintas: En este caso y; = e™* ey, = eM2* son soluciones de (x)
(ya que se verifica la ec. caracteristica) y puesto que ambas son soluciones
independientes al ser

em1X emzx

- — a(my+my)x _
WIy1,y2](X) et maem e(M+m2X(m, —mq) + 0

la solucion general de () vendra dada por
Yy = C1 - eMX 4y« eMX

Example Resolvery” — 3y’ +2y = 0.

® m; y m; son reales iguales: En este caso y; = eM* es una Unica solucion de (*).
Puesto que la solucion de (*) viene dada por una combinacion lineal de dos soluciones
que sean linealmente independientes, necesitamos de una segunda solucion particular y»
que sea independiente con y;. ¢COmo determinar esta y,? La respuesta nos la da el
siguiente resultado:

Proposition Siy; = eM* es una solucion particular de (x), entonces y, = xe™X
también es solucion particular de (x) y es linealmente independiente de y;.

Por lo tanto, en este caso la solucion general de (x) viene dada por
Yy =Cy «eMX4CyexeM* = (C1+Cp « x)eMX

Example Resolvery” — 6y’ +9y = 0.

® m; y m;, son complejas conjugadas: Sean entonces m; = a+ biy m, = a— bi. De
nuevo se tiene en este caso que y; = eMX = g@bx gy, = gMX = g@bX gon spluciones
de (*). Antes de probar que son linealmente independientes, y puesto que estas
funciones son complejas, vamos a ver como es posible encontrar, a partir de ellas, dos
soluciones que sean reales y linealmente independientes: Por las formulas de Euler se
tiene

e’ = cosf +isind
de donde
y; = e@Dx — gaXgbix — a2 (coshx + isinbx)
yo = e@Dbx = gaXg-bix — @& (coshx — isinbx)
Si sumamos y restamos ambas expresiones se llega a
y1+Y2 = 28 coshx
y1—Y2 = 2ie®sinbx
de donde

yityo
2

yi—-Yy2 _
2i

= e¥cosbx

e®sinbx



Por ello, en lugar de tomar y; e y, como soluciones particulares de (*), tomaremos
S22 e L2 (que también son soluciones particulares de (*) al ser combinaciones lineales
de soluciones de (*)), es decir, tomaremos como soluciones particulares a las funciones
reales e cosbx e e sinbx. Como ambas funciones son linealmente independientes (probar

que su wronskiano es no nulo), tendremos que la solucion general de (x) viene dada por
y = C1 - ¥ coshx + ¢, - e®sinbx = e®(cy « cosbx + ¢ - sinbx)

Example Resolvery” — 6y’ + 25y = 0.

Ecuacion de orden n.
Para el caso méas general de una ecuacion diferencial lineal de orden n
y(n) + Pn-1 .y(n—l) +...+p1 ¢ y’ +po-y = 0

se actuara como en el caso de la de 2° orden, es decir, resolveremos la correspondiente
ecuacion caracteristica, y segun sean las soluciones de la misma usaremos las soluciones
particulares halladas en el caso de la ecuacion de 2° orden, de manera que, al final, la
solucion general sera una combinacion lineal de soluciones de la forma e™* (para todas
aquellas soluciones de la ec. caracteristica m; que sean simples), o de soluciones tipo xe™*
(si my es raiz doble), o del tipo x?e™* (si m; es raiz triple), etc., mientras que para el caso
de raices complejas conjugadas serd combinacion lineal de funciones de la forma e cos bx
e e®sinbx, por cada par de raices conjugadas.

En el caso de estas ecuaciones lineales de mayor orden, el problema radica en la
dificultad de resolver la ecuacion caracteristica, como observamos en el siguiente ejemplo:

Example Asi, para resolver la ecuacion diferencial
yVI —3yY —5yV 4+ 17y" + 18y” — 68y’ + 40y = 0
deberemos calcular las raices de la ecuacion
X8 —3x5 —5x* +17x3 + 18x2 - 68x +40 = 0

que son X3 = 1 (simple), x, = 2 (triple) y x3 = —2 + 2i (simples). Entonces, la
solucion general de la ecuacion anterior viene dada por

Y = C1 + €5 +Cp+ 8% +C3 + X6 +Cq » X26% + C5 » €72 C0S(—2X) + Cp + €72siN(=2X) =

C1+ €+ (C2+C3+X+Cs+X2)eX+e2(Cs + cOS(2X) — Cg + SIN(2X))

Ecuacion lineal de coeficientes constantes y no homogénea
Consideraremos en este caso la ecuacion de orden dos dada por

y'+p-y +a-y =) (xx%)
donde los coeficientes son constantes pero el término no homogéneo f(x) + 0 es una
funcion de x que supondremos continua. Por el Gltimo teorema del primer apartado de esta
seccion, sabemos que la solucion general de esta ecuacion viene dada por la suma de la
solucién general de la ecuacion homogeénea asociada a (x ), y que ya sabemos hallar en
virtud del apartado anterior, mas una solucion particular de (x =), es decir

YGNH = YGH + YPNH
Por tanto solo tenemos que centrarnos en como hallar una solucion particular de la

ecuacion no homogenea. Para ello, utilizaremos el conocido como Método de los
coeficientes indeterminados:



@® Regla 1: Supongamos que f(x) es una funcion tal que al derivarla repetidamente se
obtienen solamente un n° finito de expresiones linealmente independientes (después
veremos cuales son las funciones f(x) que verifican esta condicidn). Entonces podemos
obtener la solucion particular de la ec. no homogénea del siguiente modo:

- Supondremos que ypnH €S UNa combinacion lineal arbitraria (con coeficientes por
determinar) de todos los términos linealmente independientes que aparecen en f(x) y
en sus sucesivas derivadas.

- Sustituiremos esta ypnn €n la ecuacion inicial.

- Determinaremos los coeficientes que aparecen en ypny de manera que la ecuacion
resultante se satisfaga identicamente.

Remark El tipo de funciones f(x) que poseen un namero finito de derivadas que sean
linealmente independiente esta formado por las funciones k (cte), x", e, coskx,

sinkx y cualquier otra que se obtenga por un nimero finito de sumas, restas o
productos de éstas.

Example Resolver la ecuaciony” — 2y’ — 3y = 2e#.
Example ¢Qué ocurre si intentamos resolver por este método la ecuacion
y// _ 2y/ _ 3y = 237

® Regla 2: Si alguno de los términos de la expresion que hemos considerado para ypnn
aparece también en la solucion general de la ec. homogénea ygH, entonces antes de
sustituir ypnn €n la ecuacion inicial (para hallar los coeficientes indeterminados) lo
multiplicaremos por la menor potencia positiva de x que elimine dicha duplicacion.

Exercise Volver a realizar el ejemplo anterior.

Exercise Ver mas ejemplos.

Podemos dar una tabla que nos indique como sera ypnn Segun sea el término no
homogéneo f(x) :

Si f(x) es de la forma: Yenn Serd del tipo:
a (cte) A (cte)
ax" aoX" +arx"! +...+an
aemx AemX
a cos(kx) o asin(kx) Acos(kx) + Bsin(kx)
ax"e™ cos(kx)

) (aox" + arx"™?* +...+an)e™ cos(kx) +

(0]
ax"e™ sin(kx) (box" +bax™ +..+bn)e™sin(ko)

Remark Cuando f(x) sea la suma de varios términos de la anterior tabla, ypnH Sera

la suma de las expresiones de ypny COrrespondientes a cada uno de estos
términos.

Example Varios ejemplos.



Aplicacién de estas ecuaciones a la resolucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales de coeficientes constantes (homogéneos y no homogéneos)

Aunque la teoria de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales da lugar a un
tema aparte (aparece desarrollado como Anexo con todo detalle en la Gltima seccion de este
capitulo), la resolucidn de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes (ya sean 0 no homogéneos) pueden reducirse, especialmente si se trata de pocas
ecuaciones con pocas incognitas (por ejemplo de 2 o de 3 ecuaciones con 2 0 3 incognitas),
a la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de 2° o de 3er orden con coeficientes
constantes (y homogéneas o no). Antes de verlo con un ejemplo, introduciremos
brevemente los sistemas a los que queremos hacer referencia (lo que viene a continuacion
esta extraido de la ultima seccion de este capitulo):

Definition Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es toda expresion de la
forma

yi = an(X)y1 + a2(X)yz +...+ain(X)yn + b1(x)
y2 = az(X)y1 + an(X)yz2 +...+a2(X)yn + b2(x)

Yn = ant(X)Y1 + an2(X)y2 +...+a8m(X)yn + bn(X)

Si denotamos por

an(x) an(x) ... amx)
A(X) _ a21(x) azz(X) a2n(x)
an(X) amp(x) ... amnmX)

Yy por

b(X) = (b]_(X), bz(X), O bn(X))T’ y = (yl!y21 v 1yn)T
el sistema anterior puede escribirse en la forma

y' = AX) -y +b(x)

Definition Un sistema se dird homogéneo si b(x) = (0,0,...,0), y en caso contrario se
dird no homogéneo.

Definition Un sistema se dira de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es
constante.

Example El sistema

yi=2y1+y2+1-x?

Yo =y1—y2+e™*

es de coeficientes constantes, pero no es homogéneo (b(x) = (1 — x?,e7™)),
mientras que el sistema



Y1 =2y1+Y2

/
Y2 =Y1-Y2
es homogéneo de coeficientes constantes.

Entonces, en este Gltimo apartado de esta seccion, vamos a resolver sistemas de la
forma

y' =A-y+b(x)
donde A es una matriz cuadrada de coeficientes constantes,
b(x) = (b1(x),b2(X),...,bn(X))" es un vector columna (pudiendo ser o no nulo) formado

por funciones reales y continuas en un intervalo real l ey = (y1,Y2,...,yn)", para lo cual
reduciremos dicho sistema a una ec. diferencial lineal.

Veamoslo como hacerlo con unos ejemplos:
Example Imaginemos que pretendemos resolver el sistema homogéneo dado por

y1=3y1+Y2
Y2 =-Y1+Y2
Si despejamos y; de la 22 ecuacion, tendremos y; = y, — Y5, de donde
Y1 = Y5 — V5 . Si sustituimos entonces en la primera ecuacion, tendremos

!

Yo —Ys = 3(y2—Y2) +Y2

0 lo que es lo mismo
yz —4y2 +4y2 =0
que es una ecuacion diferencial lineal de 2° orden homogénea, y que

resolveremos facilmente sin mas que conocer las raices de su ecuacion
caracteristica. Una vez hallada y, podremos hallar y1, al sery; = y, —y5.

Example Si lo que queremos es resolver el sistema no homogéneo

y; =-Yy1+5y,+1
Y2 = Y1 +Yy2+e€*
podemos actuar de forma similar: Despejando y; de la 22 ecuacion, tendremos

y1 = Y2 — Y5 +eX de dondey; =y, -y, +e*. Sisustituimos entonces en la
primera ecuacion, tendremos

Y=Yz +€* =—(y2-yy +€*) +5y2 +1
0 lo que es lo mismo
yy + 4y, =28 -1
que es una ecuacion diferencial lineal de 2° orden no homogénea, y que
resolveremos facilmente sin mas que solucionar primero la ecuacion
homogénea asociada y sumarle a la misma una solucién particular (que

hallaremos a través del método de los coeficientes indeterminados). Una vez
hallada y, podremos hallar yi, al sery; =y, —y5 +€*.



Remark Este proceso de reducir sistemas de ecuaciones diferenciales lineales a la
resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior es
aconsejable cuando tengamos un sistema con pocas ecuaciones (2 6 3 a lo
sumo). Para el caso de mas ecuaciones tendremos que aplicar lo que aparece
como Anexo en la Gltima seccidn de este capitulo.

Ecuacion lineal de coeficientes variables
Casos particulares: Ecuaciones de Cauchy-Euler y de Legendre

Estas ecuaciones van a ser un caso particular de coeficientes variables, pero que
pueden, mediante un adecuado cambio de variable, reducirse a ecuaciones lineales de
coeficientes constantes estudiadas con anterioridad.

Asi, la ecuacion de Cauchy - Euler es de la forma

X" ey®™ +an g x"tey™D 4 taix ey +ag -y = qx)

mientras que la ecuacion de Legendre es mas general que la anterior, en concreto, de la
forma

(ax+P)" +y™ +alt(ax+ ) -y 4. +ai(ax+ ) +y +ao -y = q(X)

Para resolver la ec. de Cauchy - Euler aplicaremos el cambio x = e! (para el caso de la
de Legendre el cambio serd ax + 8 = e') pudiendose obtener de esta forma una ecuacién
lineal de coeficientes ctes. Por ejemplo, si consideramos la ecuacion

X2 -y”+%x-y’—y =0
el cambio x = e' nos da
p_dy _dyde 1

Y= Tdtdx Y X
donde y representa la derivada de y respecto de la variable t. Si calculamos la segunda
derivada

y sustituyendo en la ecuacion anterior resultara
(i L5 L)+ dxyf-y-o
de donde se obtiene

j+3yy=o0

que es una lineal de segundo orden de coeficientes constantes (dependiendo ahoray de la
nueva variable t). Las soluciones de ésta Gltima ecuacion son de la forma
y(t) =cr-e®+co.e 3 =cy-(e)¥+cy. ()3
de donde deshaciendo el cambio se obtiene la solucion de la ecuacidn inicial
y(X) = ¢y «x¥3 4+ ¢y o x73

Ecuacion de coeficientes variables y homogénea



En esta seccion vamos a considerar las ecuaciones homogéneas de orden 2 con
coeficientes variables, y vamos a ver que si conocemos una solucién particular de dicha
ecuacion y; es posible calcular una segunda solucion particular y,, de manera que la
solucion general sera una combinacion lineal de ambas soluciones particulares. No se va a
hacer el desarrollo teérico, sino que directamente se dara la expresion paray,. A este
procedimiento se le suele conocer como Método de reduccion del orden:

Partimos entonces de la ecuacion

a(x) -y"+b(x) -y +c(x) -y =0
y supongamos que conocemos una solucion particular no nula de la mismay;. A partir de
ésta, vamos a construir una nueva solucion particular de la forma y,(x) = z(x)y1(x), siendo
z(x) una funcion a determinar. Pues entonces, exigiendo a y, que sea solucion de la anterior
ecuacion se obtiene una ecuacion lineal de primer orden (de aqui el nombre de éste

método), siendo la funcion a determinar z'(x). Resolviendo esta edo de primer orden,
resulta que la segunda solucién particular buscada viene dada por la siguiente expresién

i (ke exof - [ 2200 Y3 00O -y
Y200 = y1 [k eXp( [y Ja
con lo que la solucion general de la ec. homogénea de coeficientes variables inicial vendra
dada por

y(X) = €1+ y1(X) +C2 = y2(X)

Remark La principal dificultad de aplicar este método es la de encontrar la primera
de las soluciones y1(x), ya que sin ésta no es posible obtener la segunda.
Normalmente, suele darse siempre esta y1, y si en algin ejercicio no se da, ésta
sera una funcién sencilla, por ejemplo, un polinomio, la funcién e* o funciones
por el estilo. Sin embargo, existe un gran nimero de ecuaciones diferenciales
de orden dos de las que no se conoce su solucién, es decir, que no podremos
hallar una solucion particular. Obviamente, no nos referiremos a estas
ecuaciones.

Example Ver ejemplos

Ecuacion de coeficientes variables y no homogénea
Este va a ser el caso mas general, y por lo tanto mas complicado. Solo veremos
esquematicamente como conseguir la solucion general para una ecuacién del tipo

ax) - y" +b(x) -y +c(x) -y = f(x)
donde supondremos conocida una solucion particular de la ecuacion homogénea asociada
(que nos permitird, por el procedimiento de reduccién del orden, encontrar la segunda
solucion particular y por lo tanto la solucién general de la homogénea).

Para éste tipo de ecuaciones es de aplicacion lo visto en el apartado de Introduccion a
estas ecuaciones, es decir, siempre se verificard que la solucion general de esta ecuacion es
suma de la solucién general de la ecuacion homogénea y de una solucion particular de la
ecuacion no homogénea. Como el apartado anterior nos ha dado la solucion general de la
homogénea, nos centraremos entonces en como obtener la solucion particular de la
ecuacion no homogeénea que necesitamos. En este caso, hallaremos ypny utilizando el
Ilamado Método de variacion de parametros:

Sea y; la solucién particular de la ecuacién homogénea que es conocida (la que nos
dan). Como hemos visto anteriormente, a partir de ésta podemos hallar y, mediante la



expresion

V2(X) = y1 I - exp (_ f 2a(x) a)(/>%)+ 3b/§X) - Y1 dx)dx

Entonces vamos a buscar para ypny Una funcion de la forma
yenu(X) = U1(X) = y1(X) + U2(X) + y2(X)
siendo u1(X) y uz(x) funciones a determinar. Sin entrar en el desarrollo tedrico del

razonamiento a emplear, se llega a que para determinar estas dos funciones hay que
resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones:

Up+y1+Uz-y2 =0
a(x)(uy »y1 +Uz +y3) = f(x)
Resolviendo este sistema con incognitas u’ (X) y u5(x), resulta ser

u, = f(x) - y2 ST —f() - y1
a()(y1 *Y2—Yy1+Y2)

a)(y1-y2=y1-ya)
por lo que la solucién particular buscada viene dada por
f(x) - y2 f(x) - y1
YPNH =Y dx —y
| a(X)(ys +Y2 — Y1 +Y5) | a(X)(ys +Y2 — Y1 +Y5)
y la solucion general de la ecuacién lineal no homogénea de coeficientes variables inicial
sera

Yy =C1+Y1+C2+Y2+YpPNH

Example Ver varios ejemplos.

ANEXO: SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES.

PROGRAMA DETALLADO:

4.1 Introduccion.

4.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales. Definiciones.

4.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

4.4 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:
4.4.1 Sistemas homogeéneos.
4.4.2 Sistemas no homogéneos. EI método de variacion de constantes.

4.5 Ejercicios.

Introduccion.
En el campo de las ecuaciones diferenciales, una rama de gran utilidad es la resolucion
de sistemas de ecuaciones diferenciales.
Vamos a comenzar con un sencillo ejemplo, que nos servira de introduccién:

Example Consideremos el sistema formado por dos ecuaciones diferenciales con dos
variables dependientes u,v, y sea t la variable independiente (es decir,
u = u(t),v = v(t)):



vV =b.v

Podemos observar que, en este sistema, cada ecuacion es totalmente
independiente de la otra. Por ello, pueden resolverse por separado, y sabemos
que la solucién viene dada por

u=ced, v=cye

Remark Es interesante considerar una notacién matricial para estudiar este tipo de
sistemas, ya que se va a simplificar sustancialmente la escritura, y
encontraremos una notacion similar al caso de una edo de ler orden. Para
ello, dada una matriz diagonal (con posterioridad veremos qué ocurre si no es

diagonal)
aipr 0 ... 0
A = 0 a»n ... 0
0 0 ... am
veremos mas adelante que se denotara por eM a la matriz dada por
ean 0 ... O
M _ 0 e ... 0
0O 0 ... eam

Asi, en el ejemplo anterior podremos expresar el sistema en la forma

X' = AX
donde
/ u' a0
X' = . A= y X-=
v/ 0 b v
Y de este modo la solucidn podra expresarse en la forma
X = CeAT
siendo
cp1 O
T= ., c=| 7
0 Co

Sistemas de ecuaciones diferenciales. Definiciones.

Definition Llamaremos sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a una
expresion de la forma



~
Fi(%,Y1,Y1,Y2,Y%: -, YmYm) = 0

J F206,Y1, Y1, Y2, Y5, YmYm) = 0

g Fm(Xaylly/l,yzyy,z’---,Ym,Wn) =0

donde y1,Y2,...,Ym Son funciones reales a determinar que dependen de la
variable x. Siempre consideraremos el caso en el que hay igual nimero de
ecuaciones que de incognitas. En particular, estaremos interesados en aquellos
sistemas que se pueden expresar de la forma

4 /
y1 = fi(X,y1,¥2,...,Ym)

Yo = f2(X,Y1,Y2,---,Ym)

\_ yI,Tl = fm(X,yl,yL L 1ym)
Ejemplos de estos sistemas serian:

Y1 =Xey1+Y35

Yo = X+Y1+Y2

! 2
Yi=X-y1+Y2-Y3
Yo = X+Y1+Y2 Y3
/
Y3 =VY1+Y2-Y3
En general, la resolucion de estos sistemas no es posible salvo en casos excepcionales.
Solo para el caso de sistemas de edo lineales con coeficientes constantes, que veremos un
poco mas tarde, existen algoritmos que permitiran el calculo explicito de las soluciones. Sin

embargo, es relativamente sencillo saber cuando un sistema tiene solucion, o mas
precisamente cuando un problema de condiciones iniciales tiene solucion.

Definition Llamaremos problema de condiciones iniciales para un sistema de edo a
toda expresion de la forma
e

y;. = fl(xvy11y21"'|ym)
y,2 = f2(X1y11y21"'|ym)

y:ﬂ = fm(xay1,y21---me)

L Y1(X0) = y1,y2(X0) = Yy2,...Ym(X0) = Ym



siendo y1,Y2,...,Ym NUmeros reales.
Por ejemplo,

X+y1+Y5—Ys
X+Y1+Y2-Y3
Y =Y1-Yy2-Ys
y1(0) = 2,y2(0) = 0,y3(0) = 1
es un problema de condiciones iniciales, mientras que

Yi=X-y1+Y5-ys
Yo =X+Y1+Y2 Y3
Y3 =Y1+Y2+Y3
y1(0) = 2,y2(1) = 0,y3(0) =1

no seria un problema de condiciones iniciales, ya que no conocemos a todas las funciones
incognita en el mismo punto xo = 0.

Para el caso de problemas de condiciones iniciales, se tiene el siguiente resultado
(analogo al de edo de orden uno):

Theorem Dado el problema de condiciones iniciales

4 /
y1 = fa(X,y1,¥2,...,Ym)
Yo = fa(X,y1,¥2,...,Ym)

y1
Y2

yI,ﬂ = fm(X,Y1,Y2,---,Ym)

L Y1(X0) = Y1, y2(X0) = Y2,..., Ym(X0) = Ym

donde (Xo,Y1,Y2,...,¥Ym) € A, yfi : A = R™! - Rson funciones continuas en

el abierto A. Supongamos ademas que las funciones % existen y son continuas
]

en A. Entonces existe una solucion del problema de condiciones iniciales
anteriory; : I - R, 1 <i < m, definido en un intervalo abierto | de la recta
real.

Este resultado es facil de aplicar. Por ejemplo, el problema anterior

Y1 =X+y1+Y5-Vs
Y2 = X+Y1+Y2 Y3
Y3 =VY1+Y2+Ys3
y1(0) = 2,y2(0) =0, y3(0) = 1

tiene solucion Unica, aunque no tengamos ni idea de como calcularla. En la asignatura
de Métodos Numeéricos (4° de Ing. Industrial) se vera como obtener soluciones
aproximadas asi como obtener informacion parcial sobre el sistema incluso sin conocer las
soluciones.

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.



Para este tipo de sistemas, y como hemos comentado anteriormente, vamos a poder
encontrar su solucion en algunos casos particulares.

Definition Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es toda expresion de la
forma

y1 = ann(X)y1 + a2(X)y2 +...+aw(X)yn + b1(x)
ys = az1(X)y1 + az(X)y2 +...+az(X)yn + b2(x)

Yo = an(X)y1 + an2(X)y2 +...+a8m(X)yn + bn(X)

Si denotamos por

ain(x) apX) ... amnX)
A = azn(x) az(x) ... an(x)
an(X) amp(x) ... amnmX)

y por
b(x) = (b1(X),b20%),...,ba())", Y = (Y1,Y2,---,¥n)"
el sistema anterior puede escribirse en la forma
y'=AX) -y +DbXx)

Definition Un sistema se dird homogéneo si b(x) = (0,0,...,0), y en caso contrario se
dird no homogéneo.

Definition Un sistema se dira de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es
constante.

Example El sistema

Vi =2y1+y2+1-x?

Yo =y1—Yy2+e~*

es de coeficientes constantes, pero no es homogéneo (b(x) = (1,e7%)), mientras
que el sistema

Y1 = 2y1+Y2

/
Y2 =Y1-Y2
es homogeéneo de coeficientes constantes.
Antes de pasar al estudio de sistemas lineales de coeficientes constantes (para los que si

vamos a obtener su solucion), veamos algunos resultados generales sobre los sistemas
lineales:

Theorem Dado el sistemay’ = A(x) -y + b(x), donde A(x) y b(x) estan definidas y
son continuas en un intervalo | = [Xo — a,Xo + a], se verifica que el problema
de condiciones iniciales



y' = A(X) -y +b(x)

y(Xo) = Yo
tiene solucion Unica definida en 1.
Nos centraremos ahora en el estudio de los sistemas homogéneos:
Theorem EIl conjunto de soluciones del sistema homogéneo
y' =AX -y

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, es decir que
cualquier solucién y(x) del mismo es de la forma

y=C1°+yY,+CoYy,+...4Cp * Y,

donde cy,Cz,...,Ch € ReVY,,Y,,...,Y, SOn soluciones linealmente
independientes del mismo.

Aunque el resultado anterior caracteriza las soluciones del sistema homogéneo, el
calculo explicito de las soluciones dista mucho de estar al alcance. Un primer avance en el
calculo de las soluciones lo proporciona el determinante wronskiano:

Definition Dadasy,,y,,...,y, : | € R - R" se define su determinante wronskiano
como la funcion real W[y,,y,,...,y,] : | - Rdefinida para todo x € | como

WY1, Yor- Y JOO = 1y, (X);Y,(X); .5y, (0]

Este determinante resulta Gtil a la hora de determinar si n soluciones del sistema
homogéneo son o no linealmente independientes:

Theorem Dadasy,,y,,...,Y, : | € R~ R" soluciones del sistema homogéneo
y' = A(X) -y, son equivalentes:
a)y,Y,, ..., Y, son linealmente independientes.
b) Wly,,Y,,...,Y,](X) # O paratodox € I.

c) Existe xo € I tal que W[y,,Y,,...,y,]1(Xo) # O.

La teoria general, en lo que a la estructura de las soluciones se refiere, quedara cerrada
con la siguiente caracterizacién de los sistemas no homogéneos:

Theorem EIl conjunto de soluciones del sistema
y' = A(X) -y +b(x)
es de la forma
y=C1+y  +C2yy+...4Cn Yy, +Y,

donde cy,Cz,...,Cn € R, Y,,Y,,.-.,Y, SON soluciones linealmente
independientes del problema homogéneo ey, es una solucion particular del

problema no homogéneo.

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes.
Vamos a resolver sistemas de la forma

y' =A-y+b(x)



donde A es una matriz cuadrada de coeficientes constantes,
b(x) = (b1(x),b2(X),...,bn(X))" es un vector columna formado por funciones reales y
continuas en un intervalo real l ey = (y1,y2,...,Yn) . Comenzaremos por la resolucion de
sistemas homogéneos:
Sistemas homogéneos.
Vamos a introducir un método matricial para la resolucién de sistemas homogéneos con
coeficientes constantes, es decir, sistemas de la forma

y'=A-y
Dicho método esta basado en el calculo de la exponencial de una matriz usando el teorema

de Cayle-Hamilton (ya estudiado en el tema de Diagonalizacion de Matrices). Si
recordamos brevemente lo que dice dicho teorema:

Theorem (Cayle-Hamilton) Sea A una matriz cuadrada y sea p(x) su polinomio
caracteristico. Entonces p(A) = 0.
Example Sea A la matriz dada por

12
3 4

Su polinomio caracteristico es p(x) = |A —A1| = 12 =51 — 2. Lo que viene a
decir el teorema anterior es que

p(A) = A2-5A-21 =0
cosa que puede comprobarse sin dificultad.

Volvemos a retomar ahora el Ejemplo 1 con el que comenzabamos este capitulo. Como
vimos en el mismo, va a jugar un papel fundamental la funcion exponencial. Pero para
generalizar al caso de matrices cuadradas no diagonales, vamos a hacer algunas
consideraciones sobre como se calcula la exponencial de una matriz:

A=

La exponencial de una matriz.
Sabemos que la funcidn exponencial viene definida por

o0
2 3 n
X _ X X _ X
e —1+x+—2! +—3! +... T
n=0

Por ello, si A es una matriz cuadrada, vamos a definir la exponencial de la matriz A
como

0

A _ 1 A2 1 A3 _ 1
eh = 1+ A+ 5r A2+ 0 A +'”_ZOWAH
n=

Hay casos en los que es muy sencillo calcular la exponencial de una matriz. Por

ejemplo, si tenemos una matriz diagonal D =diag(d;,d>,...,dn), se demuestra,
sustituyendo en la expresion anterior, que

eP = diag(e%,e%, ..., ed)
Example Si
100
D=l 02 0
0 0 -2



entonces

e 0 O
eP=| 0e2 0
0 0 ez

Ademas, la exponencial de una matriz cumple las siguientes propiedades:

@® Si Ay B son matrices cuadradas que conmutan (es decir, que verifican
A B =B-.A), entonces
eA+B — eA . eB

® Lasolucion del sistema lineal homogeéneo de coeficientes constantes
y'=A-y
viene dada por
Y00 = C e
ya que se verificaquey’ = - (C ™) = A . C ™ = A+ y(X).
En base a este Ultimo resultado ya conocemos lo que tenemos que hacer para resolver el

sistema homogéneo, siendo la Unica "pega” el que no sabemos calcular la exponencial de
una matriz cuadrada cualquiera. Es decir, sabemos que la solucion del sistema

C)-()()

viene dada por

1 1
11 |
1 - C1
y = e L]
V¥ C2
1
X
7 1 _1 - -7 Ve
pero ¢como calculamos e ? A continuacion vamos a ver un método basado en

el teorema de Cayle-Hamilton que permite hacer el calculo con cierta facilidad, aunque los
calculos sean laboriosos.

Célculo practico de la exponencial.

Para fijar ideas, supongamos que p(x) es el polinomio caracteristico de la matriz Ay
que tiene k raices reales o complejas A1, A2, ..., Ak con multiplicidades rq,r2,...,rk.
Buscamos entonces polinomios aj(x),az(X),...,ax(x) con grado a lo sumo r; — 1 para cada
1 <1 <k, de manera que se verifique la igualdad

1 aix) az(x) - axk(x)
Py (x=A)"  (x=242)" T (x=2A"

de donde

1 =a:1(x)q1(x) + a2(x)gq2(x) +...+ax(X)qx(x)
con gi(x) = p(X)/(x — 4i)", 1 <i < k. Sustituyendo en la expresién anterior x por A,
tendremos



In = a1(A)q1(A) + a2(A)q2(A) +... +ax(A)qk(A)
Como se tiene paratodo 1 < i <Kk,

. .
. i (Aix)! .
ehxln = 3 - Xy j'!) = ehX .|,
j=0
entonces

eAX — phixIng(A-Ailn)x — giix , Z(A _/liln)j . ](_IJ
j=0
De aqui, multiplicando por la izquierda ambos miembros por gi(A)

© . ri-1 .
(AN = &2 B Ai(ANA -iln)! - b = e+ S S ai(ANA il - I

=0 j=0
dado que por el teorema de Cayle-Hamilton, se tiene que
qi(A)(A -2ily)! = p(A)(A -Ail,)"™" = 0. Multiplicando nuevamente por la izquierda por
ai(A) obtendremos
ri-1

(AR = e 3 ai(A)Gi(A) (A —Ailn)! - X
=0 -
Sumando entonces esta ultima expresion desde 1 hasta k, y teniendo en cuenta la expresion

obtenida anteriormente para I, se llega a que la exponencial de una matriz puede
calcularse por la formula

k ri-1 .
e = Z(e“ - a(A(A) DA ~2iln) - JX_)
i=1 j=0
Example Consideremos el sistema

yi = 4y1+2y,

y2 = 3y1+3y2

La matriz asociada al sistema es
4 2
A =

y el polinomio caracteristico
p(X) = X2 —7x+6
que tiene por raices A1 = 1y 1, = 6.

Calculamos ahora a; y a; a partir de

1 _ & 3 _ (a1 +ax)x—6ai—a»
p(x) x-—1 Xx-6 p(X)
obteniéndose que a; = —1/5, a, = 1/5. Ademas, se obtiene
_ ) o opx)

Si aplicacamos ahora la ultima formula anterior, se tiene que



eAX ex(—%lz) . |2(A—6|2)+eﬁx(%lz) cl2(A-12) =

B L( 3% +2e* 2e%* — 2e* )
5\ 3ex—3ex 206+ 3ex
La solucidn del sistema sera por lo tanto
( y1(0) ) ) L( 366X 1 DeX 26X _ e ) ( ¢ )
y2(X) 5| 3e8x—3ex 2e6 4 3ex Co
por lo que
y1i(x) = %(eﬁch1 +2C2) + eX(2c1 — 22))

y2(X) = %(eﬁx(3c1 + 2C2) +e*(—=3c1 + 3C2))

siendo c1 y ¢, constantes reales. Si tuviesemos alguna condicion inicial, por
ejemploy1(0) = 1, y2(0) = 0, planteariamos un sistema de donde resultaria
c1 =1, c2 = 0, por lo que la tnica solucién del problema de condiciones
iniciales seria

y1(x) = %(Beﬁx + 2eX)
Y200 = £ (3e% - 3e¥)

Example Consideremos ahora el sistema

y1 =3y1+Yy2

Y2 = Y1 +Y2
cuyo polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(x) = x? — 4x + 4,
que tiene por solucidn la raiz doble A = 2. Entonces

1 _ ai _ a1
px)  x-2)2  pXx)

dedondea; =1y

Por tanto

1 .
e = eZa;(A)qi(A) %(A -212)" - )i(!l

11
262X|2|2 I, + X =
-11
_ o 1+x X
X 1+X

con lo que la solucidn del sistema vendra dada por



yi) | [ (d+xe*  xeX C1
y2(X) -xe> (1 +x)e* C2
Example Sitomamos el sistema
y1 = 3y1 - 5y2
Y2 =Y1-Y2

su polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(x) = x? — 2x + 2, que
tiene por solucion la raices complejas conjugadas A1 = 1 +1, 1, = 1 —1i.
Entonces
1 _ ar n dz
p(x) X=1-1 Xx-1+1I

de dondea; = X ya, = —-L. Teniendo en cuenta que
2i 2i

i) =x=1+1i,  ga(x) =x-1-i

tendremos
eAx = e<1+i>X% cl(A— (L-D)lp) - e(l—i)X% cl(A— (L+D)2)
:eX/eiXL_ 241 -5 _e—iXL_ 2—1i -5
21 1 —2+i 21 1 -2
\
R e S
- \ ei><£?—i>< _2 ei><;ie—i>< eix_ge—ix
—ex/ 2Senx + cosx -5senx
\ senx —25enx + cosX
dado que se verifica
. eIX + e—iX _ eIX _e—iX
COSX = 5 y senx —

Entonces toda solucién del sistema viene dada por

y1(X) _ o 2SenX + cosx -5senx C1
y2(X) senx —2SenX + CoSX C>

Remark Los 3 ejemplos anteriores resumen los casos que pueden darse para el caso
de sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Cuando el nimero de
ecuaciones es mayor, pueden aparecer otros casos, pero basicamente la matriz
exponencial tiene en sus coordenadas funciones de la forma

x"e®cos(Bx) y  x"e*sen(fx)

Sistemas no homogéneos. El método de variacion de constantes.
Volvamos ahora sobre el sistema no homogéneo

y'=A-y+b(x)
y supongamos conocida la solucién general del sistema homogéneo asociado



/
y =A-y
Para terminar de resolver el sistema no homogéneo usaremos el método de variacion
de constantes. Para ello supongamos que la solucién es de la forma

y(x) =e”.C(x)

donde C(x) es una funcion a determinar. Derivando respecto a x obtendremos
y'(X) = AeAC(X) +eM.C'(X) = A-y(x) +e™.C'(X)
Sustituyendo en el sistema no homogéneo, tendremos
A-y(x) +e2C'(x) = A-y(X) +b(x)

lo que implica que

e™.C'(x) = b(x)

Al ser la matriz e”* invertible, y teniendo en cuenta que
eM.e A =gl =,
concluimos que e** es la inversa de e”* y entonces
C(x) = Je*AX « b(x)dx

Una vez calculada C(x) obtenemos la solucion del sistema no homogéneo.
Example Si consideramos el sistema

y) = 4y1 + 2y, +€¥
Yz = 3y1+3y2
que también podemos escribir como
yi | _ [ 42 yi ), [ ¢
Y2 33 y2 0

Ya vimos que la exponencial de la matriz del sistema era
em_ L 3e 4 2e% 208 — 2¢*
S| 3efx—3ex 206 4+ 3e

C(x) = [ e - b(x)dx

por lo que al ser
resulta

i) | _ J‘l/ 3ef 4 2e% 2e% — 2eX | e d
c2(X) 5 \ 368 —3eX 2%+ 3ex 0

[ 3e-5 42 1 [(3e5* + 2)dx
\ 3e%-3 S\ [(3e® - 3)dx

1 —5X+2x+c1
-5 _5X—3X+C2

con lo que la solucidn es

1
5



0 = L 365 + 2e* 26 — 2¢X 1 —se¥+2x+c
X) = = .=
y 5| 3ebx_3ex 206 4 3ex S| e -3x+c
1 [ 3e™+2ex 2e% —2ex C1 ex [ 10x-3
= —— . + —_—
25\ 3efx—3ex 266 4+ 3¢ Ca 25| 3-15x
Notemos que una solucion particular del sistema es
X 10x — 3
() = 2¢
) = 35 3 — 15x

por lo que haciendo k; = ¢1/5,k, = ¢»/5, tenemos que

k
Wme“(kl)+mu)
2

tal y como afirmaba el teorema ya conocido.
Example Si consideramos ahora el problema de condiciones iniciales
yi = 4yy + 2y, + X
Y2 = 3y1+3y2

y1(0) = 0,y2(0) = 1
se verificara que

i@ \ (0 _ g fe ) 1 3
y2(0) 1 25\ ¢ 25\ 3

de donde ¢c; = 3y ¢, = 22, de donde sustituyendo en la solucién general

concluimos que
( Vi ) ) L( 13¢5 + eX(10x — 13) )
ya 25\ 13e% +eX(12 - 15x)
es la Unica solucion de dicho problema de condiciones iniciales.

Ejercicios.



