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Limites y continuidad de funciones de
varias variables.

PROGRAMA:

8.1 Definiciones previas:

8.1.1 Definicién de espacio métrico. Ejemplos.

8.1.2 Entornos. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

8.1.3 Clasificacién de los puntos de un espacio métrico respecto a un conjunto.
8:1.4 Adherencia y conjunto derivado. Compactos en R™.

8.1.5 Sucesiones en un espacio métrico.

8.2 Norma de un vector. Introduccién a los espacios vectoriales normados.

8.3 Funciones entre espacios métricos:
 8.3.1 Definiciones.

8.3.2 Representacion graficas. Curvas de nivel.
8.4 Limite de una funcién en un punto:

8.4.1 Definicién y propiedades.

8.4.2 Limites direccionales y limites iterados.
8.4.3 Cambio a coordenadas polares.

8.4.4 Operaciones con limites.

8.5 Funciones continuas de varias variables:

8.5.1 Definicién de funcién continua en un punto. Operaciones con funciones con-
{inuas.

8.5.2 Propiedades de las funciones continuas en un conjunto compacto.

8.1 Definiciones previas.

8.1.1 Definicién de espacio métrico. Ejemplos.

Definicién 8.1 Sea A un conjunto no vacto. Llamaremos distancia o métrica a toda apli-
acion d: A x A — R que cumplo, Vz,y,z € A
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a) d{z,y) > 0.

b) d(z,y) =0 sty sélo six =y.

c) d(z,y) = d(y, z).

d) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Al par (A, d) se le llama espacio métrico, y al nimero real d(z,y), distancia entre los
puntos z e y.

Por tanto, un espacio métrico es un conjunto y una distancia definida sobre él. No obstante,
vy como veremos en los ejemplos siguientes, en la mayoria de los casos no hay duda sobre la
distancia que se usard en el correspondiente conjunto, por lo que normalmente suele identificarse
el espacio métrico (A, d) con el conjunto A.

Ejemplo 8.1 El conjunto A =R junto con la aplicacion d: R x R — R definida por d(z,y} =
ly — x|, es un espacio méirico. A esta métrica se le suele llamar distancia usual en R (y es
la que se usard normalmente).

Ejemplo 8.2 El conjunto A =R junto con la aplicacion d : R x R — R definida por d(z,y) =
{ lsiz#y .
. , €5 un espacio métrico.
Osiz=1y
Ejemplo B.3 El conjunto A = R? puede dar lugar a diferentes espacios métricos al considerar
definidas en él las siguientes distancias d : R2x R? - R :

da ((z1,72) , (v, 12)) = /(01— 70)" + (2 — 22)’
dy ((z1,72) , (1, 92)) = 1 — @] + g2 — 22

doo ((T1,2) , (41, 32)) = max {ly — 21, g2 — z[}

A dy suele llamarse distancia euclidea (y coincide con la distancia entre dos puntos), mientras
que a dy se le llama distencia del valor absoluto y a dy distancia del supremo o del
mdximo. Ast, se prueba que R? junto a dy,dy o dey forma un espacio métrico. También se
demuestra que si usamnos cualquiera de las 3 distancias anteriores, los resultados que se obtienen
son equivalentes (como veremos en la siguiente seccion), por lo que siempre consideraremos a
R? como un espacio métrico independienternente de la distancia que se use.

Ejemplo 8.4 Las tres distancias definidas en el ejemplo anterior suelen extenderse en general
al conjunto A =R™, por lo que se obtienen las siguientes distancias equivalentes:

di (21, T2y oy Zn) , (Y1, Y2y r Yn)) = Z?zi lyi — 4]

do (1,32, @) (U2, 92,0 ) = /Ty (32 — )
don ((331; L, '-'71"71) ) (ylvy?-r'“lyn)) = Maz {ly‘t - $i| p = 12 ,T'L}

8.1.2 Entornos. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados.

A partir de este momento (A4, d} siempre representard a un espacio métrico.



Definicién 8.2 Dado un espacio métrico (A,d), se llama entorno (o bola abierta) de cen-
troa € A y radior (r € R, r > 0) al conjunto definido por

B(a,7) = {z € 4; d(a,z) <r}

De forma andloga puede definirse la bola cerrada, B(a,r), y el entorno reducido (o per-
forado) de centro a € A y radio r, B*(a,7), como los conjuntos

B(a,7) = {z € 4; d(a,z) <1}
B*(a,r) = B{a,r) — {a}

Ejemplo 8.5 Entornos en R, R? y R®.

Definicién 8.3 Un subconjunto X C A es un conjunto abierto si Vz € X eziste una bola
B{z,r) contenida en X.

Observacién 1 Dos distancias d y d' definidas sobre un mismo espacio métrico se dice que
son equivalentes si dan lugar a los mismos conjuntos abiertos. Se prueba que en R™ todas las
distancias son equivalentes.

Definicién 8.4 Un subconjunto X C A es un conjunto cerrado si su complementario X© =
A— X es un conjunto abierto.

8.1.3 Clasificacion de los puntos de un e. m. respecto de un con-
junto.

Un subconjunto X de un espacio métrico A clasifica a los puntos de éste en tres tipos diferentes:
puntos interiores, puntos exteriores y puntos frontera:

Definicién 8.5 Un punto a € A es interior o X C A si existe una B(e,r) C X. Al conjunto
de los puntos interiores a X se le llama interior de X y se representa por nt(X) o X .

Proposicién 8.1 Sea X C A. Se verifican:
o
a) XC X.
b) }2’ es un conjunto abierto y es el mayor conjunio abierto contenido en X.

¢) Un conjunto X es abierto & X =X .

Definicion 8.6 Un punto a € A es exterior a X C A st es interior @ XC. Al conjunto de
todos los puntos exteriores se le llama exterior de X y se representa por ext(X).

Un punto a € A es frontera de X C A si todo entorno suyo posee puntos de X y de X©.
Al conjunto de todos los puntos frontera se le llama frontera de X y se representa por friX).

Los 3 conjuntos int(X), ext(X) y fr(X) son disjuntos dos a dos, y verifican

int(X)Uext{X) U fr(X) = A



8.1.4 Adherencia y conjunto derivado. Compactos en R".

En esta seccién estableceremos las definiciones y principales propiedades de punto adherente
y punto de acumulacién:

Definicién 8.7 Un punto a € A es adherente a un conjunto X C A st todo entorno de a
contiene puntos de X, es decir, si VB(a,r), se verifica que B(a,7) N X ## 0. Al conjunto de los
puntos adherentes a un conjunto se le llama adherencia o clausura y se designa por X.

Proposicién 8.2 Sea X C A. Se verifican:
a) X C X.
b) X es un conjunto cerrado y es el menor conjunto cerrado gue contiene a X.
¢) Un conjunto X es cerrado & X = X.

Definicién 8.8 Un punto a € A es de acumulacion o un conjunto X C A si todo entorno
reducido de a contiene puntos de X, es decir, si VB*(a,r), se tiene que B*(a,7) N X # g, Al
conjunto de los puntos de acumulacidn o un conjunto se le llama conjunio derivado y se
representa por X'.

Proposicion 8.3 Sea X C A. Se verifica que X es cerrado < X' C X.
Definicién 8.9 A los puntos = € X pero z & X' se les llaman puntos aislados de X.

Definicién 8.10 (Caracterizacion de los conjuntos compactos de R") Un conjunto X C
R" es compacto sty sélo si es cerrado y acotado.

8.1.5 Sucesiones en un espacio métrico.

Definicién 8.11 Se llama sucesion en el espacio métrico {A,d) a toda coleccion infinita y
ordenada de elementos de A, es decir, a tode coleccion de elementos ay, 62,03, ... (con a; €
A, Vi). Normalmente, consideraremos sucesiones cuyos elementos verifican una determinada
relacion (un determinado patron) dependiente de un numero natural n, de manera que o dicha
sucesion la representaremos por (an),cy, 0 simplemente por (an), donde a a, le llamaremos
término general de la sucesién.

Definicién 8.12 Se llama subsucesion de la sucesion (a,) a otra sucesion, a la que represen-
taremos por {ay, ), formada al tomar infinitos términos de (an) cuyos subindices forman una
sucesion n; < np < ... < ng < ... estrictamente creciente.

Limite de una sucesién en un espacio métrico: Definicién, ejemplos y propiedades.

Definicién 8.13 Sea (A,d) un espacio métrico y (an) una sucesion en A. Se dice que (an)
tiene por limite el punto a € A si d(an,a) tiende a cero cuando n tiende o infinito, es decir
851

Ve > 0, eziste ng € N tal que si n > ng entonces d{an,a) <¢

Cuando una sucesion tiene limite se dice que es convergente y se representa por lima, = a.

Si se particulariza esta definicién para los espacios métricos que normalmente usaremos (y
que son A = R"), se tiene:
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e Si A =R {con la distancia usual), diremos que la sucesion de niimeros reales (a,) tiene
por limite a € R si

Ve > 0, existe ng € N tal que sl n > ng entonces la, —a| < &
o, lo que es equivalente, si

Ve > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces a, € (a — &,a + )

e Si 4 = R? (con la distancia euclidea dy), diremos que la sucesion de pares de numeros
reales (an, b,) tiene por limite el par {a,b) € R? si

Ve > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces \/(an - a)2 + (b, — b)2 <€

o Definiciones anélogas pueden establecerse para A = R? con la distancia d; 0 deo-

Pueden destacarse las siguientes 3 propiedades para las sucesiones en un espacio métrico
cualquiera:

Proposicién 8.4 Si la sucesion (a.) del espacio métrico (A, d) es convergente, su limite es
inico.
Proposicién 8.5 Si (a,) es convergente, entonces (a.) esid acotada.

Proposicién 8.6 Si (a,) es convergente, entonces cualquier subsucesion extraida de ella tam-
bién es convergente y su limite es el mismo.

Sucesiones de Cauchy: Espacios completos.

Otra definicién que también va a desempefiar un papel importante es:

Definicion 8.14 Se dice que {a,) es una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (A, d)
EH

Ve > 0, emiste ng € N tal que si n,m > ny entonces d(Gn, am) < €.

Las sucesiones convergentes estan relacionadas con las sucesiones de Cauchy, ya que se
verifica la siguiente propiedad:

Proposicién 8.7 i (a,) es una sucesidn convergente, entonces (an) es una sucesion de Cau-
chy.

Sin embargo, el reciproco de la anterior propiedad no es siempre cierto (es decir, hay suce-
siones de Cauchy en un determinado espacio métrico A que no son convergentes en A), de ahi
que resulta de interés la signiente definicion:

Definicién 8.15 Un espacio K es completo siempre que toda sucesidn de Cauchy en K sea
convergente en K.

No obstante, para nosotros, y teniendo en cuenta los espacios métricos en los que vamos
a trabajar (que siempre seran A = R"), los conceptos de sucesién de Cauchy y de sucesion
convergente seran equivalentes, puesto que se verifica el siguiente resultado:

Proposicién 8.8 R™ (n > 1) es un espacio completo.



8.2 Norma de un vector. Introducioén a los espacios vec-
toriales normados.

Definicién 8.16 Sea F un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Una aplicacion |||} : £ — RT
se dice que es una norma en E si cumple:

(a) ||zl =0 sty s6lo stz = 0.

() || Azl = Al ||z]], VAe R yvVz € E.

(c) llz +yll < llll + llyll, vz, 9 € E.

Definicién 8.17 A todo espacio vectorial E provisto de una norma ||-|l, (E,|i-]]), se le llama
espacio vectorial normado.

Definicién 8.18 Se llama espacio de Banach a todo espacio vectorial normado F que sea
completo.

Ficilmente, puede probarse que la aplicacidon definida en un espacio vectorial normado
(E,|I'l), que a cada par de puntos (z,y) le hace corresponder el nimero real ||z — y|| es una
distancia, por lo que todo espacio vectorial normado es, en particular, un espacio métrico. A
la distancia asi definida, es decir, a la distancia dada por d(z,y) = ||z — ||, se le denomina
distancia asociada a la norma.

Definicién 8.19 Sobre un espacio vectorial E dos normas, ||| v i-l|’, se dice que son equi-
valentes si sus distancias asociadas son egquivalentes.

Un resultado a destacar, relacionado con esta tiltima definicion, es:

Proposicién 8.9 Sobre un espacio vectorial E de dimension finita, todas las normas definidas
sobre él son equivalentes. En particular, son equivalentes todas las normas definidas sobre R™.

Ejemplo 8.6 Como ejemplo de aplicacidn de estos resultados, pueden establecerse las normas
usuales que se consideran en R™ (respectivamente asociadas a las distancias dy,dy y deo )

n /2
llly = Jzals Il = (Z) el = max ||

i=1 =1

siendo x = {1, Tg, ..., Tn) € R™.

8.3 Funciones entre espacios métricos.

8.3.1 Definiciones.

En la Ensefianza Secundaria se suelen estudiar las propiedades fundamentales de las funciones
de una variable, es decir, funciones del tipo f : I C R — R. Nuestro objetivo serd ahora el
de estudiar funciones f : A — B, siendo (A,ds) y (B, dg) dos espacios métricos arbitrarios, ¥
viendo hasta que punto las propiedades conocidas para las funciones de una variable real son
extensibles a este tipo de funciones mds generales, asi como obtener otro tipo de propiedades
para estas funciones y que no aparecian en las funciones con una tnica variable. De nuevo,
y aunque gran parte de las definiciones y propiedades que se van a establecer seran vilidas
para espacios métricos A y B cualesquiera, mayoritariamente haremos referencia a los espacios
métricos A = R* y B = R™ (siendo ademds el caso de mayor interés aquel en el que m = 1):



Definicién 8.20 Se llama funcion real de varias variables reales a toda aplicacion

fXCR*"—=R
X = (3111"2! "'13:1’1) L f (3:1,(1:2, "'1$n)

Se denomina funcion vectorial de variable vectorial o toda aplicacion

f:XcR*—R™
X = (Z1, Tay ooy Zn) +> F{x) = f (21,22, ..., Tn)

Observacién 2 Una funcién vectorial equivale a un conjunto de m funciones reales de varias
variables reales puesto que si £ (21,29, ..., ) € R™, puede expresarse

f (:1:1:1:21 '-~1$n) = (fi (Zlfl,l’g, “':"En) 1 f2 (3:11:1:21 '“31:11) 3oy fm (xla L2, '-’1$n))

siendo cada funcidn f; una funcidn real de varias variables reales, es decir, f; : X C R* — R,
a lo que se le llama funcidn coordenada de f. Normalmente, a la funcidn vectorial suele
representarse por

f=(fi,f2 o fm)

Ademds, como se verd posteriormente, una gran parte de las propiedades de una funcion vec-
torial T no son sino consecuencia inmediata de las propiedades de sus funciones coordenadas

fi

Definicién 8.21 Dada una funcion vectorial f : R* — R™, se llama dominio de definicion
de f al conjunto determinado por

D(f) = {xeR" f(x) e R™}
es decir, al conjunto

D(f)={x €R™ fi(z) €R, ¥i=1,2,..,m}

8.3.2 Representacion grafica. Curvas de nivel.

De modo andlogo a como las funciones de una sola variable se representan mediante una curva
en el plano, pueden representarse funciones reales con dos variables, f : X C R? — R, por
medio de una superficie en R®:

Sea f : X ¢ R? — R. Esta funcién, a cada punto (z,y) € X le hace corresponder
flz,y) = z € R, con lo que se obtiene un punto P (z,y, f(z,y)) € R®. Al lugar geométrico de
los puntos P que satisfacen la ecuacién z = f(z,y), es decir, al conjunto

{(z,y,2) € R z = f(z,9), Y(z,y) € D(f)}

se le lama grédfica de la funcién f.

No obstante, esta representacién grafica tiene un doble inconveniente: Es imposible realizar
una representacion grafica para funciones de tres o mds variables, e incluso es bastante compli-
cado realizar la representacién grafica para la mayorfa de las funciones con dos variables. Por
tal motivo en algunos casos es de gran utilidad el manejo de curvas de nivek:

Definicién 8.22 Se llarma curvae de nivel (a nivel k) a la proyeccidn en un plano coordenado
(por ejemplo, el plano OXY') de la interseccion de la grifica de f con un plano paralelo a dicho
plano (por ejemplo, el plano z = k).



Asi, puede hacerse una idea sobre la gréafica de una funcién de 2 variables observando las
curvaturas y distancias entre curvas de nivel a distintos niveles (separados a la misma distancia),
puesto que la distancia entre las lineas de contorno proporcionan una medida de la inclinacién
de la superficie (la superficie sube o baja con rapidez en aquellas partes donde las lineas de
contorno estdn muy préximas; en cambio, donde las lineas estdn mds separadas, la superficie
estd mds achatada o llana).



8.4 Limite de una funcién en un punto.

8.4.1 Definicién y propiedades.

Veamos ahora como puede generalizarse el concepto de limite de una funcién en un punto {(ya
establecido para funciones reales con una variable) al caso mds general de funciones con varias
variables. Como se observaré, la definicién y las propiedades son practicamente andlogas al
caso de funciones con una sola variable, cambiando poco més que la notacién.

Definicion 8.23 Sea f: X CA— B, con (A,da) y (B,dg) dos espacios métricos arbitrarios,
ya € X'. Se dice que f(z) converge al € B cuando z tiende hacia a, y se representa por
lim f(z) = 1, si se verifica que para todo valor de  prézimo al punto a el valor que toma f (z)

r—aQ

en dicho punto se acerca ol punto i, s decir si

veeR, >0, 3R, 6§>0, talquesidA(m,a)<6(conmEX,:cgéa),
entonces dg (f(z),I) <¢€

Si particularizamos esta definicién para los espacios métricos en los que usualmente se va a
trabajar, es decir, si se toma A =R"y B =R™, y bajo las anteriores hipétesis, se tendrédn las
siguientes definiciones:

e Funciones con una sola variable ( f: X CR — R): Se obtiene, evidentemente, la
nocién anteriormente establecida:

lim f(z) = ¢ (Ve > 0 36 > 0 tal que si iz —a| < 6, z # a, entonces If(z) ~ | <&)

TG

o Funciones reales con varias variables ( f: X CR" — R): La definicién es andloga
a la anterior, sélo que considerando la respectiva distancia en R”. Asi, si se toma por
ejemplo la distancia euclidea da:

"

lim f(x) =1« | Ve >036>0tal quesi,

x—a -
i=1

e Funciones vectoriales (f : X ¢ R* — R™): El célculo de limites de este tipo de
funciones se reduce al cdlculo de limites de funciones del anterior tipo, puesto que se
verifica que si £ = (f1, fa, ..., fm) €5 una funcién vectorial, entonces para que exista lim f (x)

K@
yseal= (ly,lg, .y l), €s necesario y suficiente que exista el limite en el punto a de cada
una de sus funciones coordenadas f; y coincida con I;, es decir

lim f(}() =] = (51, 52, ...,Em) & lim fi(}() = li, Vi = 1,2, N 44
X3 Xx—a
Asi, calcular el limite de una funcion vectorial no es sino calcular el Hmite de varias

funciones reales con varias variables, de ahf que en lo que resta de capitulo insistiremos
P
principalmente en el calculo de lfmites de funciones reales con varias variables.

Entre las principales propiedades, destacamos:

Proposicién 8.10 En las anteriores condiciones, si existe el limite de una funcién en un punto
a, éste es unico.

Z (z; — a;)® < §, x # a, entonces |fix) =1l <e

\

/



Proposicién 8.11 En las anteriores condiciones, si eziste el limite de una funcidn en un punto
a, esta funcidn estd acotada en un entorno del punto a.

Proposicién 8.12 Sea f : X C R* — R y a un punto de acumulacién de X. Entonces
lim f(x) = [ 57y solo s{ para toda sucesion (x,) de puntos de X convergente hacia a se tiene
Kb

que el limite de la sucesidn (f{x,)) es .

Este tltimo resultado viene a afirmar que para que exista lim f(x) y sea [, sean cuales sean
X—a

los puntos que elijamos de X que se aproximen al punto a, los valores que toma la funcién en
dichos puntos se aproximan a /.

En base a este resultado podemos establecer los siguientes tipos particulares de lfmites (y
que nos ayudardn a estudiar la existencia de }Eg:é f{x}).

8.4.2 Limites direccionales y limites iterados.

Por comodidad en cuanto a la notacién, en lo siguiente nos centraremos en el estudio de Ia
existencia del lfmite para una funcién real con dos variables reales, es decir, en el estudio de

li%nb) fz,y) =1, siendo f: X CR* — R y (a,b) un punto de acumulacién de X.

Vamos a utilizar la dltima proposicién para intentar estudiar la existencia de li%nb) flz,y),
. T— L,

es decir, lo que vale la funcién f(z,y) cuando nos aproximamos al punto (g, b) :

» Una primera forma de aproximacién al punto (a,b) es analizar los valores que toma f
en las proximidades de (a,b), tomando puntos cada vez mds préximes a (a,b) y que se
encuentren en una curva determinada que pasa por dicho punto. A estos limites asf
obtenidos les llamaremos limites direccionales. Como es imposible evaluar f a lo largo
de todas las curvas que pasan por (a,b), nos limitaremos a evaluar la funcién sobre dos
tipos particulares de curvas: rectas y pardbolas que pasan por (g, b), es decir calcularemos

: l)m% . f(z,y) teniendo en cuenta que entre las variables existen las relaciones:
z,y)—~+(a,

y = mf{z —a)+ b (ec. de la recta que pasa por (a, b))
=m(z ~ a)® + b (ec. de la pardbola que pasa por (a,b))
m{y — b)* + a (ec. de la pardbola que pasa por (a,b))

B o«

il

De esta forma, lo que inicialmente es un limite en dos variables, se reduce al cdlculo de
un limite en una sola variable.

¢ También podemos considerar la aproximacién al punto (a,b) a través de las coordenadas,
es decir, tomando el limite cuando z — o (siendo y una constante) y posteriormente
hacer y — b; o viceversa, es decir, tomando primero limites cuando y — b (siendo 7z una
constante) y posteriormente hacer z — a. En resumnen, se trata de calcular los siguientes
lfmites

i (i fle)) v i (1 flo)

y—b \z—a T—a

A estos limites asi obtenidos se les lama limites iterados.

Observacion 3 Las dos formas anteriormente descritas de célculo de lfmites, no son sino
dos tipos particulares de evaluar los valores que toma la funcidn en las prozimidades de un
punto. ;Cual es la relacion ezistente entonces entre ambos tipos particulares de limites y la



ezistencia del limite doble? Euvidentemente, si existe el limite doble, han de ezistir los limites
direccionales y los limites iterados y ambos ser iguales. No obstante, es posible que existan los
lfmites direccionales e iterados, y coincidan entre ellos, y que sin embargo no exista el lfmite
doble. Estas consideraciones se resumen en las dos siguientes propiedades.

Proposicion 8.13 5i existe ( 1)111% ’ Flz,y) = 1, entonces han de ezistir los limites direccio-
Ty ),

nales y su valor ha de ser [,

Proposicién 8.14 5i e:m'ste{ l)m% ) f(z,y) = | y existen los lémites iterados, entonces el valor
m‘y — al

de éstos ha de serl.

Observacién 4 Los reciprocos de las anteriores proposiciones no son ciertos (como veremos
en ejemplos), es decir:

o Si eristen los limites direccionales y valen I, no puede asegurarse nada sobre la existencia

de lim z,y) =1
(x,y)—*(a.b)f( 2

o Si existen los limites iterados y valen I, no puede asegurarse nada sobre la existencia de
lim )f(:r:,y) = [,

{z.y)—(ab

En ambos casos, a lo sumo podremos asegurar que, Caso de que ezista, su valor ha de ser .

Asi, como puede observarse, los limites direccionales e iterados nos determinan la no exis-
tencia del Himite doble, aunque no nos ayudan para demostrar cuando existe el limite doble.

8.4.3 Cambio a coordenadas polares.

Entonces, para intentar resolver el problema de la existencia del limite doble, vamos a utilizar
un tercer procedimiento, el cambio a coordenadas polares, que viene determinado por el
cambio de variables

T =a+ pcosf, y="b+ psind

donde 8 € (0,2n] es el dngulo (argumento) de la aproximacién al punto (a,b) y p (médulo) es
la distancia del punto (z,y) al punto (a,b). Asi, para calcular el lim  f(z,y) realizaremos

m|3{)__§(a'lb
el cambio anterior, quedando

lHm z,y) = lim f (a + pcosf,b+ psind
o @) lim f(a+p psinf)

de forma que si este limite no existe o depende del dngulo de la aproximacién g,
podremos afirmar que no existe el limite doble. Ademsds, si se verifica que este
altimo lUmite vale [ ¥y que los limites iterados y direccionales existen y también

valen !, aceptaremos que lim f(z,y) =1
(z.y)—{a.b)



8.4.4 Operaciones con limites.

Al igual que ocurre con las funciones de una sola variable, se verifica:
Proposicién 8.15 Sean f,g : X ¢ B® — R™ funciones vectoriales, a = (ay,a2,....a,) € X' ¥y
supongamos que ezisten lim £ (x) y lim g(x). Entonces:
Koer B H—a
a) }lcim f£g)(x)= }(im f(x)+ }.inig(x).
— & —r By o
b) Sim=1, hn;(f(x) - g(x)) (x) = lim £(x)- lim g(x).
Wt N—a KB

_ ) . f i, £0x)
c) Sim=1ylimg(x) #0, }j_ﬁg%:)j = Jm g’

8.5 Funciones continuas de varias variables.

8.5.1 Definicién de funcién continua en un punto.

Definicién 8.24 Sea f : X C R™ — R™ una funcion vectorial y a = (a1, a2,..,2a) € X. Se
dice que la funcion £ = (f1, f2, - fm) es continua en el puntoa si eziste lim f(x) y coincide
K—ra

con el valor de f(a).

A partir de la relacién existente entre los limites de funciones vectoriales con los limites de
funciones reales de varias variables reales se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 8.16 Seaf: X C R — R™ una funcién vectorial. Entonces £ = (fi, fo, oo fm)
es continua en el punto a €X sty sdlo si cada funcion componente f; @ X C R* — R es
continua en Lpuntoa €X, Vi =1,2,..,m.

Proposicién 8.17 (Operaciones con funciones continuas) Sean f,g : X CcR* — R™
funciones vectoriales continuas en a €X. Entonces:
o) £+ g es continua en a.
b) Sim =1, f(x) - g(x) &(9 continua en a.
f(x)

¢) Sim=1ygla)#0, ;55 es continua €n a.

Proposicién 8.18 (Continuidad de la funcion compuesta) Sea f : X cR* — R™
continua enac X yg: Y C R™ = RP, con £(X) CY, continua en el punto f(a). Entonces la
funcidn compuesta g o f es continua en el punto a.

8.5.2 Propiedades de las funciones continuas en un conjunto com-
pacto.

Al igual que sucede en funciones de una sola variable, se verifican los siguientes resultados:

Teorema 8.19 (Teorema de Weierstrass ) Sea f: X C R* — R continua en X, siendo X
compacto. Entonces f estd acotada superior e inferiormente y ezisten dos puntos x',x" € X
tal que en ellos la funcidn alcanza sus valores mdzimo y minimo, es decir

Fx) =max{f(x); x € X} =M y  f")=min{f{x); xeX}=m

Teorema 8.20 (Valores intermedios ) Sea f : X C R — R continua en X, con X com-
pacto. Si M ym son, respectivamente, los valores mdzimo y minimo que alcanza f en X, para

cada k € R tal quem < k < M, existe un x € X tal que flx)=k.



