Asignatura Matematicas |
Profesor Roque Molina Legaz

TEMA 6: ESPACIO VECTORIAL
EUCLIDEO

PROGRAMA DETALLADO:

6.1 Producto escalar.

6.2 Normas y angulos.

6.3 Vectores ortogonales y ortonormales. El método de Grarf8ehmidt.

6.4 Subespacios ortogonales. Proyeccion ortogonal.

6.5 Transformaciones ortogonales. Endomorfismos con sigitado geométrico.
6.6 Diagonalizacion ortogonal.

En este tema estudiaremos espacios vectoriales realeg@eldss afiadiremos una nueva
operacion, el producto escalar, que a cada par de vectdnasdecorresponder un namero real.
También estudiaremos otros conceptos que se derivan dedduncion de esta operacion, asi
como introduciremos algunos tipos de aplicaciones quetiem significado geométrico.
Finalizaremos viendo un tipo particular de diagonalizacia diagonalizacion ortogonal.

6.1 Producto escalar.

Definition Sea V unR-espacio vectorial de dimension finita. Llamanpweducto escalaa
toda aplicacion

<,> VXV-> R
(WV) < T,V >
que verifica las siguientes propiedades:
<UHW,V >=< U,V > + < W,V >, VU, V,W € V.
<o -UV>=a<UV> VUVWeV, Va € R.
<U,V>>=<V,U> VU, VeV
<U,U>>0, VU e V.
<U,U>=0s U=0.

En este caso, se dice que el par formado Pk, >) es unespacio vectorial
euclideo

Example En R", si consideramos la aplicacion definida por
<> R'XR" - R

(X1, Xn), Y1y - -3Yn)) < (X1,...,%Xn), (Y1,.-.,¥Yn) >i= X1Y1 +...+XnYn

se verifica qué R",<,>) es un espacio euclideo. Al producto escalar asi definido se
le llamaproducto escalar canénicde R".



Example El producto escalar usual entre vectores del espaialefinido por

< U,V >= [TU||V|cos(U,V)
también verifica las anteriores condiciones.

Example Sea V= (([a,b],R) el conjunto (que es un espacio vectorial) de las funciones
reales que son continuas en un intervalo de la fofm&]. Podemos entonces
definir

<,> VXV-> R

(£,9) < (1) >= | 109900

Puede comprobarse que esta definicion cumple las anterjor@piedades de
producto escalar.

Remark Suele ser habitual, sobre todo en el caso de vectoré®'erepresentar al
producto escalar mediante el simbaetoes decir

< U,V >= UeV

Matriz de Gram. Expresion matricial del producto escalar.
Sea(V,<,>) un espacio vectorial euclideo de dimension fini@ y {U1,0z,...,Us> Una
base dé/. Si denotamos paa; al producto escalar de los vectoigs Uj, es decir

aj = Ui -7y
definimos:
Definition Se llamamatriz de Granrespecto de la base B a la matriz dada por

di1 ai2 ... Qain

dz1 aAz2 ... aon
A:

anl an2 ann

Remark Notemos que como se verifica guje U, =Uj - Ui, la anterior matriz siempre es
simétrica.

Example SeaB= {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} una base dek®. Calcular su matriz de
Gram para el producto escalar usual.

Example En el espacio vectorial%(R) (polinomios de grado menor o igual que 2) se
considera la operacion dada por

< p09.909 >= [ P9

a) Probar que la operacién anterior define un producto eacal

b) Calcular su matriz de Gram asociada para la base usual BL,x,x?}.

6.2 Normas y angulos.
Sabemos que cuando estudiamos vectores por ejemid, el hallar el modulo de un



vectorXeR? y relacionarlo con el producto escalar, se llega a
—\ 2
<X, X >= ?-?z(médulo del vectox)

Apoyandonos en esta relacion (que se verifica para veaje@sétricos) vamos a introducir una
definicion méas general (y que coincidira con la de moédulomgector si la particularizamos a
R"):

Definition Sea V un espacio vectorial euclideo. Se llamnana del vector xal nUmero real

dado por
IX] = y< X, X >

Se verifican las siguientes propiedades para la norma deatorv
Proposition SeanX,y € V. Entonces:

a)|IX =0« X =0.

b) la - X|| = a|X||, Va € R.

o) IR+ 11+ IR=YI” = 2(IIX11° + IV1I°)
d) [< %Y >| < XNV

e) IX+Y Il < IXIl + Y1

Definition Se dice que un vectof € V esunitario si || X|| = 1. De esta forma, X € V es
un vector cualquiera no nulo, siempre es posible obteneraatov unitario en su
misma direccion. Para ello basta con tomﬁ.

Example En R" si se considera el producto escalar candnico, la norma deaator
X=(X1,...,Xn) viene dada por

IX] = ,/< X, X > = Jx% o4 X3

Example En(([a,b],R), la norma de un vector & (([a,b], R) viene dada por

I = SR> = [ doo)%ax

Definition SeanX,y e V. Entonces se define tlistanciadeX a’y como
d(X,¥) = IX-Y| o [|[¥-X|. Se prueba que esta distancia asi definida cumple
con todas las propiedades de "distancia” (ver tema introttuio al Célculo
Infinitesimal en varias variables), por lo que todo espaggatorial euclideo es, en
particular, un espacio metrico.

Definition SeanX,y e V dos vectores no nulos. Se definéetjulo entreX e y como
<Xy >
XY

Remark De la anterior definicion resulta que

0 = arcco



<X ¥ >= IRV - cosd

6.3 Vectores ortogonales y ortonormales. El método
de Gram-Schmidt.

Definition Dos vectoreX,y e V de un espacio vectorial euclideo smrogonalessi
< X,y >= 0. Suelen representarse pgLY.

Remark Sidos vectores no nulos son ortogonales, éstos forman wicrerto, ya que
< X,y >= 0 equivale a cofX,y) = 0.

Proposition  SiX,YeR" son ortogonales, se verifica el siguiente resultado (camcomo
teorema de Pitagorgs

IX+¥ 1% = IX1+1Y1°

Definition Si U= {Xi,...,Xp ) €s un subespacio vectorial de V, se dice que U es un
sistema ortogonatie V si los vectores que lo forman son ortogonales dos a dos.

Definition SiB= {€1,...,&  es una base de V, diremos que B es base ortonormasi
es un sistema ortogonal y los vectores que la componen stariosi

A continuacién presentamos el método de Gram-Schmidt, gs@@rmitira obtener una base
ortonormal a partir de una base cualquiera de un espacionaddf :
El método de Gram-Schmidt.

Proposition  (Método de Gram-Schmidtpea B= {e,... s ) una base de un espacio
vectorial euclideo VDefinimos un nuevo conjunto de vectores de V de la forma

siguiente:
Ui =¢e
— —>
— < Ui, > —
Uz = €2 — _1>_2, Ui
< Ui,Uz; >
<Ui,u7 > uz,Uz >
—_ = <U—1),€n)>—> <Un_1,€n)>—>
Uh=€n——— 5 U1———5_—5—Un1
< Ui, Uz > < Up-1,Upn-1 >

Entonces U= {U7,...,Uns » es una base ortogonal, de manera que

{ i g }
Iuzll Iam i

Example En el espacio euclide®* con el producto escalar usual se pide:

sera una base ortonormal.

a) Determinar un vector unitario que sea ortogonal a los vees$
(1,2,1,0),(0,-1,1,0) y (1,1,-2,1).

b) Obtener, mediante el método anterior, una base de vectotenormales



para el subespacio
S=<(4,2,-1,0),(0,1,1,0),(1,0,-2,1) >

Example Obtener, para el producto escalar canonico, una base omorab para los
siguientes subespacios vectoriales:

S ={(xY,2) € R® | Xx+y-2z=0}
S ={xy,zt) e R* | x+y+z+t=0}
Ss={(xy,zt) e B* | x+2y=0, z+2t=0}

Exercise Varios

6.4 Subespacios ortogonales. Proyecciéon ortogonal.
Definition Sea V un espacio vectorial euclideo. Entonces:

-SiV € Vy S es un subespacio vectorial de V, se dicewgsortogonala S si
< V,W >= 0, YWeS. Se demuestra que para probar que un veetes ortogonal a S
silo es a los vectores de una base de S

- Si Sy T son subespacios de V, se dice que Sy drsogonalessi
< V,W >= 0, VVeS yvWweT. Se demuestra que lo anterior ocurre si y s6lo si
cualquier base de S es ortogonal a cualquier base.de T

Definition - Si S es un subespacio vectorial de V, se definalespacio ortogonatle S
como el conjunto

S ={VeV |<VW>=0, VWeS}

Proposition  Si S es un subespacio vectorial de V, entonces:
a)SNsS- =0
b) (S =S
V- =0y0 = V.

d) Si V es finitamente generado, entonces 86 S*.

Example EnR* con el producto escalar usual, obtener el subespacio ortajo
suplementario de

S={(xyzt)e B* | x+y-z+t=0, 2x+y— z+3t=0}

Del ultimo de los resultados anteriores se deduce gBesiun subespacio vectorial &8,
cualquier vectoXeR" se puede expresar coe-V+w, conVeSy weS*. Asi, se define la
proyeccion ortogonal deV en Scomo el vectoiVeS, es decirPs(X) = V. Por tanto,
X-Pg(X) = WeS".

Example Hallar la proyeccién ortogonal del vectdd, 2,1) sobre el subespacio



S=<(0,1,2),(1,2,3) >

Example Ildem para el vecto(7,1,-6,9) sobre el subespacio
S=<(1,-2,0,0),(0,1,2,1),(-1,0,1,1) >

Definition SiV € Vy S es un subespacio vectorial de V, se defirtidanciadeV a S
como

d(V,S) = inf{d(V,W) | WeS}

Remark Se verifica que (V,S) = d(V,Ps(X) ), lo que quiere decir que el vector
Ps(X) es el mas proximo & de todos los vectores de S

Example En R? con el producto escalar usual, obtener la proyeccion ortagalel
subespacio
S={(xy) € R | x+y=0}

y calcular a partir de esta proyeccion la distancia de S a lesteres(1,1), (1,-1)
y (2,0).

Example En R? con el producto escalar usual, se considera el subespacio
S={(xy,2) € R® | x—y+2z= 0}

a) Calcular su subespacio ortogonal.
b) Obtener la proyeccion ortogonal y la distancia de ve¢®r1,0) a S

c) Calcular la proyeccion ortogonal y la simetria de basewdaspacio S
(Antes de hacer este ultimo apartado es preciso ver la sed®deoria siguiente).

6.5 Transformaciones ortogonales. Endomorfismos

con significado geomeétrico.

Volvemos ahora a las aplicaciones lineales, y les vamosoapncar el producto escalar. Asi,
gueremos ocuparnos de las aplicaciones lineales que thuacibien” en su relacion con las
longitudes y los angulos, es decir, que son "compatibler’la@structura euclidea que se afiade
a los espacios vectoriales. Como veremos, esta compdaithifadica en la conservacion del
producto escalar; es decir, el producto escalar de dosresas igual al producto escalar de sus
imagenes.

Estas aplicaciones, que llamaremos ortogonales, no somaweglosas. De hecho, &% o
enR3, estas transformaciones son los movimientos en el plancebespacio ordinario; estos
movimientos convierten cualquier figura en otra que eslig@uella (tiene misma forma 'y
mismo tamaiio).

Definition Una aplicacion lineal f: V - W entre dos espacios vectoriales euclideos es una
aplicacion ortogonalsi conserva el producto escalar, es decir si cumple

< f(u),f(v) >=<u,v >, Yu,ve V

Proposition  Una aplicacion ortogonal f verifica:



a) Conserva las normas, es degii(u) || = ||u|, Yu € V.
b) Conserva los angulos, es decir &f@),f(v)) = ang(u,v), Yu,v € V.

c) f es inyectiva.

Definition Llamaremodransformacién ortogonal toda aplicacion ortogonal entre el
mismo espacio vectorial euclideo V; es decir, a todaf— V ortogonal.

A continuacién nos centraremos en el estudio de deternmértagiasformaciones ortogonales:

Definition Se dice que una transformacion ortogonalV¥ - V es unaghomotecia de razon
a € Rsif(v) = a - v. Claramente, para toda base B de V se tiene que la matriz
asociada a f en dicha base viene dada pay(W = o /.

Definition Sean Sy T dos subespaciosiietales que b T = R". Se define lgproyeccion
de baseSy direccionT como el endomorfismo PR" -~ R" tal que Rv) = v,
Vv eSyRu) = 0, Yu €T. Claramente, si B es una base @8 resultante de unir
una base de S con una base de T, entonces

M (P) Ir Orx(n—r)
B =
O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

siendo r la dimension de. &n el caso particular en el que ¥ S*, a la aplicacién
anterior se le llamgroyeccién ortogonate base S

Definition Sean Sy T dos subespaciosietales que 3 T = R". Se define Iaimetria de
baseSy direccionT como el endomorfismo GR" - R" tal que GQv) = v, Vv €S
y G(u) = —u, Yu €T. Claramente, si B es una base @8 resultante de unir una
base de S con una base de T, entonces

M (P) —/7r Orx(n—r)
B =
@(n—r)xr _17(n—r)x(n—r)

siendo r la dimension de. &n el caso particular en el que ¥ S*, a la aplicacion
anterior se le llamasimetria ortogonalde base S

Definition Si@ € [0,2r], se dice que T R? - R? es una rotacion de angul®si existe

una base B tal que
cosy —sinf
Ma(T) = :
sind cosy

Example Resolver el Gltimo apartado del ejemplo anterior.

Example Dado el subespacio d&®
S={(xy,2) € R® | x-y+2z=0,x+y=0}
calcular la simetria ortogonal de base S

Example En RS, calcular la homotecia de razém = —2 y su matriz con respecto a la
base candnica.



Example En R? calcular el giro de angul@ = 3.

6.6 Diagonalizacion ortogonal.

Recordamos que se dice que una matriz cuadpaeiortogonal, siPPT = PTP =T, 0 lo
que es lo mismo, $#~! = PT. Entonces:

Definition Dos matrices cuadradas A y C sortogonalmente semejantes existe una
matriz ortogonal P tal que G- P*AP = PTAP.

Definition Una matriz cuadrada A se dice quediagonalizable ortogonalmentsi es
ortogonalmente semejante a una matriz diagonal, es de@xiste P ortogonal tal
que P'AP = PTAP = Diagonal

Proposition  Se verifican:

a) Si A es una matriz real cuadrada simétrica (y por tanto dizgizable) y
consideramos e®" el producto escalar canénico, entonces los subespaciqagso
asociados a valores propios distintos son ortogonales.

b) Si B es una base ortonormal d& con el producto escalar canénicoy P es la
matriz cuyos vectores columna son los vectores de B, ergéhes ortogonal.

c) Toda matriz real simétrica es diagonalizable ortogonatte.

Example Probar que la matriz
311
A= 131
113

es diagonalizable ortogonalmente, y hallar su matriz deofa®rtogonal.



