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TEMA 4: APLICACIONES LINEALES

PROGRAMA DETALLADO:

4.1 Aplicaciones lineales. Primeras propiedades y ejemo
4.2 Tipos de aplicaciones lineales. Subespacios asociadasa aplicacion lineal.
4.3 Matrices y aplicaciones lineales:

4.3.1 Matriz asociada a una aplicacion lineal.

4.3.2 Operaciones con aplicaciones lineales y matrices.

4.3.3 Matriz del cambio de base.

4.1 Aplicaciones lineales. Primeras propiedades y

ejemplos.

En este tema estudiaremos las aplicaciones lineales espiaeies vectoriales que son
aplicaciones que respetan la estructura de espacio \@ctlrresultado mas importante nos dice
que cada aplicacion lineal viene determinada por las inggyde los elementos de una base, lo
gue permite asociar a una aplicacion lineal, una base dehimgnotra del codominio, una
matriz que representa dicha aplicacion respecto de didsesbAdemas introduciremos las
matrices de cambio de base, que permiten a partir de lasertates de un vector respecto de
una base, obtener sus coordenadas respecto de otra base.

Definition Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cu€rpma aplicacion
f: V - W se dice que es uraplicacion lineal (también se llam&omomorfismq si
verifica las siguientes propiedades:

a) f(U+V) = f(U) + f(V), VU,V € V.
b)f(a - U) = a-f(U), Va e K,VU e V.
Remark a) Las dos condiciones anteriores equivalen a que se veefiq

f(a ‘U+BV) =a-f(W) + pF(V), VU,V eV, Va,B e K

b) Caso que \= W, a la aplicacion lineal . V - V se le llamandomorfismo

Example La aplicacion f: R® - R? dada por{x,y,z) = (2x—y+3zXx+Yy—2) es un
homomorfismo.

Example SeaV= {¢ :[0,1] > R | ¢ es continua efi0,1] } = A[0,1]). La aplicacion
f: A[0,1]) -~ Rdefinida por

1
fp(x)) = |_o00dx

es lineal.

Remark Sif:V - W es una aplicacion lineal, se verifican:



a)f(0) = 0
b) Si S< V, entonces() < W.

c) Sig: W— Zes otra aplicacion lineal, entoncesd : V - Zes una
aplicacion lineal.

d) Si S< W, entonces (S < V.

e) Si f es biyectiva, entonces £ W — V es una aplicacion lineal biyectiva.

Veamos que las aplicaciones lineales quedan totalmergentieidas por las imagenes de
los elementos de una base de su conjunto inicial:

Proposition  Sean VW espacios vectoriales, 8 {U7,U3,...,Us y una base de Vy
Wi, Wa, . .. ,Wn elementos de WEntonces existe una tnica aplicacion lineal
f:V->Wtalquetu) =w, 1<i<n.

4.2 Tipos de aplicaciones lineales. Subespacios

asociados a una aplicacion lineal.

Definition Seaf: V - W una aplicacion lineal. Entonces diremos que Mesmomorfismo
si f es inyectivaEpimorfismosi f es suprayectivdsomorfismosi f es biyectiva,;
Automorfismosi f es un endomorfismo biyectivo.

Asociados a una aplicacion lindatay dos subespacios vectoriales que merecen destacarse:

Definition Seaf: V - W una aplicacion lineal. Definimos &lucleode f, como el
conjunto, que representaremos p¢erf, dado por

Kerf = {ﬁev | f(U)=8}
Notemos qu&erf = f‘l((_j) y éste es un subespacio vectorial de V

Definition Imagende f, como el conjunto, que representaremoslpdt
Imf = {f(U) | VU € V}

Asilmf = f(V) y es un subespacio vectorial de W. A la dimension del subespac
vectoriallmf se le llamarangode {

Una forma facil de calculdmf nos la da el siguiente resultado:

Proposition Seaf: V - W una aplicacion lineal y B {uz1,U3,...,Us » una base de V
Entonces®) = {f(t1),f(Tz2),....f(TUn) } es un sistema generador tef.

Estos subespacios sirven para caracterizar el tipo deagfdicque e$ :
Proposition Seaf: V - W una aplicacion lineal. Entonces:

a) f es inyectiva= Kelf = 0.

b) f es suprayective= Imf = W.



Remark Se prueba que si,W son finitamente generados y ¥/ — W es una aplicaciéon
lineal, entonces

dimV = dimKerf + dimImf

Example Varios.

4.3 Matrices y aplicaciones lineales.

Matriz asociada a una aplicacion lineal.

Para manejarnos correctamente con las aplicacionesdse@mos a recurrir a las
coordenadas. Asf, §i: V -~ Wes una aplicacion lineal, 8 = {U1,Uz,...,Um ) €s una base de
V,ysiB' = {Wi,W3,...,Wn > es una base d&, lo que se pretende es obtener las coordenadas
deW = f(U) en funcién de las coordenadasdeVeremos que ésto se puede expresar en forma
matricial, obteniendo una matriz cuyas columnas no sonlasicoordenadas d€ ;) en
funcion de la basB’' deW. Y ademas esto se hara de forma inequivoca, es decir, dada una
aplicacion lineal siempre tendra asociada una matriz, g dad matriz, ésta siempre tendra
asociada una Unica aplicacion lineal.

® Seanf : V > Wuna aplicacion lineaB = {Uz,U3,...,Un ) €S Una base dé y
B' = {W1,W3,...,Wn » una base d&v. DadoU € V, sabemos que existen escalargtales
e

qu
m
—
UZZ(ZJ - Uj,
j=1

y comof es una aplicacion lineal, se tendra

f(7) - f(idi-ﬁj’) = iai - £(T)

Por otro lado, com(b(Uj’) e W, este vector podra ponerse en funcion de los vectores de la
base daV. Por tanto existiran coordenadggstales que

n
0T =D 4 W
i1

Uniendo todas las igualdades tendremos

UC jgml;a,- (W) = jZ::aJ(iZ:nl:lu 'Vi) =2

m n
=1 i=1

Pero al sef(T) e W, resultara que

f(u) = iﬁi - Wi

Consecuencia de la unicidad de las coordenadas de un vaaioadase, y de la igualdades
anteriores, se tiene, para cadg 1 < n, que

n
Bi =D i
i=1

Si introducimos la matriz



A1 A1z -+ Am

A1 A2 -+ Aom

Mgg (f) = € Munm(K),

lnl 2fn2 lnm

cuyas columnas corresponden a las coordenadas en |8 hdesdas imagenes pdde los
vectores de la bad® la relacidon anterior puede ponerse de la forma

B1 a1
ﬂ.z = MBB/(f) * 05.2
ﬂn Om

A la matrizMgg (f) se le llamamatriz de f en las base8 y B' y permite obtener las
coordenadas en la baBéde la imagen pof de cualquier vector a partir de sus coordenadas

en la basd.

Remark Sifes unendomorfismo (¥ W) y consideramos la misma base B en el
conjunto inicial y en el fingla Mgg(f) se le representara por Mf).

Example Varios

Operaciones con aplicaciones lineales y matrices.
Proposition Sean VW y Z espacios vectoriales. Entonces:

a) Sifg: V - W son aplicaciones linealeg,e Ky B;,B, son basesde Vy W
respectivamente, entonces

MBle(f + g) = MBle(f) + MBle(g) y MBle(a * f) = MBle(f)

b)Sif: V- Wyg: W- Zson aplicaciones lineales y1 B>, B; son bases de
V, Wy Z respectivamente, entonces

Mag,B,(g ° f) = MBzBs(g)MBle(f)

¢) Supongamos que dim¥m, dimW= ny B;,B, basesde Vy W
respectivamente. Sea vV - W lineal y denotemos por A Mgz, (f). Entonces
rango(A) = rangq(f) y ademas:

- fesinyectiva= rangolA) = m
+ fessuprayective> rango(A) = n
« fes biyectiva= rangaA) = m=n

d) Si B, B2 son bases de V y W respectivamente Wf- W es un isomorfismo,

entonces

M B1B2 (f_l) =M B1B> (f))_l

Matriz del cambio de base.
Matriz del cambio de base en un mismo espacio vectorial.



SeaV un espacio vectorial de dimensiary B una base cualquiera 8 Es evidente que la
matriz de la aplicacion identidddy (la aplicacion identidad es aquella que viene definida por
Idv(v) = v, Vv €V) respecto de la bad®es la matriz identidad, es dedWgg(ldy) = I,,. Sin
embargo esto no ocurre cuando se considerantmases distintas, es decir, supongamosRjue
es otra base d€. A las matriceMgg (Idv) y Mgg(ldy) reciben el nombre deatrices de
cambio de baseVeamos con un ejemplo como calcular estas matrices:

Example Dadas las bases d&?, B = {(1,1),(1,-1)} y B' = {(1,0),(2,1)}, hallar
Mgg (Idz2) Y Mgg(ld z2). ¢ Qué relacion existen entre ellas?

Remark Como hemos visto en el anterior ejemplo, las matrices de iad#base son
invertibles y se verifica

(Mgg (1dv)) ™ = Mgg(Idv)

Matriz del cambio de bases en una aplicacion lineal.
Para hallar la matri& asociada a una aplicacion lindal V -~ W hemos tomado bases ¥n
y enW, y respecto de ellas (calculando las imagenes de los elemdatia base d¢é en funcidon
de los elementos de la base\Wese determin@\. Pero si las bases iniciales ¥ry W se cambian
por otras, la matriz asociadé sera distinta de la anterior. Veamos cual es la relaciom entr
ambas matriceAy A’, y como se puede esquematizar facilmente su célculo:

Proposition Sean V y W dos espacios vectoriales y consideremos badatdi&, B} en V
y B2, B, en W. Entonces dada la aplicacién lineal ¥/ - W se verifica

M B}.BS =M Bz,B’Z(IdW)M SEAGLY Bl,B’l(IdV)

Remark Simbolicamente la anterior igualdad puede representamse p

Remark La anterior igualdad suele expresarse en la forma
A = QAP
Cuando se verifica una expresion de este tipo, se dice que’ Agn&quivalentes

Example Seaf: R® - R? una aplicacion lineal que respecto de las bases canonieati

por matriz asociada
3 0-2
A:
( -1 4 5 )

Hallar la matriz asociada a f cuando se consideran las nuésses erk® y R?
dadas por B= {(1,3,0),(1,0,2),(0,4,-2)} y B' = {(2,1),(4,3)}.

Caso particular: Matriz de un endomorfismo.
Suele ser habitual considerar el cdsov - V endomorfismo y una misma baBeara el
conjunto inicial y final. Veamos como funciona en este cds@ambio de base de una b&3en
el conjunto inicial y final a una nueva baBetambién en el inicial y final. En este caso particular
la igualdad anterior se transforma en



Mg (f) = Mgg (Idv)Meg(f)Mg g(ldv)
gue usando la anterior notacion puede ponerse como
A = P1AP
En este caso se dice gAg/ A’ sonsemejantes

Example Seaf: R® - R® el endomorfismo que respecto de la base canonic&tigene
asociada la matriz

2 01
A= 0 11
-1 13
Hallar la matriz A asociada a f en la nueva basé B {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.



