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TEMA 3: ESPACIOS VECTORIALES

PROGRAMA DETALLADO:

3.1. Definicién de espacio vectorial. Propiedades y ejenys.

3.2. Definicion de subespacio vectorial. Ejemplos.

3.3. Conjunto generador y vectores linealmente independites. Ejemplos.
3.4. Bases y dimension de un espacio vectorial. Ejemplos.

3.5. Cambio de base en un espacio vectorial.

3.6. Relaciones entre subespacios, dimensiones, bases)asy suma directa.

3.1 Definicion de espacios vectorial. Propiedades y

ejemplos.

La estructura de espacio vectorial juega un papel fundahentel algebra lineal pues es la
base de todos los conceptos que ahi se desarrollan.

Cuando manejamos vectores del pl&too del espacio tridimension&® podemos deducir
una serie de propiedades, a partir de las cuales, en uncgedei abstraccion, introducimos el
concepto de espacio vectorial como aquel ente que verifites propiedades, que seran
tomadas como axiomas y que se recogen en la siguiente d&finic

Definition Sea V un conjunto y se& un cuerpo. Supongamos que tenemos definidas dos
operaciones en V , una Ley de Composicion Interna (denoraisiacha,y que
representaremos pa¥), que asigna a cada par de elementps € V un elemento
u+v e V,yotraexterna ke V — V (denominadgroducto por escalares que
representaremos paj, que asigna a cada elemenioe Vy a cadan € Kun
elementar - u € V (se podra omitir el punto en adelante). Se dice que la terna
(V,+,+) es unk-espacio vectoriab unespacio vectorial sobré& (en adelante se
dird simplemente que V es un espacio vectorial) si se saésftas siguientes
propiedades:

a) (V,+,+) es un grupo abeliang,Qué significa eso?
b)a-(uU+Vv)=a-u+a-v, Va € K, Yu,v € V.
C)@a+pf)-u=a-u+p-u, Va,p € K, Yu € V.
d(@-p)u=a-(B-u), Va,p € K, Yu e V.
e)l-u=u, YueV.

Remark Cuando V es uik-espacio vectoriala sus elementos los llamamesctores
mientras que a los elementos Ades llamamo®scalaresPor eso a partir de
ahora intentaremos representar a los elementos de MiperV (es decir, en negrita
y con la tipica flecha de vector; aunque, como veremos, nosie sean vectores tal
y como los entendemos de la Fisica). A los escalares losseptaremos



normalmente por letras griegas, y lo normal sera que el cagkfsiempre coincida
con los numeros reale®. Por ello normalmente siempre diremos que V es un
R-espacio vectorial o simplemente que V es un espacio vattori

Example V = R" es unR-espacio vectorial¢, Con que operaciones?

Example V = Rn[x], conjunto de los polinomios con coeficientes reales y de@radnor
o igual que n es unk-espacio vectorial¢, Con que operaciones?

Example SeaV= {f: R - R} el conjunto de las aplicaciones déen R. Entonces este
conjunto es urk-espacio vectorial con las operaciones siguientes:

a) Sifg e V, se define # g como la aplicacion d&® en R dada por
(f+9) () = f(x) +9(x).

b) Sife Vya € R, se definex - f como la aplicacion éR en R dada por
(a - F)(X) = af(x). Comprobarla

Se verifican las siguientes propiedades:
Proposition Sea V unk-espacio vectorialEntonces

a)a-6=6,VaeK

b)0.-T =0, VU e V.

¢) Sia - U= 0, entonces=0 6 U=0.

d) Sia - U=a - Vya # 0, entoncesi=V.

e) Sia - U=p - Ty U+0, entonces=4.
fla-(FU)=(-a)-U=—-(a-U), Va € KyVU e V.

3.2 Definicidon de subespacio vectorial. Ejemplos.

Definition Sea V unk-espacio vectoriay S un subconjunto de V no vacio. Entonces se
dice que S es usubespacio vectoriale V, si $ con las operaciones definidas en V
también es otro espacio vectorial. Se representara pgr\b

Desde un punto de vista practico es mas facil usar la sigugaracterizacion para sabefSsi
es un subespacio vectorial:

Proposition Sea V unk-espacio vectorialEntonces son equivalentes:

Proposition S es subespacio vectorial de&$ Va,p € K, VU,V € S se verifica que
oa-U+p-VesS

Example Varios

3.3 Conjunto generador y vectores linealmente
independientes. Ejemplos.



Definition Sitly,Usz,...,Us SON vectores del espacio vectorigl Namaremoscombinacion
lineal a cualquier expresion de la forma

a1 Ul +Q2 Uz +...4Qn * Un

siendoaq,az,...,an € K.

Definition Diremos que los vectoré@s, Uz, ... U, del espacio vectorial \generanV si todo
elemento de V puede expresarse como combinacion linaal,@s, ...,u, . En este
caso, se dice que el espacio vectorial fingamente generado

Example Los vectores dé&?, U=(1,0) y V = (0,1) generank?. También lo hacen los
vectoreq1,2) y (3,1).

Example Los vectoreg1,x,x?} generan el espacio vectoridt,[x].

Definition EIl conjunto de todas las combinaciones lineales formadasgsovectores
U1,Us,...,U, dan lugar a un subespacio vectorial S (que no tiene porquéosier
V), y al que llamaremosubespacio generado por los vectoigsuy, ... ,U,. Se
representara por S (Uz,U3,...,Un).

Example Hallar el subespacio vectorial d&® generado por los vectorés = (2,-1,4) y
u; = (4,1,6).

Example Reciprocamente, dado el subespaciokie
S={(x,y,2) € R® | 5x—2y—3z= 0}, hallar vectores que lo generen. ¢Qué
relacion hay entre los 4 vectores de estos dos ultimos egsRpl

Definition Diremos que el conjunto de vectoi@g Uy, . .. .U, sonlinealmente
independientesi dada la combinacion lineal

-
o1 +Ur+0a2 Uz +... 400+ Uy =0
se tiene que1 = a2 =...= an = 0. En caso contrario se dice que los vectores son

linealmente dependientes
Example Determinar silos siguientes vectores &2 son linealmente independientes:
U: = (1,-2,3), Uz = (2,-2,0), U3 = (0,1,7).

—

Example Idem para los siguientes polinomios @g[x] : U; = X— 2X?, U, = X% — 4X,

Us = 8x2 — 7x

Remark a) EnR", sim> n, cualquier conjunto formado por m vectores siempre es
linealmente depediente.

b) Todo conjunto de n vectores linealmente independie®é® generan todo
R".

c) Ver la relacion entre vectores independienteg®@ry el calculo de
determinantes.

3.4 Bases y dimension de un espacio vectorial.
Ejemplos.



Definition  Un conjunto de vectore§uy, Uz, ... ,Us » forman unabasedel espacio vectorial
V, si son linealmente independientes y generan tado V

Example {(1,0),(0,1)} forman una base d&? (base canonica).
Example Todo conjunto de n vectores linealmente independienté®'den base dek".
Example {1,x x?} forman una base d&,[x].
Example Hallar una base para cada uno de los siguientes subespaeictsnales dek® :
S={(x,Y,2) € R® | 5x—2y—3z=0};
T={(xY,2) € B® | x+2y-z=0, 2x-y+3z=0)

Proposition  Se verifican:

a) SiB= {U7,Uz,...,Un ; €S Una base de V, entonces todo vestale V se
expresa de forma Unica como combinacion lineal de los eleyseate B, es decir,
existerns,as, ... ,an, escalares Gnicos tales qwe= ay « U1 + a2 » Uz +...+an * Up.
A estos ecalaresy,ay, ... ,an, Se les llamarcoordenadas del vector en la baseB.

b) Todas las bases de un mismo espacio vectorial V tienerselomumero de
vectores. A este numero de vectores se le llama dimensi@spiatio vectorial V

c) SidimV=n, y<{U1,Uz,...,Un son vectores linealmente independientes de
V, entonces nx n.

d) Si V es un espacio vectorial y S es un subespacio suyo,ceston
dimS< dimV.

e) n vectores linealmente independientes de un espaciorisae dimension n
siempre forman una base.

3.5 Cambio de base en un espacio vectorial.

Example a) Calcular las coordenadas del vector @ T = (3,-1) respecto de la base
canodnica dek?.

Solucion: Las coordenadas san = 3yaz = -1 (trivialmente). Podemos
representar a estas coordenadas [(8/-1) . para indicar que es en la base
canodnica C. Normalmente, cuando se trabaja en la base caapésta no se suele
expresar, sino que diremos directamente que las coordenaelavectoid = (3,-1)
respecto de la base candnica @ son(3,-1).

b) Calcular las coordenadas del vector 8 U = (3,-1) respecto de la base de
R? dada por{(2,2),(-1,5)}.

Solucion: Las coordenadas san = % yaz = —% (ya no tan trivial).
Representaremos a estas coordenadas(p@r—%) 5

c¢) Encontrar una relacién matricial que nos permita obteeeresultado de (b)
en funcion del de (a) y reciprocamente.

Solucién: (En estos ejercicios siempre es aconsejablajaalton vectores
columnas) Se verifica que



y también que
- B _2
1 . 2 5 3 ),

Remark En base al ejemplo anterior, es inmediato hallar las cooatéas que nos
permiten expresar un vector de la base canonica a una badquesa B, o
viceversa, ya que se verifica (trabajando por columnas)

Coordenadas en G Matriz que pasa de B a & Coordenadas en C
mientras que

Coordenadas en B- Matriz que pasa de C a B« Coordenadas en B
siendo

Matriz que pasa de C a B (Matriz que pasa de B a}fl

y siempre esta Ultima matriz es inmediata (basta con obsep@ los vectores de la
base B son las columnas de dicha matriz). Por tanto, y expessan notacion
matricial las igualdades anteriores, tendremos

= ORANE R
'B B 'B C ﬂ C ﬂ B

donde
Mcg = (Mgc) ™
y la matriz Mg c es siempre inmediata de escribir.

¢ Y qué ocurre si tenemos las coordenadas de un vector ensgf pgueremos calcular
sus coordenadas en otra b&ein que ninguna de ellas sea la base canénica?

Example Dadas las bases d&?, B = {(1,1),(1,-1)} y B’ = {(1,0),(2,1)}, se pide:

a) Hallar las coordenadas del vecto4,0) respecto de ambas bases. Usar
sistemas de ecuaciones.

b) Obtener el resultado anterior en forma matricial a trawsla base
canonica.

c) Hallar en general las expresiones pargp1d z2) y Mgg(ldz2). ¢ Qué
relacion existen entre ellas?

3.6 Relaciones entre subespacios, dimensiones,
bases, suma y suma directa.

Proposition Si Sy T son subespacios vectoriales de V, entoncet & subespacio vectorial
de V.

Example Dados los subespacios vectorialessS(x,y) € R | y=0}y



T={(xy) € R’ | x =0}, calcular SN T.

Example Dados los subespacios vectorialessS(x,y,z) € R® | x+y—-z=0}y
T{(x,y,2) € R® | 2x-y =0, y+z= 0}, calcular SN T.

Remark En general, la union de dos subespacios vectoriales no eshaspacio
vectorial. Por ejemplo, calcular S T, siendo S= {(x,y) € R? | y = 0};
T={(xy) € R? | x=0}.

Si la unién de subespacios no es subespacio, ¢,cual es ehguiioanas pequefo que
contiene a la union que si es subespacio? Para dar respességpaegunta precisamos de la
siguiente definicion:

Definition Si Sy T son subespacios vectoriales de V, se defisigneade Sy T como el

conjunto

S+T = {3+T|3eS TeT}
Proposition Si ST son subespacios vectoriales de V, entonced &s subespacio vectorial
de Vy es el "'menor” subespacio vectorial de V que contiene &Sy

Example SiS= {(x,y) € B* | y=0yT={(xy) € R? | x =0}, probar que
S+T =R

Definition Si ademas se tiene queS = 8, se dice que la suma-ST esdirecta y se
denotapor S T.

Definition Encasodeser® T =V, se dice que Sy T seubespacios suplementarios
Proposition  Se verifican:

a) Si S esta generado por los vectows, ... 5 » y T esta generado por
— — . — =ared g 4
t1,... ,tk}, entonces $ T esta generado po{sl, = DA ,tk}, y formaran
una base de $ T si son linealmente independientes.

b) SIS T =V, y B, es base de S y-R:s base de T, entonces B B, es base
de V.

c) Si V es de dimension finita y1Bson subespacios de V, entonces
dim(S+T) = dimS+dimT-dim(SN T)

Example Varios



