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CONCEPTOS PREVIOS

En este tema vamos a analizar diversos conceptos que ngespéamente incluidos en el
temario, asi como algunas cuestiones sobre terminologitagion.

Conjuntos.
Un conjunto es la reunion en un todo de determinados objetos diferdesiabos de otros.
A los objetos que forman un conjunto se les llam@mentosdel conjunto.

Example Algunos conjuntos soft, 2,3}, {a,b,c}, {5,2,8,125;, el conjunto de los
nameros pares, el conjunto de las personas de una ciudad, etc

Asi, en el primer conjunto de los anteriores, diremos queunetementodel conjunto y
escribiremos Xk {1, 2,3} (se lee "1 pertenece al conjuntb, 2,3-"). Analogamente
2,3 € {1,2,3. Si queremos decir que algo no pertenece al conjunto baast&simboloz; por
ejemplo4¢ {1,2,3.

Un conjunto puede describirse enumerando sus elementos &len ponerse entre llaves
separados por comas, como ocurre con los tres primeros aatssiores) o definiéndolo por las
propiedades que verifican sus elementos (como ocurre saiitimos 2 casos anteriores). Si un
conjunto consta de un numero finito de elementos se dicegjua eonjuntdinito y si no, se
dice que esfinito .

Se llamaconjunto vacioal que no tiene ningun elemento, y se designarajor

SeanAy B conjuntos. Diremos quB es unsubconjunto de A cuando todos los elementos de
B estan erA. Esto lo denotaremos p8 < A (se lee B esta contenido eA”). Si queremos decir
gue el conjuntd no es un subconjunto deescribiremos & A. (A veces se utiliza- en vez de
C para designar la inclusion.)

Dados dos conjunto&y B, para comprobar que son igualés= B) hay que ver que ambos
tienen exactamente los mismos elementos. Para demostraees$a practica, o que se hara en
la mayoria de las ocasiones sera observar que se verifgaosanclusioneB < Ay A  B.

Sean Ay B conjuntos. Se denominaién de Ay B al conjunto cuyos elementos cumplen,
cada uno de ellos, la propiedad de estar o bieA etbbien enB. Este nuevo conjunto se denotara
AU B (se lee A unionB”). De modo matematico podriamos expresarlo asi

AUB={x; xe Aox e B}

Se denominantersecciénde Ay B al conjunto cuyos elementos cumplen, cada uno de ellos,
la propiedad de estar tanto Artcomo enB. Este nuevo conjunto se denotéda B (se lee A
intersecciorB”). De modo matematico podriamos expresarlo asi

ANB=<{x xe Ayxe B}
Se llamadiferencia de A por B al conjunto formado por los elementos que estaA eero



no enB. Se denota poh — B (también se denotd\B. De modo matematico podriamos
expresarlo asi

A-B={x xeAyx ¢ B}

Example Dados los conjuntos A {1,2,3} y B = {2,4,6}, se tiene que
AUB=141,2346}, AnNB= {2}, A-B={1,3} yB-A= {46}

El producto cartesianode dos conjuntof y B se denota pofA x By es el conjunto de los

"pares” de elementos dey deB, es decir
AxB = {(a,b)lae Ayb e B}

La definicion se extiende de forma natural para cualquienend de conjuntos. En el caso de
gue hagamos el producto cartesiano de un conjamonsigo misman veces utilizaremos la
notacionA" para denotar

A" = Ax...xA
como ocurrird por ejemplo cdk?, R3, y en general coR". En estos casos, a sus elementos los
denominamosectores

Algunos conjuntos numéricos destacables son los siggiente

Example - El conjunto de los nimerasaturalesN = {0,1,2,3,...}, aunque
habitualmente se suele tomar como conjunto de los nimetasahes el dado por
N* =N-{0} =41,23,...}

gue sera el que habitualmente consideremos nosotros (armueese nos indique lo
contrario).

- El conjunto de los numeranteros
7z =40,1,-1,2,-2,3,-3,...}
Es claro que todo nimero natural es un namero entero.

- El conjunto de los numerasacionaleso fraccionarios
Q={M: mnezconn= 0}

Este conjunto incluye a todos los conjuntos anterioresujrzdés y enteros), asi
como a todos los numeros decimales periddicos o con unadzhfinita de
decimales; debemos de conocer como dado uno de estos niiglenismo puede
ponerse como fraccion.

- El conjunto de los numeragalesR, algo mas dificil de dar explicitamente,
gue podriamos verlo como el conjunto de los nimeros deciyialeto los
periddicos como los no periodicos. Serian ejemplos de nisireales, aparte de
todos los nimeros racionales, algunos que no lo son, cpme- 1241421....,
log25= 2.32192....,y otros tantos niumeros que tienen infinitos decimales, pero
no pueden darse con una expresion que se repita periodidanj@mo, por
ejemployr = 3.1415.. 0e=2.718..).

También tenemos los conjuntos



R*=4{xeR; x>0 yR ={xeR; x<0}

A los numeros reales que no son racionales se les llama n&@iexoionales El
conjunto de los nimeros irracionales se representaiperQ.

- El conjunto de los numeramplejos
C =<{a+bi; a,b e R}

donde se consideliacomo la raiz cuadrada del, i ={/-1. Algunos nimeros
complejos serian los siguientes+3i, -3 + i, —2i, etc. Es claro que todo numero
real x es un nimero complejo pues-xx + Oi.

De la definicion de los conjuntos numéricos anteriores seicke que
NcZcQcRcC

Aplicaciones.
Unaaplicacionde A haciaB (o deA enB) es una forma de asignar a cada elementa de
elemento dd. Escribiremos
f:A>B o ALB

Al conjuntoA se le llamaraominio (o conjunto inicial) y al conjuntoB codominio (o0 conjunto
final) de la aplicacion. Sa € A, entonces el elemento @que le asignamos al elemerdse
llamaraimagendea porfy se denotarf(a). Esto también se expresa con las siguientes
notaciones

AL B o ALB

a ~f(a) aw~f(a)

Remark EIltérmino funcidn se suele aplicar al caso de aplicaciongsntlo los conjuntos
Ay B son los conjuntos numéricos del ejemplo anterior (eapaenteR o C) o
algunos obtenidos a partir de ellos (como por ejenipt.

Example Un ejemplo de aplicacion puede ser el siguiente:
f:{1,2,3 - {2,4,6,8}
dada por
f(1) =4, f(2) = 2; f(3) = 8

En este caso se dice que laimagen de 1;ep# laimagen de 2 es 2y que la
imagen de 3 es.8

Example Ejemplos de funciones seran los siguientes:

f:R->R
dada por

f(x) = x3+5
0

f:R2->R

dada por



f(X1Y) = X_y

Example Laaplicacion identidad(a la que suele designarse habitualmente por Id) es la
dada por
Id: A-> A
tal que
Id(a) = a
Asi, sitenemos A N, la aplicacion identidad es aquella tal que
d(1) = 1; 1d(2) = 2;...

Dada una aplicaciéh: X - Y, y los subconjuntoX’' < X, Y' < Y, se llamamagende X’
por la aplicaciorf al conjunto dado por

f(X') = {f(x); xe X'} = {y e Y; Ix e X' conf(x) = y}

es decir, el conjunto formado por todas las imagenes dedasegitos deX'. Como caso
particular se puede considerar el propio conjunto imagex, @s decirf(X), al que suele
denotarse por liff) (imagen def).

De forma andaloga se definedatiimagen (o imagen inversg deY’, que viene dada por el
conjunto

1Y) = {x e X; f(x) e Y'}
es decir el conjunto formado por los elementoXdriya imagen esta exi. A la antiimagen de
un elementd se le suele representar dot(b). De esta forma, §it(b) = a € X, esta expresion
es equivalente a que= f(a).
Example En el primero de los ejemplos de este apartado, se tiene
Im(f) = {2,4,8}
mientras que si tomamos % {2,3}y Y = {2,4}, se tiene que
f(X') = {2,8 y Fi(Y) = {1,2}

Tipos de aplicaciones.

Supongamos que tenemos una aplicaioiX — Y. Diremos qud es:

- Inyectiva si se cumple que dadaesb € X tales qud(a) = f(b), entonces = b; o, dicho de
otro modo, cada par de elementos distintos del conjunt@irtienen distintas imagenes (o, si lo
vemos a través de diagramas de Venn, que sea inyectivaicignife a cada elemento del
conjunto final llegara una o ninguna "flecha" procendemtiecdnjunto inicial).

- Suprayectivao sobreyectivasi Im(f) = Y. Como siempre se tiede(f) < Y, quef sea
suprayectiva equivale a que también se cumpla la inclugittraria, es decir, que todo elemento
del conjunto finalY sea imagen de algun elemento del conjunto iniXiaA través de diagramas,
gue sea suprayectiva significa que a todos los elementa®dpinto final llegan "flechas”
procedentes del conjunto inicial (pueden ser una o varias).

- Biyectiva si es tanto inyectiva como suprayectiva. Es decir, a todosllEementos del
conjunto final les llega una Unica "flecha" procedente deljento inicial; y en el caso en que los



conjuntos sean finitos, las aplicaciones biyectivas seedénme conjuntos con el mismo ndmero
de elementos.

Example Laaplicacion f: {1,2} - {a,b,c} dada por {1) = a, f(2) = c, es inyectiva
pero no es suprayectiva. Sin embargo, la aplicacién(i,2,3} — {a,b} dada por
f(1) = f(2) = a, f(3) = b, no es inyectiva pero si es suprayectiva. Por altimo, la
aplicacion f: {1,2,3} - {a,b,c} dada porfl) =c, f(2) = a, f(3) = b, es
inyectiva y suprayectiva, por lo que sera biyectiva.

Composicion de aplicaciones.
Sean las aplicacionds X - Yy g : Y - Z En tal caso tiene sentido considerar la
aplicacion del conjuntX en el conjuntZ dada por

f
X->Y3z
donde la imagen de cada elemerte X se obtiene calculando primero su imagenfpor

f(x) € Y, para a continuacion calcular la imagen de este valor adrdeg, es decir, se trata de
hacer

x = f(x) ~ g(f(x))
A esta aplicacion asi definida, le llamarenagdicacion compuestgo composicion de
aplicacioneg defy g, a la que representaremos gorf, y que viene definida por
(gof)(x) = g(f(x)); es decir
x ¥ z
X = (gh0=g(f(x))

Notemos que para poder realizar la composicion de aplioasies preciso que el conjunto
final de la 12 de las aplicaciones (queYesn lo considerado anteriormente) ha de coincidir con el
conjunto inicial de la segunda de las aplicaciones (en rueasog).

Suele ser habitual considerar la composicion de funcioréssque la de aplicaciones entre
conjuntos finitos de elementos.

Example Seaf: R - R definida por fx) = €%,y g: R - R definida por dx) = sin(x).
Notemos que en este caso tiene sentido considerar tartagmo fo g, puesto que
ambas funciones estan definidas entre el mismo conRinRealizando los calculos
oportunos, tendremos

gef:R->R
estando definida por
(g Hx) = g(f()) = g(e) = sin(e)
mientras que
fog:R->R
viene definida por
(Fo@)(x) = f(g(x)) = f(sin(x)) = esin

Remark Notamos, a través de este ultimo ejemplo, que la composie@plicaciones
no tiene porqué ser conmutativa. De igual forma podemos oaerpuna aplicacion
f consigo misma (caso de que los conjuntos iniciales y fsdéef coincidan). Asi
obtendremos 4 f, que vendra dada pd(f - f)(x) = f(f(x)), y ala que
representaremos pof fPor ejemplo, en el caso anterior, tendremos

f2(x) = (fe H(x) = f(f(x)) = f(e*) = &
También observamos con este ejemplo dumfcoincide cor(f(x))?.



Aplicacion inversa.

Seaf : X » Y una aplicacion biyectiva. De esta forma, dgda Y existe un Unicx € X tal
quef(x) =y, olo que es lo mismo, tal que= f-1(y) (es decirx es la imagen inversa del
elementoy). Por tanto, tendra sentido definir una nueva aplicagideY enX que a cadg € Y
le asignd~1(y), es decir

Yy 3 x
M (%)

A esta nueva aplicacion asi definida le llamarempkicacion inversadef y la denotaremos
porf-1. De nuevo observamos que no hay que confuihdifgue denota a la aplicacion inversa
de una aplicacion biyectivid con 1, sino quef~* es aquella aplicacién que cumple, debido a su
definicion, que

foft=1d(Y)yqueftof=Id(X)
Por ello, cuando nos referimos a la inversa de una aplicaegia inversa hace referencia a la
operacion composicion de aplicaciones (y no al productmtieaiones).

Example Por la definicion anterior, se tiene que las inversas de Igsigntes funciones
son (Se deja al lector que compruebe en todos los casof giief)(x) = X y que

(fLof)(x) = x):
a) Sif(x) = x2, entoncesf(x) = /X.
b) Sif(x) = &, entoncesf(x) = log(x) (logaritmo neperiano).

c) Sif(x) = sin(x), entoncesf(x) = arcsin(x).

Numeros Complejos.

Histéricamente, los nimeros complejos se introducen es@lver la ecuaciér? + 1 = 0.
Esta ecuacion no tiene solucién real, es decir, no existgininimero cuyo cuadrado seh
Tanto esta operacién como otras que no tienen solucié(eomo, por ejemplo, calcular raices
de indice par y radicando negativo o calcular logaritmoslaeearos negativos o con base
negativa), crean la necesidad de construir un cuerpo catvmtque contenga y tal que
todas estas operaciones tengan sentido. Precisamentenarotiicho cuerpo (al que llamaremos
cuerpo de los nUmeros complejog que designaremos paf) dedicaremos esta Ultima seccién
de este tema introductorio a la asignatura.

Definicion. Forma bindmica. Operaciones en forma binomica
Son muchas las formas en las que puede ampliar§t método que seguiremos consistira
en partir del espacii? y definir adecuadamente una suma y un producto. En concreto,
definiremos

xy)+(X,y) = x+x,y+y")
XY) - (X\y) =X =-y:y,x.y +y-x)

Remark a) Se prueba queR?,+,-) es un cuerpo, al que se designa @@y se le llamael
cuerpo Cde los niumeros complejos

b) El neutro para la suma es el p&9,0), mientras que para el producto es
(1,0).

c) Por la forma en la que se han definido estas operacionasiltaa posible la



operacion inversa para el producto (salvo la divisién pora)e Puede verificarse
que el inverso del pafx,y) = (0,0) es(X,y') = (%,— Y

x24y x24y2 J°
d) Como veremos, en este nuevo cuerpo asi construido teedhacion (aunque
no sera unica) todas las operaciones algebraicas, de foragay@ no serd necesario
realizar una nueva ampliacion. Sin embargo, ocurrira gilea diferencia deR, no
admitird ninguna relacion de orden compatible con su edtriecde cuerpo.

e) Se puede probar que el conjunox {0} es un subcuerpo dé€’isomorfo ar,
por lo que puede identificarse al nimero real x, con el nanoeraplejo(x, 0).

Proposition Se verifican:

a) En Ctiene solucioén la ecuaciorfz —1. La solucién es el nimero complejo
(0,1), al cual se le llamainidad imaginaria y se representa par

b) Cualquier complejo = (x,y) se puede escribir de forma Unica en la forma
z = x+1y. A esta nueva forma de representar los nUmeros complejsiama
forma bindmica, algebraica o cartesian® x se le llamaarte realy a yparte
imaginaria, y suelen representarse, respectivamente, perkgz), y = Im(2).

Definition Se denominaonjugadodel nUmero complejo 2 x + iy al nimero complejo
Z =X-—1ly.

Proposition (Resumen de operaciones en forma bindbmiddos los nimeros complejos
z=x+1iy,Z = X' +1y’, se verifican:
a)Sumayrestaz+z = (x+iy) £ (X +iy’) = (x X)) +i(yxy)
b)Productaz-Z = (x+iy) - (X' +iy’) = X+ X =y -y)+i(X-y +y-X)

. X+Hy X+y X' iy’ XX +y-y' < X yxsy/
c)Comentefzx/_/: e S = —
+y X/ +y X'—iy x2+y X2+y

Cualquier otra operacion (raiz cuadrada, exponencial dogmos, etc) es mas
aconsejable realizarla expresando el nUmero complejo emfotma
(mdédulo-argumental), como veremos mas adelante.

Representacion geomeétrica.
La aplicacion deC en el plandR? definida por

C - R?
Z~ (XY)

gue a cada numero compleje= X + iy le asocia un punto de coordenadas/) es biyectiva. El
punto(x,y) se llamaafijo del complejoz = x + iy.

Los nimeros reales tienen sus afijos en el eje de abcisgsreal; los nUmeros imaginarios
puros tienen sus afijos en el eje de ordenadaje @anaginario.

Un nimero complejo y su opuesto tienen sus afijos simétreggecto del origen; un nimero
complejo y su conjugado tienen sus afijos simétricos rasppa eje real.



Moédulo y argumento. Formas trigonométrica y modulo-argumental.
Definition Se llamamddulodel nimero complejo 2 x + iy al nUmero real no negativo

dado por
Izl = Jz:-Z = /X2 +Vy?

Geomeétricamente, el médulo del nimero complejo es el mdatkllgector con origen en
(0,0) y extremo en el afijo del complejo.

Definition Si representamos este vector, a la medida del an@uajoe dicho vector forma
con el semieje real positivo, se le llarmegumentode z, y se denota por afg). Asi
pues, argz) = 0 + 2kr (k € 2).

Al Unico valor de ar@z) que pertenezca &, ], se la llamaargumento
principal de z, y se representara por Ag).

Si 0 es el argumento principal de= x + iy, y Si|z| = r, se tendra
X=r.cosh, y=r.send
de donde
0= arctg%
Por tanto, si sustituimos en= x + iy, se tiene
Z=X+1Iy =r(cosd +isem)

expresion que se denomif@ma trigonomeétrica del complejaz. Esta expresion suele
escribirse, en forma abreviada, ponierzde ry, a la que se conoce corfarma polar o
mddulo-argumental.

Esta nueva forma de expresar un nimero complejo tiene asrgaja realizar determinadas
operaciones:

Proposition Dados dos complejoszrygy Z = r,, nonulos, y si re Z, se verifica:
a)ro=ry or=r'y0-0=2kr (vk € 2)
b)rg ety = (rer),.

c)(ro) ™t = (1),
2= (),
e)(re)" = (M) y

Raiz n —sima de un niumero complejo.
Definition Dados ze Cy n € Z, se llamaraizn — sima de za todo complejo w tal que
w" = z. A esta raiz n- sima la representaremos pQfz.
Veamos como puede obtenerse esta raiz:
Proposition Todo z=ry € C, z + 0, admite n raices r simas que vienen dadas por

n n
Jro= (ﬁ) conk=0,1,....n-1
O+2kr.

n
y donde/r indica la Unica raiz n- sima ral y positiva de r> 0.



Remark Geométricamente, los afijos de las n raicessimas de z son los vértices de un
prgll'gono regular de n lados inscrito en la circunferenciaadstro el origen y radio

JF.



