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Introduccion. Sobre las soluciones de una EDP lineal.
UnaEDP de 2° ordencon dos variables independientesy es de la forma
ou ou 2%u d*u 2%u ) _
F(x,y,z X oy ox2 oy " oy’ ) 0
mientras que un&DP lineal de 2° ordencon dos variables independientesy sera de la forma
A222+552 +cgyg+Dau+Eg;‘,+Fu_G (1)
donde los coeficientes, B, C, D, E, F y G son constantes o funcionesxley. Cuando
G(x,y) = 0 se dice que la ecuacion lesmogéneaen caso contrario diremos queres
homogénea
Example Las EDP lineales de 2° orden
o%u , 0%u o%u _ ou
ou ., ouU_q ou_ od
o2 oy? y ox2 oy
son, respectivamente, homogénea y no homogénea.

Definition Lasolucionde una EDP lineall) es una funcion (x,y) de dos variables
independientes (y para las que existen todas las derivadaspgarecen en la
ecuacion) y que la satisface en alguna region del plano.0XY

No es nuestra intencion analizar procedimientos para @raz@oluciones generales de las
EDP lineales. A menudo no solamente es dificil obtener lacsdh general de una EDP lineal de
2° orden, sino que una solucion general habitualmente teomesulta muy util en las
aplicaciones. Por tanto, en este tema introductorio a Ef&slineales de 2° orden nos
centraremos en determinar soluciones particulares deaddtiDP lineales importantes, puesto
gue son ecuaciones gque apareceran en un gran numero deiapksa

Algunos casos particulares.
Para el caso particular en que en la ecuacion solo nos apatedeadas parciales respecto



de una variable la integracion puede realizarse de formlaygaque podemos tratarla como una
edo respecto de esa variable, tomando la otra como constante

Example La EDP de 2° orden

oy°
puede ser resuelta integrando dos veces respecto:dietggrando sobre y,
tendremosg—; = f(x), e integrando nuevamente tendremos

u = yf(x) + g(x)

& _g

con f g funciones arbitrarias.

Example Resolver
0%u |, ou
L2 4+ 8 =-0
oxoy oy
Solucién: Tomando v %‘j la EDP anterior se transforma en

ow -
aX+w 1

gue es una edo lineal de 1ler orden. Resolviéndola, se obtiene
w=1+F(y)e™*
con F funcién arbitraria. Usando el cambio original e integrdo respecto a y:

u=y+ e‘XI F(y)dy+9(x)

Example Resolver
2%
OX?
Solucion: La resolveremos como si fuese una edo no homogjéeabde 2° orden.
Asi primero hemos de resolver

_y2u = eX

0%U 2, _
e Yyu=0
Tomando entonces y como constante, la solucion generataéesio” homogénea

es

Ugral = fly)e¥ +g(y)e™
Para encontrar la solucion particular usaremos coeficesnindeterminados,
suponiendo que

Upart = A(y)ex
Sustituyendo esta ultima funcion en la ecuacion dada t@sul
Ae‘ - y?Ag’ = e
por lo que
1
A =
W) =7~ ¥

Asi, una solucion de la ecuacion dada es
X
U= f(ye”+gWe™ + 55




Como ya hemos resaltado anteriormente, la mayoria de lasnBPBeden ser resueltas tan
facilmente como en los tres ejemplos anteriores. Sin erobargmuchas aplicaciones en que
intervienen EDP lineales bastara con obtener soluciongisyiares.

Método de separacion de variables.

A pesar que existen varios métodos que pueden utilizarsegpaontrar soluciones
particulares de una EDP lineal, con el método de separaeidarniibles nuestro objetivo sera
encontrar una solucién particular en forma de producto @efwmcion de variable y de una
funcion de variablg,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Mediante esta suposicion, con frecuencia sera factibleciedna EDP lineal de dos variables a
dos edo. Con este objetivo, notemos que

- XY X = XY
oX oy

%u _ y! %u _ 1
P4 _ XY o = XY

donde las primas indican las derivadas ordinarias.

Example Hallar soluciones en forma de producto para la ecuacion

2
Solucion: Al sustituir @x,y) = X(X)Y(y) en la EDP, se obtiene
X"Y = 4XY
de forma que dividiendo ambos miembros entre 4XY separasesitiables
Xl/ _ Y/
4X Y

Como el miembro izquierdo de esta expresion es indepeedieny y es igual al
miembro derecho, que es independiente de x, podemos canotuambos
miembros de la ecuacion son independientes de x e y. Es dada,miembro de la
ecuacion debe ser constante. A efectos practicos, resoitteemniente escribir esta
constante comeA. Asi, a partir de las dos igualdades

X _Y __
X~ v -
obtendremos dos edo lineales
X"+42X =0 y Y+AY=0 (2)

La primera es una edo lineal de segundo orden mientras quedargla es una edo
lineal de primer orden. Segun los valoresAddistinguiremos tres casos: que sea
cero (es decird = 0), positivo (es decir} = a?, siendoa > 0) y negativo (es decir,
A = —a?, siendoa > 0):
® Casol(4 =0) : Eneste caso las edo dadas (@) se transforman en
X"=0 'y Y=0

que tienen por solucion % c; + c2X; Y = c3. Por tanto, una solucion en forma
de producto particular de la EDP dada sera

u= XY= (Cl + C2X)C3 = Al + Bj_X

® Casoll(2 = a? cona > 0) : En este caso las edo dadas {@) se transforman en



X'+40°X=0 'y Y+a?Y=0
que tienen por solucion
X = c4c092ax) + CsSin(2ax); Y = cee™@Y
Por tanto, una solucion en forma de producto particular d&RP dada sera
u = XY = (c4c0920xX) + Cs5Sin(2ax))cee ™™ =
= Ae Y coq2axX) + Boe Y sin(2ax)

® Casolll (/l = —a?, cona > 0) : En este caso las edo dadas @y se transforman en
X" —4a2X =0 y Y-a?Y=0
gue tienen por solucion
X = cre 2 4 cge?X; Y = cge?”

respectivamente. Por tanto, una solucion en forma de prmdo@rticular de la
EDP dada sera

U= XY = (c7e 2 + cge**)Coe” =

= Az g2uxta 2y + B3 g2oxta 2y

Se deja como ejercicio comprobar que efectivamente lagipiesiones
particulares anteriores satisfacen la ecuacién de partida

Example Hallar una solucién en forma de producto para
kU _u ks

OX? ot’
que verifique las condicioneg@t) = 0, u(L,t) = 0.

Solucion: Si u= XT, podemos escribir la ecuacion dada como

X _T __ 2
X ~ kT~ ¢
obtendremos dos edo lineales
X"+a2X =0 y T+ka?T=0 3)

que tiene por soluciones
X = cicoqax) + Casin(ax); T = cae ™

respectivamente. Ahora bien, puesto que

u(0,t) = X(0O)T(t) =0

u(L,t) = X(L)T(t) =0
habra de ser X0) = 0y X(L) = 0. Estas son condiciones de frontera para la edo
X" +a?X = 0. Aplicando la primera de estas condiciones a su soluciénjltas
inmediatamente que 6= 0, por lo que X= czsin(ax). La segunda condicion de
frontera implica que XL) = czsin(al) = 0. Asi, habra de ser .c+ 0 (ya que si
c2 = 0, entonces X 0, por lo que u= 0, que sera una solucién trivial de la EDP
original), por lo que entonces de girl.) = O, tendremosiL = ntr o = %,
siendon=1,2,3,...

Por consiguiente
u = (czsin(ax)) (cae™t) = A S sin(n—”x)
" L

es una solucién de la EDP original que cumple las condicionesales dadas. El



coeficiente gcs anterior se ha expresado com@ para indicar que se obtiene una
solucién distinta para cada valor de n.

Remark En este ultimo ejemplo solamente se ha estudiado el Casbé|etaplo
anterior. Se deja para el lector comprobar que si se usa auialq de los otros dos
casos no se obtiene una solucién de la EDP original que cutaglaondiciones
iniciales.

La separacion de variables no es un método general paratearcawiuciones particulares;
algunas EDP lineales simplemente no se pueden separajepgle, puede el alumno
comprobar que el supuedio= XY no nos da una solucién para la EDP

2%u _ du

o oy~

Principio de superposicion.
El siguiente resultado es similar al que ya conocemos paréireshles de orden superior
(como vimos en Matematicas |):

Theorem (Principio de superposicion)Si u, Uy, ..., U, Son las soluciones de una EDP
lineal homogénea, entonces la combinacién lineal

U = CiU;1 + CoU2 +...4+ChUp
siendo ¢ constantes, también es solucion.

En lo que resta de capitulo supondremos que siempre quertesga conjunto infinita,
Uz, .. de soluciones de una EDP lineal homogéna, podremosabrwta soluciéru formando
la serie infinita

o0
u= Z CnhUn
n=1

siendoc; constantes.

Example En virtud del prinicipio de superposicion, la funcion dédia mediante la serie
> 2,2
u= ZAne_thsin(nT”x)
n=1

también satisfara (aunque sea formalmente) la EDP del ol&pemplo anterior.
Notemos también que esta ultima expresion de u como sdangardgatisface las
condiciones iniciales@,t) = 0, u(L,t) = 0.

Clasificacion de las ecuaciones.

Una EDP lineal de segundo orden en dos variables indepéadieon coeficientes
constantes puede clasificarse en tres tipos diferentés cesificacion dependera solamente de
los coeficientes de las derivadas de segundo orden:

Definition La EDP lineal de segundo orden

0%u 0%u 0%u ou |, Fou _
Aax2+Bax6y+Cay2+D6x+E6’y+Fu_O 4

donde A B, C, D, Ey F son constantes reales, se dice que es




® Hiperbdlicasi B2 - 4AC > 0.
® Parabdlicasi B2 - 4AC= 0.
® ElipticasiB?-4AC< 0.

Example Clasificar las siguientes EDP

d%u du d%u d%u 22u d%u
Q3L W Py 2u g 2u 2
) ox? oy ) ox? oy? ) ox? oy?

Solucion: Si escribimos cada ecuacion en la forma generdréor (4),

tendremos
ECUACION COEFICIENTES B2-4AC TIPO
344 - & -0 A=3B=C=0 0 Parabolica
4-Z4=0 A=1B=0C=-1 4 Hiperbdlica
4+24=0 A=1B=0C=1 -4 Eliptica

Remark Una explicacion mas detallada de por qué deseariamos wlasifina EDP
lineal de 2° orden sobrepasa el objetivo inicial de estaddtrccion. Sin embargo, la
respuesta reside en el hecho de que deseamos resolver E€IRssajciertas
condiciones alternas conocidas (como son las condiciamemles y las de
frontera). Los tipos apropiados de condiciones alternasapaa determinada
ecuacion estan en funcién de si la EDP es hiperbdlica, pdied® eliptica.

Algunas ecuaciones clasicas.

En este ultimo apartado del tema nos centraremos en hallaolaciones producto de las
siguientes EDP lineales de 2° orden y homogéneas

0%u _ ou
KC =G, k>0 (5)
20%u _ 2% 6
a OX? ot2 ©)
0%u , d4u
U, U _ g 7
oxz oy? )

o ligeras variaciones de ellas. Como ya avanzamos en el tet@aaa, estas ecuaciones clasicas
de fisica/matematicas se conocen, respectivamente, eocuazion unidimensional del caloy
ecuacion unidimensional de ondg ecuacion bidimensional de LaplaceEl término
"unidimensional” se refiere a gxeexpresa una dimension espacial mientna&presenta el
tiempo; en la tercera ecuacion "bidimensional” significaxje y son dimensiones espaciales.
Siguiendo la clasificacion introducida en el apartado@mtenotamos facilmente que la
ecuacion del calor es parabdlica, que la de onda es hipesbotjue la de Laplace es eliptica.

Remark La ecuacion5) se presenta en la teoria del flujo de calor, esto es, la
transferencia de calor por conduccién en una varilla o alaetlelgado. La funcion
u(x, t) es la temperatura.



Los problemas acerca de vibraciones mecanicas a menudmlizia ecuacion
de onda(6). Para efectos del presente andlisis, una soluci@qty de (6)
representara el desplazamiento de una cuerda idealizada.

Por ultimo, comentaremos que una solucidr,y) de la ecuacion de Laplace
(7) puede interpretarse como la distribucion de temperaturastado estable (es
decir, independiente del tiempo) en una placa delgada deloensiones.

Remark En muchos libros de Ecuaciones Diferenciales puede esgel@mo surgen las
anteriores ecuaciones diferenciales parciales, asi couvabes son las habituales
suposiciones de simplificacion, que dan lugar a los respestproblemas de
condiciones iniciales o de frontera que vamos a intentaolkes. Por ejemplo, todo
lo anterior podemos verlo en el texto Zill, D. G. - Cullen, M: Rateméticas
Avanzadas para Ingenieria | - Ecuaciones Diferencialedadslitorial
McGraw-Hill.

La ecuacion del calor.

Consideramos una varilla delgada de longitucbn temperatura inicid(x) en toda ella y
cuyos extremos se mantienen a temperatura cero en todaotteBpjo unas hipétesis
adicionales, y que pueden verse en el texto anteriormenteior&do (haciendo coincidir la
barilla con el ejeX en el intervald0,L], basicamente las hipétesis consisten en suponer que
dentro de la varilla el flujo de calor tiene lugar solo en lgedcionx; que la superficie lateral -o
curva- de la varilla esta aislada -esto es, no se escapadeasur superficie-; que no se genera
calor dentro de la varilla; que la varilla es homogénea -es,da masa por unidad de volumen
es constante-; y, por ultimo, que el calor especifico y ladaatividad térmica del material de la
varilla son constantes), entonces su temperat{xd) se determina mediante el problema de
valores en la frontera

kii“zﬂ k>0, 0<x<Lt>0

(8)
u0,t) = 0, u(L,t) =0

u(x,0) = f(x)

(donde la constantees proporcional a la conductividad térmica y se llatifasividad
térmica).

Este problema, a excepcion de la tltima condicion inig{a) 0) = f(x), ha sido resuelto por
separacion de variables en un ejemplo anterior (nos henstago solamente con el Caso I, ya
gue los otros dos casos quedan reducid&é = 0, por lo que tendriamos como solucién
u(x,t) = 0), obteniéndose como solucion

Un(X, 1) = Ane_k%tsin(n—”x)
' L
Asi, con la finalidad de que esta solucion verifiguen tamléécondicion inicialu(x, 0) = f(x),
podriamos seleccionar el coeficiedtgde tal manera que

Un(X,0) = f(X) = Ansin(nT”x)

En general, no es de esperar que esta Ultima condicién qusdtsfecha mediante cualquier
seleccion dé. Por tanto,estamos obligados a admitir que la anteriog t) no es una solucion
del problema dado pd8). Sin embargo, mediante el principio de superposicion,aifin



o0 o0 n2”2
u(X,t) = D un(xt) = ZAne_kL_ztsin(nT”x)
n=1 n=1

también debe satisfacer la ecuacion y las condiciones didgadadas pof8). Si sustituimos
t = 0 en la expresion anterior, se llega a

u(x,0) = f(x) = D Aq sin(nT”x)
n=1
siendo esta Ultima expresion la expansion de medio intedefl en una serie seno. Haciendo la
identificacionA, = by, se llega a que
_ 2 (¢ sin( DZ
An = 3 Iof(x)5|n( L x)dx

(ver seccion 10.3 del texto mencionado en la Ultima obsémamnterior).
Por tanto, podemos concluir que una solucién al problematiges en la frontera dado por
(8) esta dado por la serie infinita

u(x,t) = % i(.‘-:f(x)sin(nT”x)dx) e_k%tsin(nT”x)
n=1

Por ejemplo, para el caso particular en que la temperatigialiseau(x,0) = 100,L = 7y
k = 1, puede probarse que los coeficiemdg@wienen dados por

1--D"
A, = 2790[ (n ) }
por lo que la solucién vendra dada por la serie

u(x,t) = 2790 i[ 1- (n_l)n }e‘”ztsin(nx)

n=1

La ecuacion de onda.

En este ejemplo consideramos las vibraciones transverdalena cuerda extendida entre
dos puntos, por ejempla,= 0 yx = L. Si esta cuerda la hacemos coincidir con el &fef el
intervalo[0,L], el movimiento de la misma se producira en el plxiode manera tal que cada
punto de la cuerda se mueve en direccion perpendicular BXef8i u(x,t) denota el
desplazamiento de la cuerda para 0 medidos desde el ejXPentonces satisface la ecuacion

2% _ 2
OX? ot?
donde suponemos que:
La cuerda es perfectamente flexible.
La cuerda es homogénea (es decir, su masa por unidad deutbegitonstante).
Los desplazamientos deson pequefios comparados con el largo de la cuerda.
La tension de la cuerda es constante.
La tension es grande en comparacion con la fuerza de gravedad

No actuan otras fuerzas sobre la cuerda.

Por consiguiente, un problema tipico de condiciones erfadra es



20%u _ %
as—; el O<x<Lt>0

u(o,t) = 0, u(L,t) = 0, t>0
L u(x, 0) = f(x), Lo =90, O<x<L

Las condiciones de frontera @) simplemente dicen que los extremos de la cuerda
permanecen fijos en todo instante. t&a 0, las funcione$y g dadas por las condiciones

anteriores especifican la configuracion inicial y la védiaa inicial de cada punto de la cuerda,

respectivamente. En el contexto esta implicito fiee continua y qu&0) = f(L) = 0.

Para solucionar este problema, separaremos variableEE@Panterior, por lo que si
u(x,t) = X(x)T(t), obtendremos
TH

!
i
por lo que
X"+AX=0 y T'+a2AT=0
Tal y como ocurre en el problema anterior, las condicionesaféera nos llevan a que

X(0) = X(L) = 0. Por tanto, la primera de las dos edo dadaq pdyjunto con las condiciones
de frontera nos dan lugar al PVI habitual

X"+ AX =0, X)) =X(L) =0

De las tres posibilidades para el paramétfd = 0, A = —a® < 0y A = a? > 0) solamente la
Gltima nos lleva a soluciones no triviales. Asi, la solugi@meral d€11), correspondiente a
A=a?%a>0,es
X = c1cogax) + C2Sin(ax)
Las condicioneX(0) = X(L) = O indican quec: = 0y czsin(el) = 0. Esta ultima expresion
indica queaL = nr 0 = . Los valores propios y las correspondientes funcionesasaje
(11) soni, = (”—L”)zyX(x) = Cesin(fEx)n=1,2,3,...
La solucion general de la segunda edqt® es
= nra in( hra
T(t) = CgCOS( L t) + c4sm( L t)

Volviendo a escribic,c3 cOmoA, y c2c4 comoBy, las soluciones que satisfacen tanto la
ecuacion onda como las condiciones de frontera son

Un = (An cos(%t) + anin(%t) ) sin(nT”x)

uex,t) = i(A“ cos(%t) + anin(%t) ) sin(n—L”x)
n=1
Hacienda = 0 en esta ultima expresion, resulta

uex,0) = f(x) = iAnsin(nT”x)
n=1

el cual es un desarrollo deen serie de senos en medio intervalo. Como para la ecuadifinjde

de calor, podemos ponéy, = by,

An = % J.:f(x)sin(nT”x)dx

Para determinds,, derivamog12) con respecto &y luego hacemot= 0 :

€)

(10)

(11)

(12)

(13



% = g(—An% sin(%t) + Bn% cos(%t) ) sin(nT”x)

% [0 = 9(x) = ;Bn% sin(nT”x)

Para que esta Ultima serie sea un desarrollp ele serie de senos en medio intervalo en el
intervalo dado, el coeficiente total By, debe estar dado por la forma

Bn% = % J.: g(x)sin(nT”x)dx

de donde
L
B, = % IO g(x)sin(nT”x) dx (14)

Por tanto, la solucién formal del problema viene dada poxkjaesion(12), conA, y B,
dados poK13) y (14) respectivamente. Notemos que cuando la cuerda se sueltér alph
reposo, entoncagx) = 0 paratodoxen 0< x < L, y en consecuenci&, = 0.

La ecuacion de Laplace.

Supongamos que se quiere obtener la temperafurg) correspondiente al estado
permanente en una placa rectangular cuyas orillas vexsicat 0 y x = a se encuentran
aisladas, mientras que las orillas superior e infgrierb ey = 0 se mantienen a temperaturas
f(x) y O, respectivamente. Cuando no se pierde calor a través datas laterales de la placa, el

problema viene dado por
r

92 %u _
S—X‘;+$§—O, O<x<a0lO<y<b
< ) (15)
5_2 x=0 :O, 6_:(' |x:a :O, O<y<b
u(x,0) = 0, u(x,b) = f(x), O<x<a

Tomando entoncagx,y) = X(X)Y(y), obtendremos

X _ Y 502
X~ v -4
por lo que
X"+ 22X =0 y Y'-1%2Y=0 (16)
y
X = €109 AX) + C2SIN(AX) y Y = czcosh(iy) + cz2sinh(ly) 17

En(16), las tres condiciones de frontera nos llevan aXiie) = 0, X'(a) = 0y Y(0) = 0.
DerivandoX y haciendax = O se obtiene; = 0, y por lo tantaX = ¢; cogAx). Derivando
nuevamente y haciendo= aresulta—ciAsin(Aa) = 0. Esta ultima condicion se satisface
cuandol = 0, cuandola = nz 0 bieni = &, siendon = 1,2,... Notemos qu& = 0 implica
que la primera de las ecuaciones(d6) se transforma eX’ = 0. La solucién general de esta
ecuacion viene dada por la funcion lineak c¢1 + c2x, que no coincide cofil7). En este caso,
las condiciones de frontedd(0) = 0, X'(a) = 0 exigen queX = c¢;. Contrariamente a los dos
ejemplos anteriores, estamos obligados a concluigae) es un valor propio. Haciendo
correspondef = 0 conn = 0, se tiene que las funciones propias son

_ _ _ nr _
X = ¢y, n=0 'y X=cic0s 37X n=12,...

Finalmente, la condiciéi(0) = 0 obliga a ques = 0 en(16), cuandal > 0. Sin embargo,
cuandol = 0 la ecuacion se transforma ¥h = 0y por tanto la soluciéon seM= c3 + c4y en



lugar de la dada pqi17). No obstanteY(0) = 0 nuevamente implica que = 0y asiY = cay.
Por consiguiente, las soluciones en forma de producto d=ukzc@n que satisfacen las tres
primeras condiciones de frontera son

Aoy, n=0 'y Apsinh(DEy)cos(Hx), n=1.2,...
El principio de superposicion nos da otra solucion mas

ux,y) = Aoy + Y _ Ansinh( IZy) cos( T x) (18)

n=1
Sustituyendo en esta expresips b resulta

u(x,b) = f(x) = Agb+ Y (Ansinh( 2L b) ) cos( & x)
n=1
lo que es un desarrollo deen serie de cosenos de medio intervalo. Si hacemos las
identificacionesAob = ao/2 y Ansinh(Z&=b) = a,, tendremos que
a . a
2Ab = § [ f0odx  Ansinh(TEb) = £ [ 100 cos( TEx) dx
o lo que es lo mismo

R : _ 2 2 nr
o= 2| SJoode A= 2 | 109 cos( ) dx (19

Por tanto, la solucién formal de este problema viene daddes®rie(18) donde los
coeficientes vienen dados pdr9).



