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ENUNCIADO Y RESUELTO

CUESTIONES TEORICAS.
1. Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindrés

F(r,0,2) = r2cof(0) sin(B)& — r2cog) sin?(0)e; + (rsin() + cogz2))K
donde {E’,e_e’,?} es la base de vectores moviles @& asociada a dichas coordenadas:

l.a Escribe el campo vectoriaF en coordenadas cartesianas.
2
1.b Determina el valor de la integral del campo vectoriarot(F) sobre el semielipsoide

S(Figura 1 siguientedescrito por las ecuaciones

2
S= {(x,y,z) e R3: x2+y?+22= 1,y<0}

sgivcost)

Figura 1 Figura 2

2. Dadalafuncion
sin(z)
f(2) = .
@ Z°(z+1)
indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o fals. Justifica adecuadamente la

respuesta:
2.a Existe una sucesion de niumeros complejdan) de forma que

_@A-psind) N, gy B
f(z) = > +§an(z ", |z-1<1
2.b Se verifica la identidad
j f(w)dw = 2ri
Y

dondey es la elipse de ecuaciérHgura 2 anterior
y(t) = rcogt) +i/2sint), O<t<2r

SOLUCION:
(1.a) Hemos de aplicar



[ cogd) -sin(®) O r2cos’(0) sin()

=| sin(@) cogh) O —r2cog0) sin’(0) =
z \ 0 0 1 (rsin(®) + cogz?))
[ r2singcosd Xy
= 0 = 0
\_ rsind + cosz? y + cosz?

por lo que
I_:)(x, Y,2) = xy_l) + OT +(y+ cos(zz))?

(1.b) Como nos piden calcular
” rot(l_f) das
S

en lugar de calcular esta integral de superficie de formecthy aplicaremos el teorema de

Stokes, por lo que
J;J. rot(F)dS= :fy F.dr

siendoy la curva frontera d&, que viene dada po® + z> = 1. Asi, como una parametrizacion
de dicha curva es

y(t) = (cogqt),0,sint)), 0<t<2rx
tendremos que

_LI rot(F)dS= j;y F.d = §y(xy,o,y+ cogz2)) - df =

- | zﬁ(O,O,co$sin2(t)))-(—sin(t),O,cos{t))dt - | z cog(sin’(t)) cog(t)dt = 0

(2) Lo que nos quiere decir el enunciado de (2.a) es que vesirhadmite un desarrollo en
serie de Taylor en el pun® = 1y si su valor de en el punt = 1 es el dado pof%.
Estudiemos ambas cosas por separado:

® Escierto qud es analitica en el punty = 1; ya que sus puntos singulares aislados son
z1 = 0y z, = —i y ambos son polos simples (aunque= 0 anula dos veces al denominador,
también anula una vez al numerador).

® Suvalor en el puntag, = 1 viene dado por

f(1) sin(l)  sin(l) 1—j  (1-1i)sin(1)
Co12(1+i0) 1+ 1-i0 2
por lo que también es cierta la afirmacion del enunciado.
Por las dos consideraciones anteriores, resulta que tazafién de (2.a) es verdadera.

El apartado (2.b) nos pide que calculemos la integrdl desa que haremos por el teorema
de los residuos. Asi, como sus puntos singularezsen0y z; = —i, y ambos son polos
simples, tendremos



L oo sinz) 1
Red(0) = lmz-1@ =i 56,75 =M zzeny ~ 7
Red(-i) = g,((__'i)) - S'rl(I') — sin(i)

Por tanto
I f(z2)dz = 27i(Red(0) + Res(—i)) = 2zi(—i +sin(i)) + 2ri
Y

Por lo tanto la afirmacion de (2.b) NO es cierta.

PROBLEMA 1: Calcula la integral del campo vectorial
F(xy) = ((1+X)y? + cogx), x - log(1 +y?) cosly* + 3y))
a lo largo de la curva parametrizada por la ecuacion

y(t) = (1+ %)(cos(t), )sint)), 0< t < 27

.
.
o
; /
2
3
“
s 2 : 3 v

1
(241)*cos(t)

Curvay (Problema 1)

SOLUCION:
Se trata de calcular una integral de linea a través de una quevno es cerrada. Ademas
dicha integral de linea depende del camino (puesto—g@ue %). Por ello, lo que vamos a

hacer es cerrar el camino cen, segmento de ej¥ que une los puntos extremo y origenjyde
de manera que tendremos el camino cerfadoy U y1, siendo por tanto

$ =141,
J, =81,

donde la integral a lo largo déla calcularemos por Green y la integral a lo largydéa
haremos directamente. Calculemos ambas por separado:
® Alolargo dey; : tomamos como parametrizacion la dada por

y1(t) = (t,0), cont € [1+ 7,1]
(el punto origen de1 es el resultado de sustitdipor 1+ 7, ya que es en este punto donde
finalizaT") por lo que

j F.dr = ji ((1+1)02 + cogt), (xt — log(1) cog0))) - (dit, Odt) =
Y1 +7

de manera que

_ Ii cogt)dt =...= 2sin(1)



® Alolargo del : Aplicaremos el teorema de Green, por lo que
2.5 Q _oP _
§F F.dr= J‘J(a - 6_y)dXdy = J;)I(n — 2(1+ x)y)dxdy

siendoD la region encerrada por la curVay recorrida en sentido positivo. Vamos a realizar
un cambio a coordenadas polares en esta integral doblentEnen cuenta que

X =rcog6), y=rsin@); J=r; siendo 0< 0 < 2z, mientrasque & r <1+ %
Asi,

- — 21 1L
§ F-dr:”(n—z(ux)y)dxdy:j dej 2 ((x — 2(1 + rcog(0))rsin(d))r)dr =
T 5 0 0

_ .[2”[%(“ %)2— %(1+ %)3cos(e)sin(9) - %(1+ %)ASin(Q)JdQ _
_ (44" + 1447° — 3372 - 3541

Por todo lo anterior

- — - — - — 4 3_ 2 _
J‘ F-dr:if = J- . r:_(447r + 144r° - 331 354“—25in(1)
Y r Y1 96

PROBLEMA 2. Sea la superficie A descrita mediante la parametrizacion

Y(0,9) = ((2+ cogp))cog0),(2+ cogp))sin(@d),(2+ cog0))sin(p))
con0 < 6 < 2r, 0 < ¢ < 2z. Calcular la integral de superficie

J-J‘(x+ Z)E) -dS
e

SuperficieA (Problema 2)

SOLUCION:
Como la superficie viene dada mediante una parametrizaaphicaremos que

” F.ds= ” F(¥(0,)) - To x T,dodg
At D

dondel_f(x, y,z) = (0,0,x+ 2) y - denota el producto escalar. En primer lugar tenemos que
calcular el producto vectoridly x T, (Que nos da el vector normal a la superficie), y como

posteriormente lo tenemos que multiplicar escalarment& pobservamos que no es preciso



obtener todas sus componentes de este producto vectoratjisee nos basta con obtener su 3ra
. =4 .
componente (ya que las dos primeras componentéssia nulas). Entonces se tiene que

E(‘P(Q,(p)) = (0,0,(2+ coq¢))cog6) + (2+cog8))sin(¢))

T 7 K
Tox Ty =| —(2+cogp))sin(@) (2+cogp))cogd)  —sin(®)sin(p)
—sin(p) cog0) —sin(¢) sin() (2+ cog0))coqp)

y desarrollando este producto, obtendremos
To x T, = (1%omponente, 2&ompontente, (2 + cog¢)) Sin(p))

Entonces
[[F-ds=[[Fer@,p) - Tox T,dode =
A* D

= ”[(2 +cog¢))cog0) + (2+ cog0))sin(p)](2+ coge)) sin(p)dodp =
D

= ”[(2 +cogp))?cog0)sin(p) + (2+ cog0))(2+ coge)) sin?(p) ]d@d(p =
D

= (integrando primero respecto econ 0< 6 < 27) =...=

- Izﬂ[(4ncos(¢) + 87)]sin(@) - dg =...= 8r2

PROBLEMA 3. Resolver los siguientes apartados:

(3.a) Calcular el conjunto de los logaritmos del nimero comigjo —1 — i, es decir resolver
enC la ecuacion

e =-1-i
(3.b) ¢Para qué puntos del plano complejo es derivable la fwion f(z) siguiente?
f(x +iy) = ysin(x) + iy?
¢ Tiene alguna singularidad aislada?

SOLUCION:
(3.a) Sabemos que
—1-i :(‘/E) 5
por lo que
log(-1—i) = Iog((ﬁ)s_n) = Iog(ﬁ) + '(STE +2k7r)
conk e 7.

(3.b): Sabemos que para que una funcion de la fd(maiy) = u(x,y) + iv(x,y) sea
derivable en un punto se han de verificar las ecuaciones deh@&Riemann:



ou _ ov y ou _ _ov
OX oy oy oX
Veamos por tanto en qué puntos se verifican estas igualdades
Si tomamosu(x,y) = ysin(x); v(x,y) = y? :
® Del - g-; se llega a
ycogx) = 2y
de donde
y(cogx) -2) = 0
por lo que
y =00 cogx) =2
y como este Ultimo resultado es imposible, tendra qug se0.

o Deg—; = -2 sellegaa
sin(x) =0
de donde
X = kr
siendok € Z.

Por tantof(z) solo sera derivable en puntos de la fortka, 0) conk € Z. Esto quiere decir

gue sus singularidades no son aisladas, sino que los quéskmoa son los puntos donde la
funcién es derivable.

PROBLEMA 4. Sea el conjunto
D, =4zeC: |z <a, Im2 >0}
cona > 0. Discutir en funcion del pardmetroa > 0 el valor de la integral
J' sin(w?)
oDy W(W—i)(W? —2)
dondedD} denota la frontera del recintoD, < C orientada positivamente.

SOLUCION: Las singularidades que tiene el denominadorzoa 0, que es una
singularidad evitable (puesto que también anula el nunogrademas, se tiene que
limw-of(w) = 0), 2> = i (polo simple) yzs 4 = + /2 (también polos simples). Pero de estas 4
singularidades, solamerag = i verifica Im(z) > 0 (Notemos que 0 ¥2 no estan en el

interior de dicha region, puesto que su parte imaginar@®alPor tanto, segun los valores de
a > 0 distinguiremos:

-Si0< a < 1 :No hay niguna una singularidad dentro de la region. Asi
J- sin(w?)

an; W(W —i)(W? — 2)

- Sia > 1 : Hay una Unica singularidad dentro de la regionzes i), y como se tiene que

. p@G) sin(-1)  sin(1)
T B B

dw=20

entonces:



dw — 27i -Resf(i) — 2ni%(il) = 2 sin(1)

J' sin(w?)

oDy W(W—i)(W? - 2)



