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Introduccion.

El objetivo fundamental de este tema es el estudio de las series de potencias complejas,
estableciendo sus afinidades y diferencias con las correspondientes series de potencias
reales, ya estudiadas en el primer tema de esta asignatura.

Todos los conceptos y propiedades de las sucesiones en espacios métricos, estudiados
en Calculo, son aplicables a C con la distancia euclidea. Ademas, la relacién natural
existente entre C y R? reducira el estudio de las sucesiones y series de niimeros complejos
al de pares de sucesiones y series de numeros reales (por ejemplo, la sucesion
(zn) = (Xn +iyn) 0 la serie Z::o Zn seréorg convergfntes si y sélo si respectivamente lo son
las sucesiones (xn), (Yn) 0 las series D" Xn, D, Yn). Por todo esto, podremos
desarrollar el primer punto de este tema de una forma rapida, recordando brevemente tanto
las definiciones como las primeras propiedades de las sucesiones y series numéricas en el
campo complejo.

De igual manera podremos actuar con las sucesiones y series funcionales en el campo
complejo, puesto que su teoria se desarrollara de forma paralela a la de las funciones reales.
Los distintos tipos de convergencia (convergencia puntual, uniforme y absoluta) y los
criterios que se aplicarén en su estudio se trasladaran del campo real al complejo sin
dificultad alguna.

Sucesiones y series numéricas en C.

Definition La sucesidon de nimeros complejos (z,) tiene por limite el complejo z, y se
representa por limz, = z, si Ve € R, ¢ > 0, existe npe Vtal que |z, —z| < € i
n > No.
Es inmediato ver que el limite, si existe, es Unico. De forma anéloga a R, se establece la
definicion de limite infinito. También es inmediato probar el siguiente resultado:
Proposition Supongamos que z, = Xn + iyn Yy que Z = X + iy. Entonces, limz, = zsiy
solo si limx, = xy limy, =y.

Definition Una serie de nimeros complejos Z;‘LO z, se dice convergente si la sucesion
de sus sumas parciales (Sn) es convergente, siendo S; = z1, Sy = 21 + 2o, ...



En este caso, se pone Z::o zn = limS;, y se dice que el valor de este limite es
la suma de la serie.

Utilizando la proposicion anterior, se tiene:
Proposition Supongamos que z, = Xp + Iyn Yy que S = X + iy. Entonces, Zfzozn =Ssiy
sOlosid " Xn =Xy~ Yo =Y.

Definition Si S es lasuma de Z:;O Zn, Se llama resto n — simo de la serie a la
- - o0 g - . -
dlfirenma pn =S-S5, =,Zi7n+l z,i, yse verifica trivialmente que la serie
2, Zn s convergente si y sélo si limp, = 0.

Esta caracterizacion de la convergencia de una serie se usara cuando se estudien las
series de potencias.

Definition Una serie compleja >_ z, se dice absolutamente convergente si es
convergente la serie Y_|za|.

Desde luego, si una serie es absolutamente convergente, dicha serie es convergente.

Sucesiones y series de funciones complejas.

Definition Una sucesion de funciones complejas (fn), conf, : S <« C -~ C, se dice
que converge puntualmente en un punto zo € S, si la sucesién numérica
(fn(zo)) es convergente. Se llama campo de convergencia de la sucesion de
funciones al conjunto de puntos de S donde la sucesion converge puntualmente,
es decir, al conjunto A = {z € S; (fa(2)) es convergente }.

Definition Se llama limite puntual de (f,) a la funcionf : A < C — Cdefinida por
f(z) = limf,(z) paracadaz € A, es decir, si se verifica Ve € R, & >0,y
Vz € Aexiste ng € Ntal que |f(zn) — f(z)| < & si n > ng. Suele expresarse por
limf, =fof, > fpunt.

Este no de esta definicion dependeré tanto de € como del punto z € A. Si fuese
independiente del punto en cuestion (es decir, si ng solo depende de ¢), se dira que la
convergencia es uniforme:

Definition Sea A el campo de convergencia de (f,). Se dice que (f,) converge
uniformemente afen D — A, y se expresa f, — funif. en A, si

Ve € R e > 0, existe noeN, no = no(e), tal que|f(zn) —f(2)| < eVn>nogyVvz e A

Definition Dada una serie de funciones ZL fn se dice que converge puntualmente en
A (resp. uniformemente en D) a una funcion S, si lo hace la sucesion de sus
sumas parciales. Asimismo, se dice que la serie converge absolutamente en zo,
si >_|fn| es convergente en zo.

Un criterio atil para el estudio de la convergencia absoluta y uniforme de una serie de
funciones es el llamado criterio de la mayorante o criterio M de Weierstrass:

Proposition Sea (f,(z)) una sucesion de funciones definidasen D < Cy (M;) una
sucesion de numeros reales no negativos tales que Z:’:l M es convergente. Si

paracadaz € Des|fn(z)| < My (n = 1,2,...), entonces la serie funcional
Y fn(z) es absoluta y uniformemente convergente en D.



Series de potencias complejas.

Al igual que ocurria en el campo real, las series funcionales constituirdn un metodo de
representacion de funciones muy Util para la resolucion de numerosos problemas en el
campo complejo. De todas las series funcionales, las de mayor aplicacion seran las series de

la forma
D an(z—120)"
n=0

donde a, son nimeros complejos. A una serie de esta forma se le Ilamara serie de
potencias centrada en z,. Estas series convergen puntualmente al menos en zo, siendo su
suma en dicho punto ao. En lo sucesivo, y por comodidad, consideraremos solo series de
potencias centradas en el origen, es decir series del tipo Z::o anz".

Los resultados para las series de potencias complejas son andlogos a los establecidos
para las series de potencias reales:

“y 00 . . -
Proposition Sea )~ anz" una serie de potencias compleja que converge para z = o.
Entonces:

a) ParacadarconO < r < |zo], la serie Z::o anz" converge absoluta y
uniformemente en una bola cerrada de centro zo y radio r a una funcién S(z).

- - 0 -1
b) Lo mismo para laserie > " n-anz™™.
- -pn / _ o0 —l
c) S es derivable y se verificaS' = 3" n-anz™! vz con |z| < |zo].
Sin embargo, si una serie diverge para z = z; también lo hace ¥z con
lz| > |z1].

Definition Dada una serie de potencias Z:;O anz", se llama radio de convergencia de
la serie al numero real R dado por:

® R = 0silaserie solo converge paraz = 0.
® R = oosilaserie converge para todo complejo z.

® R-= sup{|z|; Z::O anz" es convergente} si la serie converge para unos valores dde z
y diverge para otros.

Proposition Una serie de potencias Z::o anz" converge absolutamente Vz con |z| < Ry
diverge Vz con |z| > R.

Definition A la bola abierta B(0,R) se le llama circulo o disco de convergencia de la
serie.

Remark A partir de los resultados anteriores, sabemos que una serie de potencias
converge absoluta y uniformemente dentro de su circulo de convergencia, y
diverge fuera de el. En los puntos z tales que |z| = R, la serie puede converger
o diverger, segun los casos.

¢Cémo podemos calcular el radio de convergencia R?. Los siguientes resultados nos lo
indican:

Proposition Dada una serie de potencias para la cual existe lim|2

a-|=0>0,




entonces se verifica que R = % (entendiendo que si g = 0, entonces R = o, y
que si g = oo, entonces R = 0). Asimismo, si existe lim" /la,| = q > 0,
entonces R = +.

Proposition Una serie de potencias puede ser integrada término a término a lo largo de
cualquier curva y regular a trozos incluida en el interior de su circulo de
convergencia. Ademas, define en el mismo una funcién indefinidamente
derivable, siendo su funcion derivada k — sima la dada por

fO@z) = > nn-1)(-2)...(n—k+ L)anz"*

n=k
y teniendo esta serie el mismo radio de convergencia que la inicial.

Remark En el campo complejo pueden aparecer otro tipo de series que no
aparecian en el campo real:

® Series de laforma ) ”

: Si existe p = lim| 51|, esta serie converge para

nl( )

|z —2zo| > p.

® Seriesdelaforma ) ” an(z—20)": Estas se pueden descomponer en la forma

o0
Zan(z—zo) Z n +Zan(z—zo)
N=—00
por lo que seran convergentes en el dominio en el que ambos sumandos
sean convergentes. Asi, si la primera es convergente para |z —zo| > p Yy la
segunda lo es para |z — zo| < R, caben las siguientes posibilidades:

- Que p > R, en cuyo caso la serie inicial sera divergente en todo C.

- Que p < R, en cuyo caso la serie inicial seré convergente en el anillo
p<lz—2z9] <R(siendop >0y 0 < R < m).

Series de Taylor.

La primera, y mas importante, de las consecuencias de las formulas integrales de
Cauchy, establecidas en el tema anterior, es la posibilidad de representar una funcion
analitica por medio de una serie de potencias (en concreto, por lo que se llamara su serie de
Taylor). Puesto que las series de potencias son indefinidamente derivables, resultara que
toda funcion analitica en un abierto poseera derivadas de todos los érdenes en dicho
abierto, con lo que la derivada de una funcion analitica sera a su vez una funcion analitica.
Esta consecuencia viene establecida en el siguiente teorema:

Theorem (Teorema de Taylor) Sea f analitica en B(zo, ro). Entonces, Vz € B(zo, o)
se verifica

— (W (z)
f@) =3~ @-2)"
n=0
Ademas, el radio de convergencia de esta serie (a la que se le llama serie de

Taylor de f en zp) es mayor o igual que ro. Cuando zo = 0, la serie resultante
se conoce como serie de McLaurin.

Remark Este desarrollo es tnico, y , por las formulas integrales de Cauchy, los



coeficientes de este desarrollo de Taylor vienen dados por

fW@) _ 1 f(2)
n! 2ri J, (z- Zo)n+1
siendo y, una circunferencia de centro zo y radio r < ro, recorrida en sentido

positivo.

Example Desarrollos de funciones elementales.

Series de Laurent.

Si una funcién no es analitica en un punto zo, no podremos aplicar el teorema de Taylor
en dicho punto. No obstante, si que va a ser posible hallar una representacion en serie para
f(z), aunque este desarrollo contendré tanto potencias positivas como negativas de z — zo. A
una serie de esta forma se le llamara serie de Laurent y el resultado fundamental que nos
indica cuando es posible realizar este nuevo desarrollo es:

Theorem (Teorema de Laurent) Sean y, una circunferencia de centro zo y radio ro,
y1 una circunferencia de centro zo y radio r1 (ro < ry1) y f(z) una funcion
analitica en los puntos de yo, de y1 y de la region comprendida entre ellas.
Entonces, en cada punto z, con ro < |z — Zg| < r1, de la corona entre ellas, f
admite el siguiente desarrollo (que se conoce como desarrollo de Laurent)

f(z) = Zan(z ~20)" + Z (z—b—;o)”
n=0 n=1

donde

1 f(z) q 1 f(2)
. Z, by, = _
2rl Jy (2 —1z0)™ " 2mi dy, (- ze)™

y las circunferencias yo y y1 estan recorridas en sentido positivo.

an=

Remark De este teorema es interesante que destaquemos las siguientes
consecuencias:

@ Sifesanalitica en todo punto de y; y en su interior salvo en zo, el radio ro se puede
tomar arbitrariamente pequefio, y el desarrollo de Laurent sera valido para
0< |Z—Zo| <Tri.

@ Sifesanalitica en los puntos de y1 y en todo su interior, entonces b, = 0,
vn =1,2,..., y laserie de Laurent se reduce a una serie de Taylor
centrada en zo.

@ Puesto que los dos integrandos f(z)(z — zo) ™ y f(2)(z — o)™ de a, y b, son
analiticos en la corona ro < |z —zo| < r1 Yy en su frontera, se puede usar
como camino de integracion, en lugar de las circunferencias yo y y1,
cualquier circunferencia y de centro zo y radior,conrg < r < ry. De esta
forma, el desarrollo de Laurent podréa escribirse

f@ = D cn(z—20)"

N=—00

1 f(z)
27l Yy (7 —z9)™?
sentido positivo. En la practica, al hallar ¢, se procurara evitar las

donde ¢, = dz, conn € Z,y estando y recorrida en



formulas anteriores y, siempre que sea posible, se recurrira a desarrollos
conocidos.

® Laparte} " ca(z-20)" se llama parte principal de la serie de Laurent y la parte
2 5 Cn(z—20)" parte regular.

Ceros de las funciones analiticas.
Finalizaremos este tema con un apartado dedicado al estudio de los ceros de las
funciones analiticas:

Definition Recordaremos que zo es un cero de orden n de una funcion analitica f(z) si
se verifican
f(zo) = f'(z0) = f"(20) =...= fOD(z0) = 0y fW(z0) £ 0
Cuando n = 1 se dice que zp es un cero simple.

Como resultados fundamentales, destacaremos:

Proposition Un punto z, es un cero de orden n de una funcion analitica en dicho punto
f, si'y sdlo si en un cierto entorno de z, se verifica f(z) = (z - z0)"g(z), donde
g(z) es analitica en zo y g(zo) + 0.

Proposition (Principio de los ceros aislados) Sea f una funcion analitica no constante
en un entorno de zo, que es un cero de f. Entonces, existe un entorno de z, en el
que no hay ceros de f; es decir, los ceros de una funcion analitica no nula son
aislados.



