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CUESTIONES TEORICAS.

1. Dado el campo vectorial_f(x, y) = (e*sin(y) — y,e*coqy) — X — 2), se pide:
l.a Calcular su divergencia en coordenadas polares.

1.b Calcular la integral deFalo largo de la espiral de ecuacion
= _t i
() = (1+ 5 )(cos(t),sm(t)), con0<t<2r

7 n .

Figura 1: Curvey

2. Seanu,v : R? » Rfunciones de clase&C!. Se define la funciénf : C - C de forma que
f(x+1iy) = u(x,y) +iv(x,y) :
2.a Comprobar que sif es holomorfa, entonces es armonica, es decir, verifica la
ecuacionuyy + uyy = O.
2.b Siu(x,y) = x> —y? + 2xy — x+ 3, hallar v(x,y) de manera quef sea holomorfa, con

f2-i) = —8i.
SOLUCION:
(1.a) Se tiene qudiv(F) =Ly a(;z — e*sin(y) — e*sin(y) = 0, por lo que en

coordenadas polares también serd 0.

(1.b) Se trata de caIcuIé;I_Z) . a), cosa que podemos hacer de forma directa usando la

parametrizacion dada para la cupaSin embargo, antes de hacerlo de esta forma, veamos si
dicha integral de linea es independiente del camino deredt&m: Si tomamos

P(x,y) = €*sin(y) —y; Q(x,y) = e‘coqy) — X — 2; como se Vverifica que

2_5 =e*cogy)-1= ?7(3 , resulta que efectivamente es independiente del camim@aRto, en
lugar de hacerlo de forma directa con las ecuacionestdmaremos cualquier otro camino que
una los puntos origen y extremo de nuestra curva, y quéls@y (2,0), por ejemplo, la recta

gue une ambos puntos (es el Bjey su parametrizacion serdét) = (t,0) con 1<t < 2): Asi
- —> - — 2
j F.dr :j F.dr = I{(exsin(y)—y)dx+(excos(y)—x—Z)dy} :...:j Odt = 0
4 0 1

NOTA: Este ultimo apartado también podria haberse resustindo la funcion potencial, ya
que la integral es independiente del camino. Si se hace a@éoesta, resultara que la funcion
potencial® viene dada (hacer las operaciones) por



d(x,y) = e*sin(y) — xy — 2y + cte
por lo que

j F.dr = ®(2,0)- ®(1,0) = 0
Y

(2.a) Sif es holomorfa, significa que se verifican las ecuacionesalely-Riemann, es

decir, quedt = % yqueg—; = —2L. De esta manera tendremos
@:i(ﬂ): 0. :@(_@):_aZV
OX? ox \ oy oxoy’ dy? oy \ ox OXoy

. 2 A2 .z ;.
Por tanto es evidente quel + <Y = 0, por lo queu es funcién armonica.
ox2 5}/2

(2.b) De nuevo por las ecuaciones de C-R tenemosglyqu:e & = 2x+2y—1. Asi

v(xy) = [(2x+2y-1)dy = 2y+y? —y+ ()
Para hallag(x) usaremos la segunda de las ecuaciones de C-I{}X’De—g—; se llega a
2y +g'(X) = —(=2y + 2x), por lo queg'(x) = —2xy g(x) = —x? + cte. Asi se tiene que
V(X,Y) = 2Xy +y? —y — X% + cte

siendo por tanto

f(x+iy) = (X —y2 + 2xy — X+ 3) +i(2xy + y? —y — X2 + cte)
Solo tenemos que hallar te, para lo que usaremos qi(@ —i) = —8i : Como

-8 =f(2—i) =...=0+i(-6+cte)

resulta secte = -2.

PROBLEMA 1. Calcula la integral del campo vectorial

G(xY) = ((1+X)y27x - log(1 + y?) cosy* + 3y))
a lo largo de la frontera del conjunto (Figura 2)
D={(xy) e R?: (x-1)*+(y-1)*<4,y+x> 0}
orientada positivamente. Justifica el procedimiento que ses.

Figura 2: Conjunt®

SOLUCION: Se trata de calcular la integral de linea
G.dr
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siendoy la curva frontera d®. Esta integral de linea es dependiente del camino de imiégra
ya que si llamamoB(x,y) = (1+X)y?y Q(x,y) = nx—log(1 + y?) cogy* + 3y), se verifica que
< + —=. Por tanto, esta integral tendremos que calcularla dimegtée (no lo haremos ya que

eI campo vectorial tiene funciones cuyas integrales sorptioadas) o por el teorema de Green
en el plano, como haremos a continuacion: Entonces

§6’ @ = §{P(x,y)dx+ QX y)dy} = J‘J(%—g Oy )dxdy ”(n 2(1 + x)y)dxdy

Primeramente vamos a efectuar un cambio de variables queastade la figurd en una

similar D’ pero centrada en el origen. Esto se consigue sin mas queXiacer—1;y =y-1:
Observemos que mediante este cambio, la circunferéxeid)? + (y — 1)? = 4 se transforma
en(x)?+ (y)? = 4, mientras que la recta+ x = 0 se convierte en la recka+ y = —2; y como
el jacobiano de esta transformacion vale 1 se tiene que

”(n —2(1+x)y)dxdy = ”(n -2+ x)(Y +1))dX'dy’
D D’

. Si hacemos ahora un cambio a coordenadas potares cog0), y' = rsin(d) (Notemos que
los dos cambios que efectuamos hasta el momento equivatgatimente a aplicar desde el
principio el cambiox = 1 + rcos(@) y = 1+rsin(f)), la circunferencia tiene por ecuacion

r = 2, mientras que la recta sara ErOTTOR Notemos que eD'’ se verifica que si

37r
—L <@ <mentoncesk r <2,ysir <0 < =L entonces X r < M Por tanto

”(n ~ 22+ X))y + 1)dx'dy’ = ”(n — 2(2+ rcosd)(1 + rsing))rdrdd =
D' D'

T 2
=I d@jo(n—2(2+rcose)(1+rsin@))rdr+

3 — =2
+ I 2 dQI OO (7 — 2(2+ rcos) (1 + rsind))rdr
T 0
La primera de estas integrales es sencilla de calcular:

j” dejz(n —2(2+rcosf)(1+rsing))rdr = j (=- 18 cosy - 32 sing - 4sin ) - 8)do = 212 - 167
mientras que la segunda es mucho méas complicada (por selicadapa ecuacion de una recta
en coordenadas polares). Por tal motivo, en la parfe’ dpie corresponde a esta segunda
integral (es decir, en la parte de la regldhque queda en el 4° cuadrante; en dicha region si
-2 < X' < 0entonces2-x' <y < 0) resolveremos la integral en coordenadas cartesianas
X',y', y su resultado se lo sumaremos al resultado obtenido etirtzalihtegral: Como

0 0
” (r =22+ x)(y +1))dx'dy’ = I S I (T 224X + 1))dy’ =
parteD’ en 4° cuadrante - —2-X
0
(12)(+ 6X/2 + X/3 + (_Xl _ 2)(2X/ T+ 4) + 8)dX/ _

56

= 21 + 3

Por tanto
§8-d_r’= 2n2—16;z+2n+%

4

PROBLEMA 2. Sea la superficieSdefinida por



S={(xy,2) e R®: x2+y2+22 =4,2> 0}

y seaF el campo vectoriall_:)(x, y,2) = (-Y,yz?,x?z).Calcular la integral del rotacional de

Falo largo de la curva obtenida al intersectar la superficieScon el planoz = 1.
Justificar el procedimiento utilizado.

SOLUCION: Se trata de calcular la integral de linea dada por
if rotF - dr = if{—Zyzdx — 2xzdy + dz}

14 14

Esta integral se puede calcular directamente, o aplicandorema de Stokes (también se
podria calcular usando el teorema de la divergencia, augmeste caso, y al no suna
superficie cerrada, habriamos de cerrarla por superftégsentales):

® Por el teorema de Stokes: Dicho teorema nos dice que

§{—2yzdx —2xzdy + dz} = J. I rot(-2yz,—2xz,1) - W dS = I J. 0dS=0
4 s S

puesto que el vector normal a la superfiSigue tiene & por borde eg0, 0, 1) (hemos
tomadoS como la interseccién de la semiesfera con el plarol, que sera la
circunferenciax? + y? = 3 situada en el planp= 1; asi se tiene que = (0,0, 1), por lo que
rot(-2yz,-2xz,1) -+ M =...= (2x,-2y,0) - (0,0, 1) = 0).

® Directamente: Como una parametrizacion de dicha circantga viene dada por
y(t) = (V3 cogt), y3sin(t), 1), con 0< t < 27, tendremos
2
${-2yzix - 2xady + dz} = | ) (~2/3sin(t) - 1+ (=3 sin(t) )dtt -

14

~2/3sin(t) - 12 - (V3 cogt) ) dt - (V3 cogt) ) 1 - Odt) -

= J'z”(65|nzt — 6COSZt)dt = -6 J-(Z)ﬂ cos(2t)dt = _3[S|n(2t)](2)7r -0

PROBLEMA 3. Dada la funcion
1
Z) =
9@ = %z 2215
3.a Encuentray clasifica sus singularidades.
3.b Escribe la serie de Laurent deg alrededor dezp = 0. ¢ Cual es el disco de
convergencia? ¢ Y el residuo dg enzy = 0?

SOLUCION:
(3.a) Las singularidades deson los ceros del denominador (por lo tanto seran polos, a qu
el numerador no se anula), que smn= 0 (polo doble) yz; 3 = —1 + 2i (polos simples).

(3.b) Descompondremagen fracciones simples como sigue

- 1 _ 1 A B
92 = 2(22+2z+5) 22(Z+1—2i * Z+l+2i)

Operando se llega a qe= 4 y B = =, por lo que




i i
— 4i
92 = (z+1 2 z+1+2i)

Como queremos expresar cada fraccion en potenciassdéo tendremos que expresar en
dichos términos cada una de las dos fracciones elementdtgfoaes, para lo que usaremos
desarrollos conocidos (en este caso, usaremos el dee@heeﬁ; = ano(—l)”z”, que es
convergente 9e| < 1):

1 1 l
4 _ 4 1 _ .
z+1-20  1-2 1+  1- 2| nZ( " (1 2i )
que sera convergente|si_27| < 1, esdecir sfz| < |1 - 2i| = /5, mientras que
1 1

TS 1+ = Ti7 Z(_ )" (1+2|)

que sera convergente|siZ-| < 1, es deC|r s|z| <|1+2i|= J_ Asi

92 = = (1 Z,Z( D"(25) - 1+2|Z(1)( l)n>

que seréa convergente sik0|z| < J_.

Para calcular el residuo dpenz, = 0 hemos de calcular el coeficiente del térmiaen el
desarrollo anterior. Si realizamos las operaciones, t@sal (solo nos quedaremos con los
coeficientes de los términos de ler grado en cada uno dertstsros)

1 i
Res(g,0) = 4 -2
(9.0) = (1+ 2) T (1-20)? 25

PROBLEMA 4. Seay(t) = a€", t € [0,2r], la circunferencia de radioa > 0 centrada en
el origen. Discute en funcion de los valores de > 0 el valor de las integrales a lo largo
de y de las funciones

_ z+1 _ _sin@)
@ald = =)z UP@ =7

SOLUCION:

(4.a) La funcion tiene singularidades aisladas en los pumto= +iy zz = 2 -1, siendo
todas polos simples (son ceros simples del denominadoryneérador no se anula en ellos).
Comoy es la circunferencia de radio> 0 centrada en el origen, resultara que si 1 todas las
singularidades estan fuera de la regién, mientras quecsit k /5 sélo estaran incluidas
2, = +i ysia > /5 estaran incluidas todas las singularidades. Aplicandanees el teorema
de los residuos:

0 sig <1
j f(z)dz = 2ri(Res(f, i) + Res(f, i) sil<a<dJ5
’ 2ri(Res(f, i) + Res(f,—i) + Res(f, 2 — i) sia > /5
donde, al ser
_p(l)_ i+1 _ _p( D _ —i+1. _ p2-i) _ 3|
Res(f, i) a0) A4 ; Res(f,—i) T Zi ; Res(f,2-1) = @) 12

se tiene



0 Ssia <1
[ f@dz=< (4-i)r  sil<a<5
Y

0 sia > /5

(4.b) La funcién tiene singularidades aisladas en los pumto= +i, siendo polos simples
(son ceros simples del denominador y el numerador no se an@Hos; por tal motivo el punto
Zo = 0 no es un polo, sino que es una singularidad evitable ya qua ahnumerador). Comp
es la circunferencia de radio> 0 centrada en el origen, resultard que si 1 todas las
singularidades estan fuera de la region, mientras gue-si estaran incluidas todas las
singularidades. Aplicando entonces el teorema de losuesid

jf(z)dz={ e st
Y 2ri(Res(f,i) + Res(f,—i)) sia > 1

donde, al ser

. p@i) _ sin(1) oy _ p(=i) _ osin(l)
Res(f,i) = a0 - 2 y Res(f,—i) = aCh) -2
se tiene

jf(z)dz={ 2 e
14 2risin(1) Sia > 1



