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CUESTIONES TEORICAS.
1. Dado el campo vectorial

F(xy,2) = Xy + (y+ CoS2))K + VO(x,Y,2)
donde
D(X,Y,2) = 10g(2+ x2cogy — 2)) + sin(€¥Z ) + x Jy? + 422
se pide
l.a Calcular la expresion del rotacional dg= en coordenadas cilindricas.
1.b Calcular laintegral de F a lo largo de la elipse de ecuacién
y(t) = (cogt),wsin(t),2), con0<t<2r

2. Seau : C - R definida por u(x+iy) = xy. Se pide:
2.a Determinar la funcionv : C - R de forma que

f(X+1y) = u(X+1iy) +iv(X+1iy)

sea holomorfa (derivable) en toddC, conf(0) = 0.
2.b Calcular el valor de la integral
f(2)
[ 12 g

c Z2—+
2
dondec(t) = €, 0 < t < 27, es la circunferencia unidad

SOLUCION:
(1.a) El campd- se puede escribir como

B_ 2 00 00 0P | _ o0 0b 2y, 0D
F = (xy,0,y+ cogz ))+(ax, R az) (xy+ o ay,y+cos(z)+ az)

por lo que su rotacional sera

TT K
rot(l_f) = 5 = < =...=(1,0-x)
Xy+Sr G y+cogz?) + 22
por lo que en coordenadas cilindricas, sera
a cogh) sin(@) O 1 cosd cosd
p = —sin(@) cogd) O 0 = —sinf = —sinf
y 0 0 1 —X —X —rcog#)

es decir
rot(l_f) — cog0)T; - sin(@)Tg — r cogH)K

NOTA: Otra forma de realizar mas rapido este mismo apartaderer en cuenta que



rot(l_f) = rot(xy_i) +(y+ cos(zz))l_f + VCD) = rot(xy? +(y+ cos(zz))?) + rot(V)
y comorot(V®) = 6, entonces
rot(l_f) = rot(xy_i)+ (y+ cos(zz))l_{) =...= (1,0,~rcos))

LD D D ., N
y expresar los vectores unitarios j, k en funcion deaiy, uy, k.

(1.b) Se trata de calculégl_f . a) cosa que podemos hacer de forma directa usando la

parametrizacion dada para la cupa utilizando el teorema de Stokes (Notemos que, en este
caso, la integral de linea no es independiente del caminatelgracion, puesto que su rotacional
-como hemos visto en el apartado anterior- no es nulo). Assasnos Stokes (nos evitamos de
esta forma parametrizar el camino y sustituir en el camptoviet), tendremos

[ . = [[ro(F) -7
4 S

ComoSes la superficie interior a la elips€t) = (cogqt), 7 sin(t), 2) (es una elipse situada en
planoz = 2 y de semiejes 17; su grafica esta dada en la siguiente figura),

su vector normal serd., 0,0), por lo que
j F.dr = ”rot(ﬁ’) .RdS = ”(1,0,—x) .(1,0,0dS = ”dSz Area(S) =z -1-7 = 72
S S S

4

(2.a) Sif es holomorfa, significa que se verifican las ecuacionesalely/-Riemann, es
decir, qued: = % yqueg—; = -2 De la primera, tendremo% =2~y Asi
2
vixy) = [ydy = %+ 90

Para hallag(x) usaremos la segunda de las ecuaciones de C-I%De—g—; se llega a
~g'(x) = x, por lo queg'(x) = —xy g(x) = —%- + cte. Asi se tiene que

_Y X

V(X Y) = 5 5 T cte

Por tanto
. Yy x2
f(x+iy) = xy+ |(? — +cte)
y comof(0,0) = (0, 0), se tiene quete = 0.



(2.b) Podemos utilizar la primera de las formulas integrdie Cauchy, puesto que
il XX
f(2) = xy+|( 5 5 )

es analitica en todos los puntos del circulo unidad. Poo tant

| fo—z)%dz: 2ni -£(5) = 2ni(0+i(%>2—%2)) -z

PROBLEMA 1. Calcula la integral del campo vectorial
G(xy) = ((1+X)y%,mx— log(1 +y?) cosy* + 3y))

a lo largo de la curva dibujada en rojo en la Figura 2, positivanente orientada. Tener
en cuenta que el conjunto coloreado en la Figura 2 es de la foiam

D - {(x,y) eR2: —1<x<3, —J4-(x-1)2 <y< ¢(x)}
donde

0, si—-1l<x<1

J1-(x-2)2, sil<x<3

alk

D

() =

—ab

Figura 2: Conjunt®

SOLUCION: Seay la curva dibujada en rojo en la figura. Observemos que laacnoves
cerrada, y que ademas, la integral de Il'flye@ - dr es dependiente del camino de integracion, ya

que si llamamo®(x,y) = (1+X)y?y Q(x,y) = nx — log(1 + y?) cogy* + 3y), se verifica que
g—'; + ‘Z—f. Por tanto, esta integral tendremos que calcularla direstée (no lo haremos ya que
el campo vectorial tiene funciones cuyas integrales sorptoatas) o, si conseguimos cerrar el
camino, podremos aplicar el teorema de Green en el planpséaf la curva cerrada dada por

o =y Ud, siendod el trozo de eje B que va desdg = 1 ax = —1. Asi, sabemos que
G.dr=( G.dr+[ G.ar
if r J-y r+ J.E r

por lo que la integral que queremos calcular sera



J G.df =¢C.dr-| G.dr
Y

donde la 12 de estas integrales la obtendremos por el teale@eeen en el plano, mientras que
la segunda la calcularemos directamente (al ser muy fagédametrizacioén del caminb:
o(t) = (t,0) cont € [1,-1]). Si realizamos los oportunos célculos:

® Aplicando el teorema de Green a la integral cerrada:

c.ar - g(% - %‘;)dxdy _ ij(n— 2(1 + x)y)dxdy =

(o2

=7 ” dxdy — 2”(1 + X)ydxdy = 7Area(D) — 2”(1 + X)ydxdy
D D D

Esta ultima integral la resolveremos por separado, y comagi@anD es la union de dos
semicirculos, pondremd3 = D, U D>, siendoD; la mitad inferior del circulo de centrd, 0) y
radio 2; mientras quB- es la mitad superior del circulo de cenf{®0) y radio 1. Asi

”(1 + X)ydxdy = ”(1 + X)ydxdy + ”(1 + X)ydxdy =
D D1 D2

2 2
=f dQJ.(1+1+rc039)rsin0-r-dr+
b 0

b 1
ing.r.dr=-32 ,0__26

+J.0d0J.O(1+2+rcose)rsm0 redr 3 +2 3
donde erD; hemos realizado el cambio a polakes 1+rcosd; y =rsinf; conrt <0 < 2ry
0 <r < 2; yenD; hemos realizado el cambio a polares 2 +rcosd; y = rsing; con
0<0<rmy0<r<1 Asi

C.dr=np.5m _o(_26
§G-df = x-S -2(-22)

(o2

® Calculando de manera directa la segunda de las integrales

jaé’-d_r’ - j;l{(1+t)02 . dt + (xt — log(1 + 0%) cog0* + 3+ 0))0 - dt} = O

Por tanto

PROBLEMA 2. SeaSla porcion del paraboloidez = x? + y?, situado en el primer octante
y limitada por el plano z = 1. SeaF el campo vectorial dado por

I_:)(x,y,z) =(Y-2zZ-XX-Y)
(a) Calcular ”I_f - T dS, siendoT la normal interior al paraboloide.
S

(b) Calcular directamente§l_:) . d_r> siendoC la curva frontera de S

C
(c) Comprobar el resultado anterior usando el teorema de Stokes



SOLUCION:
(a) ComoSviene dada poz = x? + y?, tendremos que

Fo VS _ XN ientras quelS = /4x? + 4y? + 1 dxdy
VSl a1
(proyectamos sobre el plaixy) por lo que
”I_f ‘NdS=...= ”(2x3 + 2xy? — 2x2y — 2y3 + x — y)dxdy
S D
y haciendo un cambio a coordenadas polares (y teniendo etaoyigeD es la parte del circulo
unidad que esta en el primer cuadrante)

[[F-mas=. - IZIZ d9 j:(zr4 +12)(cosd — sing)dr =...= 0
S

(b) La curva cerrad& a través de la cual nos piden calcular la integral de lineaiés ue 3

curvas.C=C; UC,UCs3,

¥

Grafico curvaC

siendoC; la porcién de circunferencie? + y? = 1 situada en el primer octante y en el plano
z = 1 (cuya parametrizacion viene dada @a(t) = (cost,sint, 1), cont € [0,% ]), Czla
pardbolay = z? (cuya parametrizacion viene dada @(t) = (0,t,t?), cont € [1,0]), yCs la
parabolax = z? (cuya parametrizacion viene dada @(t) = (t,0,t?), cont e [0, 1]). Por lo

tanto, se verificara
- — - — - — - —
j;F-r:J‘ F-dr+I F-r+I F.dr
C1 Cy Cs

C
Si calculamos cada una de estas integrales por separado

—_ — /2
j _Fedr- j (it~ 1)(-sint)dt + (1 - cost) cost - it + (cost — sint)0ct) = 2 - &
1

2
- — 0 1

j F-dr:j ((t—t2)0dt + (t2 — O)dt + (0— )2t - dt) = L

C, 1 3
- — 0 1

j F-dr:j ((0—t2)dt + (t2 — t)0dt + (t — 0)2t - dt) = L

Cs 1 3

por lo que

F.ggoo_n 1, 1_8 n
F.dr 2 2+3+3 3 >

O =

(c) Por el teorema de Stokes



§I_:)-_r)= ”rot(l_f) - "dS
Como ’ )
TT

rot(l_:)) = % %

y—2 Z—-X X-Y

Q |Q) Wl

= (-2,-2,-2)

y 1 y dSestén calculados en el apartado (a), resulta entonces

§Ear) = ” rot(l_:)) -HdS=...= II(4X+4Y—2)dXdy:
c s D

= _[ dQI (4rcosd + 4rsing — 2)rdr =...= = —
0 0 3

PROBLEMA 3. Calcula la serie de Laurent de la funcion
- z+1
@ = 2z—-1)
alrededor de los puntoszy = 0, i, 1+ i. Indica que clase de singularidad se tiene en cada
punto.

SOLUCION: Antes que nada, ya podemos afirmar que los puntes0, z; = i, son polos
simples (ya que son ceros simples del denominador y el ndoiena se anula en ellos),
mientras que el punte, = 1+ i serd una singularidad evitable (puesto que la funcion es
derivable en dicho punto). Esto también se observa si olmntesiéos correspondientes desarrollos
de Laurent (puesto que en el correspondiente desarrollo potencias de aparecera un Unico
término con< y todos los demés términos seran de la fogh@onn > 0); en el desarrollo
como potencias de— i aparecerd un Unico término cg?j y todos los demas términos seran de
la forma(z—i)" (conn > 0); y en el desarrollo como potenciaszie (1 +i)) todos los términos
seran de la forméz— (1+i)))" (conn > 0)): Como se verifica

f(z) = —z(zz+—li) = % + Z;EI = operando= % + %
® Enz, = 0 :Como queremos expresar cada fraccidén en potenciasd® tendremos que
expresar en dichos términos cada una de las dos fracci@masm®tales anteriores. La
primera ya lo est4, por lo que para expresar la segunda usadesarrollos conocidos (en
este caso, usaremos el desarrollo;le = >~ /", que es convergente|g| < 1):

1-i _i-1 _ 1 i-1 _i-1 1 _i-1%(z\"
z-i iz G 1-Z 7 1I-Z 7 H;(J
que sera convergente|st | < 1, es decir sfz| < [i| = 1. Asi el desarrollo de Laurent en

torno a este punto sera

o0
. n
04+ 23 (3)
n=0
(de nuevo se observa gag= 0 es un polo simple, ya que solamente aparece un término con
zdividiendo, y éste es de grado 1).
® Enz =i :Como queremos expresar cada fraccion en potencias dlesélo tendremos
que expresar en dichos términos cada una de las dos fras@tementales anteriores. La



segunda ya lo esta, por lo que para expresar la primera eofer a usar desarrollos
conocidos (en este caso, usaremos el desarrollﬁ—zde Z::O(—l)”z“, gue es convergente

Si|z| < 1):
i 0 a0 1 _N(z=i)"
2o (z-D+i T 1+E 142 g( i )
que sera convergente|s¥i‘—‘| < 1, esdecirsiz—i| < |i| = 1 (es decir, alrededor de la

circunferencia de centrioy radio 1). Asi el desarrollo de Laurent en torno a este pugri® s

o0

@=3+ 55 = (5F) 35

(de nuevo se observa gaee= i es un polo simple, ya que solamente aparece un término con
z—i dividiendo, y éste es de grado 1).
® Enz, = 1+i:Pretendemos expresar las fracciones como potencias (te+i)). Para
ello, y por un razonamiento similar a los anteriores, pome®
. : i . :
i | L+ R _1n(z—1_—| :
z z—l—i+(1+i) 2-1— +1 1+|§( ) 1+i )
que sera convergente|sk: | < 1, es deC|r siz—1-i| < |L+i| = /2 (es decir, alrededor
de la circunferencia de centrotli y radio y 2), mientras que

1-i _ 1-
27 - (z—1- |)+1 = (- ')Z( Diz-1-0)"

gue sera convergente|si- 1 —i| < 1, es decir, alrededor de la circunferencia de centro 1
y radio 1). Por tanto

f2) =4+ ZT{=ﬁ;;(—l)“(z—l—ii—i)"ul—i)n;(—l)”(z—l—i)"

y que sera convergente alrededor de la circunferencia deoceni y radio 1. (De nuevo se
observa que; = 1+ i no es singularidad, ya que en su desarrollo como potencias de- i
todos los términos aparecen multiplicando).

NOTA: También, y puesto quees derivable en dicho punto, podriamos aplicar el
desarrollo de Taylor d&z) en el puntaz, = 1+, por lo que tendriamos que calcular las
derivadas sucesivas flg aplicariamos

@ - f@+i)+ 3 20D gy iy
n=1 '

PROBLEMA 4. Seay(t) = €', t € [0, 2r], la circunferencia unidad. Discutir en funcién

de los valores dea > 0 el resultado de la integral
[ _sin@)
y 2Z%+a?)
SOLUCION: Las singularidades que tiene el denominadorzoa 0, 7,3 = +ai. Por tanto,

segun los valores d& > 0 distinguiremos:
® Sia> 1 :Eneste caso, el Unico punto singular aislado en el intdeg esz; = 0, por lo

que

sin(z?) . B
j ol dz = 2ziRes(f,0) = 0

puesto que Rgf,0) = 0, al serzy = 0 una singularidad evitable (es un cero simple del



denominador, pero es un cero doble del numerador).
NOTA: Este mismo caso también podria haberse calculadalasamprimera de las férmulas
integrales de Cauchy, ya que

sin(z?) B
Iy 2(Z2 + a?) dz = I

sin(z?)

-] 9 dz= 2xi g0 = 0

® Sia < 1:Eneste caso, como las 3 singularidades estan en el imderyo tendremos

) _ . ,
[ 7 %dz = 2ri(Res(f, 0) + Res(f,ai) + Res(f,—ai)) =

. sin(@?)  sin(a?) . sin(a?
:27r|(0+ 2;2 + 2;2 ):27r| 2 )
ya que
sin((ai)®)  sin(a?)

o p@)
Res(f,ai) = q/(al) 3(ai)2+a2 232

y el mismo resultado se obtiene parafie-ai).




