Ejercicios Tema 7tNTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO

(incluye ejercicios examenes curso pasado)

Dados los contornogy las funcioneg de los ejercicios 1 a 5, usar representaciones
paramétricas paraa fin de calcula{y f(z)dz :
1. f(2) = 42, siendoy :
a. El semicirculaz = 26" (0 < 0 < ). (Solucion:—4 + 2ri).
b. Elsemicirculaz = 26" (z < 6 < 2r). (Solucién: 4+ 2ri).
c. Elcirculoz = 26" (0 < 6 < 2r). (Solucién: 4i).
2. f(z2 = z-1, siendoy :
a. Elsemicirculaz = 1+ € (x < 0 < 2r). (Solucién: Q.
b. Elsegmento (< x < 2 del eje real. (Solucion:)0

3. f(2) = mexp(z2), siendoy el contorno del cuadrado con vértices en los puntos 0+1,il
orientado en sentido positivo. (Soluciér(esd — 1)).

4. yeselarcodesdn = -1-ihastaz; = 1+i alolargo dey = x3, siendo
1 siy< 0 ., ,
f(z2) = .y . (Solucion: 2+ 3i).
4y siy>0
5. f(2) = 1 yy un contorno arbitrario desde el purgoal puntoz,. (Solucién:z; — z;).
e . v oy < o
6. Célcularjy zdz siendoy la ecuacion dada par= ,/4—y* +iycon-2 <y < 2. (Solucion:
Ari).
7. Probar que sy : [a,b] - C es una camino regular a trozastepresenta la longitud dey
M = maxf|eny([a, b]), entonces“y f(z)dz‘ < ML. Usar este resultado para resolver:

a. Seay el circulojz| = 2 que va desde; = 2 az; = 2i. Sin calcular la integral, probar

que
J' dz ‘<£
7/22—1 -3

b. Probar que sy es el contorno del triangulo con vértices -3, con orientacion
positiva, entonces

[ (e-2)dz| <60
Y

8. Calcular las siguientes integrales, siendo el camino cilgontorno arbitrario entre los
limites de integracion:

i12 +2i 3
a) I: e™dz, b) IO+ | cos%dz; c) J.l(z—2)3dz

(Solucion: (a)XL; (b) e+ 1/e; (c) 0).
9. Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para probarjgtt(a)dz = 0, siendoy el circulo
|z]| = 1, con cualquier orientacion, y cuando:

a) (2 = & b) f(z) = ze? 0 f(2) = (Z2+2z+2)"

d)f(z2) = e) f(z2) = tanz f) f(z2) = log(z+ 2)

1
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10. SeaB el contorno del dominio enttg| = 4 y el cuadrado cuyos lados estan en las rectas



11.

12.

13.

14.

15.

16.

x = 1,y = £1. Suponiend® orientado de forma que los puntos del dominio queden a la
izquierda deB, justificar por quéjBf(z)dz = 0, siendo:

)@ = 571 D@ = G2 0@ = 5
2

eZ

Seay el contorno del cuadrado de lados- +2, y = +2 recorrido en sentido positivo.
Calcularjy f(z)dz siendo:

@ = = b) f(2) = 5% ) (2 = 525
d) f(2) = (Zx)z (-2 < Xo < 2); e f(2 = ¢
(Solucion: (a) z; (b) £ '(c) '(d) misec X2° ; (e) 0).
Hallar fy f(z)dz S|end0y el C|rculo|z— i| = 2, en sentido positivo, y:

00

1 = (Solucion: (a)Z (b) &)

Seay el circulojz] = 3, en sentido positivo. Probar queggiv) = , 2222 gz (\w| # 3),
entonceg(2) = 8ri. ¢ Cual es el valor dg(w) si jw| > 37?.

Seay el circulo unidadz = €Y (-z < § < ). Probar, en primer lugar, que para cualquier
constante rea, j € dz = 27i. A continuacion expresar esta integral en términog para
Y

probar que
Iﬂ e3c°¥ cogasing)dd = n
0

(JUNIO 2012) Seau : C —» Rdefinida poru(x + iy) = xy. Se pide:
a. Determinar la funciéwv : C - Rde forma que
f(X+1y) = u(X+1y) +iv(X+1y)
sea holomorfa (derivable) en todf conf(0) = O
b. Calcular el valor de la integral

I f(z) ——=—dz

c Z—~+
dondec(t) = et, 0 <t < 21, esla circunferenua unidad.

(SEPTIEMBRE 2012) Sea la funcién

f(g) - SN2
Z(z+1)
indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas adalsistifica adecuadamente la

respuesta.
b. Se verifica la identidad

j f(2)dz = n(e—eL)i
Y

dondey es la curva eliptica de ecuacion
y(t) = rcogt) +i/2sint), O<t<2r



17. (SEPTIEMBRE 2012) Sea la funciéon
f(2) = k+yl+iy—x)
a.
b. Calcula laintegral déa lo largo de la circunferencia unidad,

j f(2)dz
cono(t) = €', t e [0, 2r].



