Profesor Roque Molina Legaz

Tema 3. LA INTEGRAL DE LINEA.
APLICACIONES.

Como ya hemos visto, el concepto de integral simple de Riarsamstablecio para
funciones reales definidas y acotadas en un intervalo cotmpa b] deR. Si se modifican las
condiciones y se considera que, o bien el intervalo o biearleién no estan acotados, se obtiene
una primera generalizacion del concepto de integral: @grales impropias, que fueron
estudiadas en la asignatura de Célculo I. Otra forma de madl&s condiciones es considerar
funciones reales definidas y acotadas en un intervalo coimp@R", obteniéndose asi la
integral multiple de Riemann, ya estudiada en un tema anteri

Un nuevo concepto de integracion se introduce al consideacurvay en lugar de un
intervalo[a,b] deR. De esta forma, obtendremos lo que se conoceranpegial de lineao
integral curvilinea a lo largo dey. El estudio de esta integral sera desarrollado en este tema.

Curvas.

Definition Se llamacurva parametrizadan &2 a una aplicacion
y ol > R®
te y (1) = x®),y®), z(1))
siendo | un subconjunto d&. Asi, coma(t) es un vector, podriamos expresar
—_—
y(t) = y(t), aunque por comodidad en la notacion siempre escribirepts

Si esta aplicacion es continua (es decir, si sus componémts) se dird que
la curvaescontinua, si es diferenciable, laurva esdiferenciable etc.

En el caso en que+ [a,b] diremos quer es unarco de curva de origenr(a) y
extremoy(b); y siy(a) = y(b) se dird que lacurvaescerrada

Si existen dos valores diferentgst, tales quey(t1) = y(t2) se dice quejtes
un punto multiple.

Remark Las mismas definiciones podemos dar para el caso de
y | > R?
te () = x®,y(1)

a la que denominaremasirva plana

Remark Hemos de observar que la definicion que hemos dado de cuparasina
curva parametrizada, es decir, en coordenadas paramétrigato suele ser
"obligatorio" en el caso de curvas en el espadid. Sin embargo, para el caso de
curvas en el plano, no siempre sera necesario utilizar unamtrizacion, ya que
conocemos gque cuando tenemos una expresion de la forrf@y , con xe [a,b],
sabemos que esta funcion de una variable también nos defaewrva plana.



Hemos de notar que si tenemos una expresion de esta fornmanediato expresar
esta curva en coordenadas paramétricas, puesto que si lecem

Xx=1t
con xe [a,b]
{y=f(t)

tendremos que la curva que viene dada en explicitas pof(x) tiene por
parametrizacion

y : [a,b] » R?
y® = (t, f(1)

Definition A una curva continua y sin puntos multiples se le llasznava simple o de
Jordan. Si la curva no es plana, se le llancarva alabeada

Example Representamos varios ejemplos de curvas:
a) La parametrizacion
y : [0,2n] - R?
y(t) = (cogt), sin(t))

corresponde a la circunferencia unidad (que en expliciiase dada por
x2 +y? = 1). Notemos que se trata de una curva cerrada puestoy(e= y(2r).

b) La parametrizacion
y . [0,7] » R?
y(t) = (cogt), sin(t))

corresponde a la semicircunferencia unidad (es decir, ledgoauperior
x? +y? = 1). Notemos que para esta curva también podemos dar otra

parametrizacion diferente, puesto que al venir dada su eiémgpor y= 41— x?,
siendo-1 < x < 1, podemos considerar

v [-1,1] > R?

y'®) = (t J1-12)

c) La parametrizacion
y : [0,2n] - R?
y(t) = (acogt), bsin(t))

corresponde a una elipse centrada en el origen y de semigjés(gue en
cartesianas tiene por ecuamo% + L =1).

d) La parametrizacion



y . [0,2n] -» R?
y® = ((1+3) cogqt), sin(t))

corresponde a la grafica

[

mientras que
y : [0,4n] - R?
y(® = ((1+ 1) cogt), sin(t))

seria

e) Un ejemplo de curva que no es simple (por tener puntosptesjipero si
cerrada viene dada por

v : [0,27] > R®
J/(t) _ ( cogt) cogt) sin(t) )

1+sin2(t) * 1+sin?(t)

cuya gréfica es

cos(ty*sin(t/(sin(t)"2+1)

0
cos()/(sin(t)2+1)



f) Otra curva con muchos puntos multiples viene dada por
y : [0,2n] » R?
y(t) = (t,e°W - 2cog4t) +sin®( ) )

Sin(t/12)15+%encos(t)

~2*cos(4*)

g) La parametrizacion
y : [0,4n] - R®
y(t) = (2cogt),2sin(t), t)
corresponde a la espiral (curva eg®)

(En los ejercicios de este tema asi como en los exdmenes gaaf@iores, hay
otros ejemplos de curvas).

Remark Dada una curva cerrada plana, ésta puede recorrerse en dusies. En el
plano XY consideramos q@e recorre en sentido positivauando va en sentido
contrario a las agujas del reloj. En caso opuesto, se rea@rensentido negativo

En general, puede decirse que una curvgesitivacuando en el recorrido la
region encerrada queda a la izquierda de la curva, mientnas gsnegativacuando
la region encerrada queda a la derecha.

Definition Se llamaregion simplemente conexa aquella region deR? (o mismo puede
definirse enk® aungue entonces diremos que es una bola conexa) en la cude pue
reducirse a un punto cualquier curva cerrada simple. Se daegion
multiplemente conexa aquella en la que no es posible lo anterior.



Definition Se llamarecta tangente a la curva(t) en el punto§ a la curva (recta) dada
por

3(t) = y(to) + 2 7'(to)
o simplemente
5(t) = y(to) + 4 7'(to)

ecuacion que viene dada en forma vectorial, mientras querensf parameétrica sus
ecuaciones son

X = X(to) = 4 X (to)
y - Y(to) = Y (to)
z—2(to) = A Z(to)
y en forma continua
X=X(o) _ y—y(to) _ z—2z(to)

X (to) y'(to) Z (to)

Definition Siy : | - R® es una curva de clas€?, la longitud de esta curva viene dada
por el n° real

-- J.:”y/(t(’) It = .[: JX )+ 1)+ (1) dt

Remark Notemos que cuando se trata de una curva plana dada por swafbatitual
y = f(x), la longitud de la misma en el intervalod [a,b] viene dada por (haremos,
como hemos indicado anteriormente, la parametrizaciéntxy = f(t))

L= [*Je®)Z+ yaPat= [ [1e @) ar

gue es la férmula ya conocida por nosotros (ver apuntes dedgbnes de la
Integral Definida en Matematicas I).

La integral de linea. Definicion y propiedades.

Normalmente nos vamos a centrar en la definicion, propiesigdtélculo de una integral de
linea de un campo vectorigl = (P,Q) en el plano (analogamente veremos que se hace en el
espacio), ya que es este tipo de integral el que se suelmuti@bitualmente por sus aplicaciones
(sobre todo fisicas, relacionadas con el célculo de trahggin embargo, también es posible
calcular la integral de un campo escalar a lo largo de unaaggomo vemos a continuacion:

Definition (Integral de linea de un campo escalpBea f: D < R%°3 - Run campo

escalaryy : [a,b] - R2°3una curva parametrizada. La integral del campo
escalar f a lo largo de’ se calcula como la integral simple dada por

b
[ fdi=[“fem) 1y ol d
y a



Example Calcular la integral del campo(k,y,z) = xy+ z? a lo largo de la curva
y(t) = (coqt),sin(t),2t), conte [0,27] :

Segun la anterior definicion, hemos de calcular
f(y(t)) = f(cogt),sin(t),2t) = cogt)sin(t) + (2t)*
I7'®1 = I (=sin(t),cog(t),2) || = | (=sin(t))? + (cos(t))? + 22 = /5
por lo que
[ oy+z2ydi= jj”(cos(t)sin(t)+ 2)?) Bat .= 32725
Y

Remark Las propiedades para este tipo de integral (por ejempl@diidad, unién de
caminos, etc.), son las mismas que las que se veran a coaiimugara el caso de
campos vectoriales.

A continuacién nos centraremos en el estudio detizgral de linea de un campo vectorial
a lo largo de una curva plana o en 3D, aunque esta terminatod@avamos a emplear hasta mas
adelante. Como se observara a continuacion, el esquema gaeasseguir es muy similar al que
se utiliza en Matematicas | a la hora de introducir la integiraple o multiple de Riemann:

Seay una curva en el plan@XYque une los punto&(as, b1) y B(az, b2) y sean
P,Q : y - R continuas. Si se divide enn partes eligienda + 1 puntos sobre la misma,

(Xo,Yo) = (a1,b1), (X1,¥1), «.., Xn,Yn) = (a2,b2)

obtendremos una particigdde la curvay enn arcos parciales Denotemos pox I¢ a la
longitud del arco de curva entre los pun{®@g.i1, Yk-1), (X, Yk)-

Definition Se llamanorma de la particién?”a
17 = max{a I k=1,2,...,n}

Definition Dadas dos particioneg’y ¢dey, se dice quePesmas finaque ¢ si todos los

puntos deg estan en”y ademag| 7| <

QH

De esta forma, si denotamos por
A X1 = X1 —X0,A X2 = X2 —X1,...,A Xn = Xn — Xp-1
AYi=Y1—-Yo,aY2=Y2-Y1,...,4 ¥n = Y¥Yn—Yn1

y si tomamosh puntos sobre la curva

(€1,m1),(2,m2),...,(Cn,1n)

interiores cada uno de ellos a cada uno de los arcos pardmlagarticion, podremos calcular
la siguiente suma



n

S P10 2 X+ Q1) 2 Yich

k=1
a la que denominaremasima de Riemann asociada a la particiomP.

Definition Si se considera una sucesion de particiones cada vez m&syfican norma
tendiendo a cero de, y si existe

lim D {PCu ) +a X+ Q1) *4 Yich
pury

siendo éste independiente de los puritasnk) y de los valores Xk y A Yk, a su
valor se le denominategral de linea(o integral curvilinea) a lo largo dey entre
los puntosA(ai, b1) y B(az, b2), y se denota por

[ {Poxyydx+ Queydyy
0 por
(az,b2)
[ oo POCYIEH QU )y}

(az,by

Remark Notemos que el valor de esta integral depende, inicialmei&® Q yy, asi
como de los limites de integracion (origen y extremgda(as, b1) y B(az, by).

Remark En el caso en que la curvasea cerrada, a la integral a lo largo desuele
denotarse por

§ {POydx+ QxY)dy;

De forma anéaloga, puede darse la definicion para el casoaleurna erR® :

Definition En las anteriores condiciones, si se considera una sucek@articiones cada
vez mas finas y con norma tendiendo a cerg gge define

I {P(x,y,2dx+ Q(x,y,2dy + R(x,y, 2dz}
Y

como

n
M > " {P(C M 8k) +5 X+ QG M 8k) *6 Yic+ Rk 1o k) +6 Zih
k=1
siempre que este limite exista y sea independiente de losg{dR, 7k, 0«) elegidos
sobre la curva y de los incrementasg, A Yk, & z« (y donde estamos suponiendo
que las funciones ® y R son continuas en todo puntoje

Remark (Notacion vectorial de la integral de linea).a representacion en forma
vectorial para la integral de linea es aconsejable en apioaes fisicas o
geomeétricas, o simplemente por la brevedad de la notacion:

Podemos denotar

—

[ {Pdx+Qdy+Rdz = [ (P,QR)«(dxdy,d2) = [ A«dr
Y Y Y



dondeA = (P,Q,R), dr = (dx,dy,d2).

Example Sia cada puntdx,y,z) € y se le asocia una fuerzl_é(x, Y,2) que actua sobre un
objeto, ésta define un campo de fuerzas, y sabemos quedaahtie linea

[ Fear
Y

representa fisicamente el trabajo efectuado al mover uatolg lo largo de la
curvay.

Las propiedades de la integral de linea son similares a |Esdetegrales definidas. Entre
estas propiedades destacaremos las siguientes (queanenmos efR?2; de forma analoga son
vélidas erR3):

Proposition En las anteriores condiciones, se verifican:
a) .[y{de+ Qdy} = .[y Pdx+ jy Qdy.

(A la primera integral del segundo miembro se le denonmitegral de linea de
P(x,y) alo largo dey respecto de; y a segundaintegral de linea deQ(x,y) a lo
largo dey con respecto dg).

b) Al invertir el sentido del recorrido del camino, la integide linea cambia de
signo, es decir

(azb2) (a1,b1)
[ 7 " {Pdx+ Qdyr = - " {Pdx+ Qay}
) (az2,b2)

(az,by
c) Si(as, bs) un punto intermedio entr@as,b1) y (az,b2) se tiene

(az,b2) (az,bz) (az,bz)
[ " (Pdx+Qdyy = [ " {Pdx+Qdy; + |~ {Pdx+ Qdly}
(az,b) (az,b1) (az,bz)

Calculo de la integral de linea.

A efectos préacticos, para el calculo de este tipo de integaddemos distinguir los
siguientes casos:
® Sila curvay viene dada en forma paramétrica, siendo sus ecuaciones

X=¢),y=w()
tendremos

J Poxyydx+ Queydyy = | CPWO.Y(©) - ') + QUOY) -y (D)3t

dondet; y t> son los valores decorrespondientes a los puntd&i, b1) y B(az, b2), origeny
extremo dey.

® Silacurvay viene en la formg = f(x), la integral de linea se reduce a una integral simple,
sin mas que tener en cuenta glye= f'(x)dx :

J Pey)dx+ Qey)dyy = (P f00) + Qe 1) - (0)dx

® De forma andloga, si la curva viene en la forma g(y), tendremos quéx = g'(y)dy, con
lo que

J {Pocy)dcr Quuydyy = [ "(Pay).y) - 0) + Qe )y



Remark Lo mismo puede realizarse para el caso de integrales capalé enk®, aunque,
en general, la curva suele venir expresada en coordenadas paramétricas.

Example Calcular .[y {y?dx+ xdy}, siendoy la curva y= x? desde(2,4) a (0,0).

Example Calcularjij’i{(x —y)dx+ (x+ y)dy}a lo largo de las curvas siguientes:

a)y? = X

b) x(t) = 22 +t+ 1, y(t) = t> + 1.

Example Hallar el trabajo realizado por la fuerzg = (2x2 + 6y, 6x— 2yz 3x222 — y?)
para desplazar una particula des¢@® 0,0) a (1,1,1) a traves de la curva) = t,
y(t) = t2, z(t) = t3. Hacer los mismo pero suponiendo que la particula se desplaza
en linea recta.

Remark Podemos observar que en este ultimo ejemplo, para la mistegral, se ha
obtenido el mismo resultado a pesar de que se han considel@oaminos
diferentes para ir desd@,0,0) a (1,1,1). Sin embargo, en el ejemplo previo hemos
visto que la misma integral de linea da dos resultados difiesi se cambia el
camino de integracion. Por tanto es licito preguntarse: g@ulo la integral de linea
va a ser independiente del camino de integracion? Para nedpoa esta cuestion
es preciso estudiar el siguiente resultado.

El teorema de Green en el plano.

En esta seccién vamos a enunciar un importante resultadooguygermitird escribir una
integral de linea a lo largo de la frontera de cierto tipo dgomes como una integral doble sobre
la region encerrada; y reciprocamente. Inicialmente vaarazmnsiderar regiones planas limitadas
por curvas cerradas y simples, para después ver como egtadesgpodra generalizarse a
regiones multiplemente conexas.

Antes de pasar a enunciar y demostrar dicho teorema, ver&rmaiggiiente ejemplo:

Example Calcular la siguiente integral de linea
[ {@x-y+a)dx+ (3x+5y-6)dy}
Y

siendoy la circunferencia X + y? = 16.

Theorem (Teorema de Green en el planopea S una region simplemente conexa (es
decir, una regioén sin agujeros) cuya frontera o contorno ea aurva cerrada y

simpley. Sean Rx,y), Q(X,y), % y %—(3 continuas sobre S. Entonces,

§, o Qo) - ] (522 Joxay



donde§ indica quey es una curva cerrada y que se recorre en sentido positivo.
Y

Example Volver arealizar el ejemplo anterior, aunque aplicando ehel teorema de
Green.

Example Comprobar el teorema de Green para
:f {(xy+ x2)dx+ (X + y?)dy},
Y

siendoy la curva cerrada formada poyy :y = x>y y2 : X = y2.

Una consecuencia inmediata del teorema de Green es largiguie
Corollary El area limitada por una curva cerrada y simpteviene dada por

_ 1§ 4
Area = > §y{ ydx+ xdy}

Example Calcular el area de la region S limitada por la rectasy2x+ 1y la parabola
y=4-x2

Remark Elteorema de Green puede generalizarse a regiones mutigaée conexas
(regiones con "agujeros”) mediante segmentos que uneniksiths curvas o
contornos que delimitan la regidn, aunque se prueba que teegpie aporta la
zona interior de la curva siempre aparece restando.

Example Comprobar el teorema de Green para
§ (@8- y3)dx+ (< +y3)dy}
Y

siendoy el contorno del domino comprendido entreixy? = 4, x2 +y? = 1.

Example Comprobar el teorema de Green para
§ {ydx+ xdy}
14

siendoy el contorno del dominio comprendido entre las curvas y? = 4y
X2 +y? =1

Independencia del camino de integracion.

Sea entonceSun conjunto abierto ﬁ) un campo vectorial continuo definido soleSeanA
y B dos puntos d&. Si se pretende calcular la integral de linea entre los guxyoB a lo largo

de un camino d&, v, regular a trozos, ocurrird que:
a) El valor de la integral dependerd, en general, del caminaigados puntos\ y B.
b) Para ciertos campos vectoriales la integral dependerameicte de los puntos extremos

Ay B, y no del camino que los une.



Definition En el casdb) anterior, se dice que la integral de lineaieslependiente del
caminoque une Ay B.

En este sentido, debido a que la independencia del camirmietegracion puede
simplificar considerablemente los calculos a desarralésulta de interés conocer qué campos
vectoriales tienen integrales de linea independientesasieino de integracion. El siguiente
resultado nos dard una primera respuesta:

Proposition Sea® un campo escalar (funcion real de varias variables) difefahle, con

gradienteV_CD) continuo en un conjunto conexo abiertaSR". Entonces, para dos
puntos cualesquiera de S, Ay B, unidos por un camimegular o regular a trozos,
situado en S, se verifica

jj%’ .dr = ®(B) — O(A).

A raiz de esta propiedad puede observarse que la integradetede un gradiente, en
cualquier conjunto conex®en el que dicho gradiente sea continuo, es independientanho
seguido parairdd aB en§S tal y como formalizamos en el siguiente corolario:

Corollary En las anteriores condicioneﬁy,l? .dres independiente desiempre que el

campo vectoriaF sea el gradiente de un campo escalar, es decir, siempre que
- —
existad : S Rtal queF = V.

Definition Al campo escala® : S - Rtal quel? — V& se le denominéuncion potencial

Remark Si A= B, es decir, si el camino es cerrado, en las anteriores coodes se
verifica que®(B) — ®(A) = 0. Por tanto, la integral de linea de un gradiente
continuo es cero a lo largo de todo camino cerrado regularaztrs situado en S.
Puede probarse ademas, que los gradientes son los Unicqzosague cumplen esta
propiedad.

Veamos a continuacion qué condiciones se han de verificatedel punto de vista practico
para que la integral de linea sea independiente del camimteggacion:

Proposition Suponiendo quég% y %—(3 existen y son continuas en su dominio, condicion

necesaria y suficiente para que la integjz;lI{P(x, y)dx+ Q(x,y)dy} sea

- - P _Q
independiente de es queW =

Corollary En las anteriores hipétesis,(R y)dx+ Q(x,y)dy es la diferencial de una funcion
d(x,y), y consecuentemente la integral de Iid$QP(x, y)dx+ Q(x,y)dy} es

independiente dg, siy solo sidP - @. Ademas, en tal caso se verifica que

oy oX



%% = P(x,y), %;;) = Q(x,y) Y laintegral anterior puede calcularse como

J Pocy)dxs Qe y)dyy = 0(B) - o(A)

siendo Ay B los puntos origen y extremoyde

Remark Notemos que la férmula anterior constituye una generali@ade la Regla de
Barrow: la integral curvilinea es igual a la diferencia desl@alores de la funcion
potencial en los puntos extremo y origen de la integracién,iadependencia del
camino seguido.

El resultado anterior puede extenderse sin dificult®f,acomo veremos a continuacion:

Proposition La expresion bx,y,2)dx+ Q(X,y,2)dy+ R(X,y,2)dz es la diferencial exacta de
un campo escala®(x,Y, z) siy solo si se verifican las igualdades

P _9Q Q R R _ P

oy ox ' o0z oy’ OX oz’
suponiendo que estas derivadas parciales existen y somoast Ademas, en este
caso se verifica

J. {P(X,y,2dx+ Q(x,y,2dy+ R(x,y,2dz} = ®(B) — ®(A),
Y

siendo Ay B los puntos origen y extremoyde

Remark La condicion

P _9Q Q _ R R _ P

oy ox ' o0z oy’ OX 0z
suele expresarse diciendo que es nulo el rotacional del caraptorial
F = (P,Q,R), es decir

rotF = 6

y se dice que el campo vectorfalesconservativoRecordemos que se define el
. — .
rotacional deF, que denotaremos pootF, como el campo vectorial dado por

TolF = %_%)—-’_(5_“3_%)*’ (5_‘3_5_“1)"
rOt':_(ay oz ) ox oz )1 T oy k

Corollary En las condiciones anteriores, si el camipes cerrado, entonces
§ (PO y)dx+Quxy)dy} = 0
Y

y lo mismo se verificaria para integrales curvilineas&h

Example Calcular
if {(x?y cosx+ 2xy senx- y?eX)dx + (x?>senx— 2ye)dy>
Y

siendoy la hipocicloide ¥° + y?3 = a?3.



Example Calcular
@y
[y (Ot yydxs (x=y)dy)

alo largo de y= x°.
Example Probar que
1)
J. 0 {2(x? + xy)dx + (x? + y?)dy}

es independiente del camino de integracion y calcular sarval

Example Dada la integral

1-y? y }
J.7{(1+x)3 ot (1+x)2 dyp

siendoy cualquier camino que un@,0) y (1,1), probar que es independiente gde

y calcular su valor. Comprobar el resultado mediante la fidngotencial.

Example Calcular, mediante la funcion potencial, el trabajo efeado por la fuerza
-
F = (cosx- senysenx- cosy) para trasladar una particula desde el puri@ —r)

al punto(%,%).

Example Dado el campo vectoridf = (2y+ z,2x—z,x—Y), hallar el trabajo realizado
para desplazar un objeto des¢@@0,0) a(1,1,1).

Aplicaciones de la integral de linea.

Ademas de calcular el trabajo de una fuerza, podemos destaas aplicaciones
geomeétricas del concepto de integral de linea:

Longitud de un arco de curva.
Por la propia definicion de integral de linea, la longitucdudearco de curva entre los
puntosAy B viene dada por

L=[ J@o?+@y)?+(d2?
Y
expresion a la que denotaremos por

L:jydl

Asi, sila curva viene dada por sus ecuaciones paraméxicagt), y = y(t), z = z(t), la
longitud de arco entre dos puntdy B se calcular4 mediante

L= [0+ )+ @) e

siendoay b los valores de que se corresponden a los puntos extrefp$S.




Masas y centros de masas de distribuciones lineales.
® De acuerdo con la interpretacion fisicapgx,y, z) designa la densidad puntual
u. de masa
u. de longitud
mediante

) de una distribucion lineal, la masa de dicha distribucion se calcula

M= [ p(xy.2ds
Y
® En caso particular de que la distribucion sea homogéne&(sidad es constante,
p(x,y,2) = C) la masa sera
M=C-L

siendoL la longitud de dicha distribucion.
® El centro de gravedad de la distribucion lineal tiene pordeonadas

-1 . -1 . -1 .
X =g | % pey2dS ¥ = 5 [ yepey,2dS 7 = g [ 20 p(xy.2ds
y si la distribucion es homogénea, las formulas se simplificesultando

Yz%fydeVz%J.ydeZz%J.yzdS

Momentos de inercia de una distribucion lineal.
En general, el momento de inercia de una distribucién lingakpecto de cualquier punto,
eje o plano se calcula mediante

I :I 52(x,Y,2) « p(X,y,2)dS
Y

siendod(X,Y, 2) la distancia desde un punto cualqui®@,y, z) al punto, eje o plano
correspondiente.
De esta forma, obtenemos:
® Momento de inercia respecto del origen:

lo = I (X? +y2+2%) - p(X,y,2)dS
Y
® Momento de inercia respecto a los ejes coordenados:
Ix = [ (2 +2) - p(xy,2)dS
Y

ly = J. (X% +2%) - p(x,y,2)dS
Y

2= [ (@ +y?) - pxy,2)dS
Y
® Momento de inercia respecto a los planos coordenados:

loxy = _[ Z2 - p(x,y,2)dS
Y

lovz = _[ X2« p(x,y,2)dS

14
loxz = I y2 « p(x,y,2)dS
14
Example Una espiral de un muelle tiene la forma de hélice de ecuacion

r(t) = (acostasentbt), 0 <t < 2z. Hallar las coordenadas de su centro de masas
y los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados.



