10.

Ejercicios Tema 4NTEGRAL DE SUPERFICIE

(incluye ejercicios exdmenes cursos anteriores)

Hallar el flujo del campo vectoridf = (x,y,2) a través de la superficie total del cilindro
X2 +y2 < R?0 < z < h. (Solucién= 37R?h)
Por el teorema de Stokes, calcular la circulacion del vd%t@r(xzyS, 1,z) alolargo de la
circunferencia® + y? = R?, z = 0, tomando la superficie esfériza= ,/R? — x% — y?.
(Solucion=—=&)
Calcularjjsl_:) « RdS siendoF = (x,y,2) y Suna superficie cerrada arbitraria que determina
un sélidoV. (Solucion= 3Volumers))
Hallar el centro de gravedad de la superficie- y? + z2 = a? contenida en el cono
ztana = [x2+y?, 0 < a < £. (Solucién= (0,0,2 (1 + cosz)))
Hallar el flujo del rotacional d€ = (y,z x) a través de la superficie= 2(1 — x% - y?)
interceptada por el plano= 0. (Solucion=-r)
Hallar el centro de gravedad de la porcion de superficieriesf@omogénea
X% +y? + 72 = a?, situada sobre el primer cuadrante del plan@XY. (Solucién=
X=y=2z=%)
Usar el teorema de Gauss para calcular la integral de sciperfi

”(xz cosa + y?cosp + z2cosy)dS

S
siendoSla superficie exterior total del con@ +y? = 72,0 < z < 1. (Solucién= Z)

Dada la superficie cilindrica= y? delimitada por los planas=0,x=a,y =0,y = a,
comprobar que se cumple el teorema de Stokes, siendo

4 . « -z 6
F = (cosy + ycosx, sinx — Xsiny,—Xxyz). (SoIUC|on=—%)

(FEBRERO 2012)Sea la superfici&definida por
S=<{(xy,2) e R®: x®+y?+22=4,2> 0}

y seaF el campo vectoriaf(x, y,2) = (-y,yZ2,x?z). Calcular la integral del rotacional @&
a lo largo de la curva obtenida al intersectar la superSaen el plana = 1. Justificar el
procedimiento utilizado.

(JUNIO 2012) SeaSla porcion del paraboloide= x? + y?, situado en el primer octante y
limitada por el plana = 1. SeaF el campo vectorial dado por

I_:>(X1y12) = (y_ Z,Z—- X’X_Y)
a. Calcular”l_f - T dS siendor la normal interior al paraboloide.
S
b. Calcular directament§l_:> . d_r), siendoC la curva frontera d&

C
c. Comprobar el resultado anterior usando el teorema de Stokes



11. (SEPTIEMBRE 2012)Dado el campo vectorial
F(xy,2) = ((y-1)%+sin’(zx2 + 1), z+ cogy?), y + log(1 + x?) )
calcula el flujo saliente de su rotacional a traves de larigpe
P ={(xy,2) e R®: x2+y?—-7z=0,0<z<m}

es decir la integral
” rot(l_:)) ds

P
Justifica el procedimiento utilizado.
12. (FEBRERO 2013)Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas

F(r,0,2) = r2co() sin(8)e, — r2cog6) sin?(0)e; + (rsin(9) + coz2))K

_) - - -
donde{é’,aj, k} es la base de vectores movilesRfeasociada a dichas coordenadas:

12.a Escribe el campo vectori@l en coordenadas cartesianas.
12.b Determina el valor de la integral del campo vectordn(l_:)) sobre el semielipsoide
S (Figura siguiente) descrito por las ecuaciones

2
S= {(x,y,z) e R3: x2+y?+22=1,y<0}

Figuraej. 12.b

13. (FEBRERO 2013)Sea la superficid descrita mediante la parametrizacion

¥(0,9) = ((2+cogp))cog0), (2+ cogp))sin(), (2+ cog0)) sin(p))
con0< 0 < 2z, 0 < ¢ < 2z. Calcular la integral de superficie

”(x+ 2K - dS
e



Figura ej. 13

14. (JUNIO 2013) Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas
F(r,0,2) = r2co(0) sin(8)e, — r2cog6) sin?(0)e; + (rsin(9) + coz2))K
donde{é’,@;’,?} es la base de vectores movilesRfeasociada a dichas coordenadas:

14.a Escribe el campo vectoridiv(l_:)) en coordenadas cartesianas.

14.b Determina el valor de la integral del campo vectordn(l_:)) alolargo de la curva
borde de la superfici8 (Figura siguiente

2
S= {(x,y,z)e[R3: x2+y?=z,0<z< 3}

Figuras ej. 14.byej. 15
15. (JUNIO 2013) Dada la superficie cilindrica (Figura 15 anterior)

A= {(x,y,z) e R3: Lﬁgz}y +(y-cog2)?=1,0<z< 10}

calcular el flujo de calor a través de la misma que generanepoale temperaturas
T(xy,2) = z(x2+ (y-1)?)

suponiendo por simplicidad que la conductividad térmicacestante e igual a uno, es
decir, calcular la integral de superficie

[[vT-ds

A
Justificar el procedimiento utilizado.

Ayuda: Para describir una region cuya geometria se asemeja a undriti de seccion
eliptica con centro y semiejes variables con la altura puegksarse coordenadas
cilindricas de la form&r, 6,z), que se relacionan con las cartesianas mediante las



igualdades
X = p(z) + a(z)r cog0); y = q(2) + b(z)rsin(0); z=12

siendo &z), b(z) los semiejes de las secciones elipticdp(y),q(2)) las coordenadas del
centro. El rango maximo de los valores que pueden tomar esiaslenadas eB@ < r < 1,
0 < 0 < 2r, z € R. El determinante jacobiano es en este caso de la formaalz)b(2)r.

16. (SEPTIEMBRE 2013)Dado el campo vectorial escrito en coordenadas cilindricas
I_f(r, 0,2) = (r2co(0)sin(9) + z2sin(0))e; — (r2cogP) sin?(0) — z2cogh))ey + r cos(z)?
donde{e_r’,é;’,?} es la base de vectores movilesRfeasociada a dichas coordenadas:

16.a Escribe la expresion del campo rotaciorml(l_:)) en coordenadas cartesianas.

16.b Determina el valor de la integral dejt(l_f) sobre la superfici& (Figura siguiente

_ 3. 2 y? _
S= {(x,y,z)e[R DX+ 2+ codn2) z0<z< 4}

Figura ej. 16.b
17. (SEPTIEMBRE 2013) Calcular la integral del campo vectorial
F(xY,2) = (Y2 + Sinr?(zx2 + 1),z+ cogy?),y + log(1 + x2))
a lo largo de la curva obtenida al intersectar el paraboldélseccion eliptica
P= {(x,y,z) e R3:x%+ yTZ = z}

con el plana = 7 (Figura siguiente). Justificar el procedimiento utilivad

Figura ej. 17: Interseccion de
18. (SEPTIEMBRE 2013) Dada la superficie (Figura siguiente)

A= {(x,y,z) eR3:x2+y?+ (fo)z = 1}

y el campo de temperaturas



T(xy,2) = z(x+ (y-1)?)
determinar:
18.a Latemperatura de la regidd — R3 limitada porA mediante el célculo de la
integral de volumen

I I j T(x,y,2) dxdydz
Q

18.b El flujo de calor a través de la superfigde suponiendo por simplicidad que la
conductividad térmica es constante e igual a 1, es deciratede calcular la integral
de superficie

2

A ,ﬁ‘i“f“

Figura ej. 18.b:4A



