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ENUNCIADO Y RESUELTO

CUESTIONES TEORICAS.
1. Dado el campo vectorial escrito en polares

E(r,0) = cog0)e + rsin¥(9)e;
donde {E’,Eg’} es la base de vectores moéviles @ asociada a dichas coordenadas:

l.a Escribe el campo vectorial en coordenadas cartesianas.
b 4 . ,
1.b ¢Es el campd- conservativo? ¢ Por quée?

2. Sealafunciéon

f(2) = sin(2)
Z2(z+1)
indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o fals. Justifica adecuadamente la

respuesta.
2.a Existe una sucesion de numeros complejga,) de forma que

f(z2) = -1+ Zanz”, Iz < 1
n=1

2.b Se verifica la identidad
J. f(2dz= n(e—e?)i
Y

dondey es la curva eliptica de ecuacién
y(t) = mcogt) +i/2sint), O0<t<2r

10

Grafica Cuestion 2.b

SOLUCION:
(1.a) Para pasar a coordenadas cartesianas, hay que aplicar



X\ cogh) -—sin() cog6) B
y |\ sin®) cog6) rsin?@) |
( cos —rsin’g ) _ ( cogO(1 +rsind) —rsind ) _

cosd sing + r cosv sin% cosdsing + r cosv sin%

_ X+XY
( COSZQ(]. +y)-Vy ) sz):y2 A+y) -y y+ X2 4y2
= . . = y =
cosdsind(1 + rsinb) J><2)(+_3/2 e (1+y) >;>;++xyy22
ya que
cogf) = X = —X_:  sing) =¥ - L

JX2+y?
Por todo lo anterior, el campo se transforma en

2 B X+XYy Y2 Xy+Xy? >
F(X1y) - (_y+ X2+y2 )I + X2+y2 J

(1.b) Puesto que su rotacional es

7 7K
rot(F) = % 5% = =007
(v+%) %5 0
el campo ¢ es conservativo?.
(2) La funcidn tiene por puntos singularas= 0y z, = —i. El primero de ellos es una

singularidad evitable (ya que anula una vez al numeradodgm@bdminador; para calcular el valor
def en el punto cero, habremos de darle el valor de su limite @mard0, que si lo calculamos
resulta seri), mientras que el segundo es un polo simple. Lo que nos qiiéeieel apartado
(2.a) es qué admite un desarrollo en serie de McLaurin, lo que seré cg&f{®) = —i, cosa que
es cierta, y sf es analitica en el punta = 0, cosa que también es cierta. Por tanto, la
afirmacioén de (2.a) es verdadera.

El apartado (2.b) nos pide que calculemos la integrdl desa que haremos por el teorema
de los residuos. Asi, como solo el puzto= —i es un polo, tendremos

[ f@dz= 2ri Red(-i) = 2n (5’,(("% _ 2ni%i") _ 27sini) =...— —n(e—e)i
, _ _
Por lo tanto la igualdad NO es cierta (solo se diferencia esigeb).

NOTA: Para calcular si), se han utilizado las formulas de Euler

sin(i) = & Eie_i siendoe’ = cog1) +isin(1)

NOTA: Esta integral también podiamos calcularla usand®lasulas integrales de Cauchy,
para lo que tendriamos que considerar

[ 92 ., . N
L f(2)dz = L 2 5dz = 27 -g(-i) = 2r

i sin(—i)
—i

siendog(z) = 12



PROBLEMA 1. Calcula las integrales de los campos vectoriatea lo largo de las curvas
gue se indican (orientadas positivamente). Justifica el mcedimiento que uses en cada
caso.

(1.a) CampoF(xy) = (2x—ysin(xy),—xsin(xy) + (y — 1)*)

Curva y(t) = (1+ L) (cogt),)sin(t), 0 <t < 4.

Curva l.a Curval.b

(1.b) Campo 8(x, y) = ((1+X)y?,7x — log(1 + y?) cogy* + 3y))
Curva o(t) = ((2+ cog10t)) coqt),sin(t)), 0 < t < 2r.
AYUDA: Cualquier curva de la forma o(0) = (a(6) coq0), B(0)sin(8)), cona, B
funciones continuas y2r — periddicas(es decir,a(0) = a(27) y p(0) = B(2r)) es
frontera de un conjunto D < R? que puede describirse en coordenadas elipticas como

Xy) e D < x=r-a(@)codl),y=r-p@)sin0h),0<0<2r,0<r<1

SOLUCION: Para el apartado (1.a): La curyano es cerrada, pero, la integral de linea
jy F - dr esindependiente del camino de integracion (ya que si llaos®(x,y) = 2x — ysin(xy)
aQ

y Q(x,y) = —xsin(xy) + (y — 1)?, se verifica que% = =) Portanto, en lugar de considerar el

camino propuesto, tomaremos la recta ggjgue une los puntodl,0) y (1 + 27), sabiendo que
una parametrizacion de este camino viene dada por

yi(t) = (1,0), 1<t<1+2n
Entonces

[Far=] Fear-.- fi+2”2t-dt

integral que es inmediata.

Para (1.b), si hacemdXx,y) = (1 +X)y?y Q(x,y) = X —log(1 + y?) cogy* + 3y), se
verifica queg—s + %, por lo que la integral que queremos calcular seréa depetedigh camino
de integracion. Al ser éste cerrado, aplicaremos el teotentareen en el plano, por lo que

La L = J-D_[(% - %I;)dXdVZ _g(fr - 2(1+ x)y)dxdy

siendoD la region que encierra la curva. Usando la indicacion deheiaglo, esta integral doble
la calcularemos haciendo un cambio a coordenadas elipticas

Xx=r-a(@)cogl),y=r-pO)sinB),0<0<2r,0<r<1
donde en nuestro caso



a(0) =2+cog109)y o) =1
por lo que el cambio sera
X=r+(2+cog100))cogh),y=r-sin(f),0<0<2r,0<r<1
No se nos tiene que olvidar multiplicar por el jacobiano @hbio, que viene dado por

N N
or 00
es decir
5_ | (2+cod1))cot6) r(~10siN100)cosh) - (2+ cos109))sin(®)) | _
sin(0) rcogo)

= 2r + 10rcog#) sin(f) sin(109) + r cog109)
De esta forma

f G.dr = H(n—z(ux)y)dxdy:
D

= J.z” do I;(n —2(1+r(2+coq109))cog0))rsin(@))(2r + 10rcogH) sin(f) sin(100) + rcog109))dr

y calculando, resulta ser

PROBLEMA 2. Dado el campo vectorial
F(xy,2) = ((y-1)?+sin®(zx? + 1), z+ cogy?), y + log(1 + x?))
calcula el flujo saliente de su rotacional a través de la supgcie
P ={(xy,2) eR®: x®+y?-2z=0,0<z<7)

” rot(l_f) ds

P

es decir la integral

Justifica el procedimiento utilizado.

SOLUCION:

Este problema podemos resolverlo de forma directa o usdnidorema de la divergencia
(cerrando la superficie). Veremos que es mas aconsejaizaito de la segunda forma (ya que
las integrales a calcular son mucho mas sencillas):

Silo resolvermos DIRECTAMENTE, se tiene que

” rot(l_:))dS= ” rot(l_:)) -NdS= ” rot(l_:)) -1, /4x% + 4y? + 1dxdy
P P D
siendoD la proyeccién de la superficig sobre el planXY; es decir
D={(xy) eR*: ®+y?<r}
y i el vector dado por



Fo VS _ XN ientras quelS— JA + 4y? + 1 dxdy
VS| 4x2 + 4y? + 1

Como
T 7 K
2 2 2 0 _ —2X o0y _
rot(F) = x E] o - (0’ @) 2V 1))
(y—1)%+sim(nx2+1) z+cogy?) y+log(l+x?)

Yy _ 20y - 1))dxdy

resultara ser
” rot(ﬁ)d8= 'L'[ rot(l_f) <7 /4x% + 4y? + 1dxdy =.. .= _Lf( 1)

P
gue si resolvemos usando un cambio a coordenadas polares
arcos6)rsin®) _ 2(rsin(0) — 1))rdr

”mt( )ds- f o ((1+r20052(0))

Esta ultima mtegral es mas facil de calcular si integranmioegro respecto dé y después

respecto de, es decir, si hacemos
- o 20 [ 4rcog0)rsin(@) . B
”rot(F)dS— jo rolrj0 ( Lrroeos()) ~ 2SO -1 Jdo

Operando, resulta ser
” rot( )dS 47rJ‘ rdr = 272

P

NOTA: También podriamos resolver este ejercicio usando el Th diedagencia (Gauss)
de la forma siguiente: Consideramos la superficie cerfidiada por la unién de la superficie

y de su tapa” (es el circuloc + y? < r). Por el teorema de Gauss, sabemos que
[[Bds= [[[aiv(G)
! V
siendoV el volumen interior al paraboloide que estamos considerdasta igualdad, para

— - .
nuestro caso, Yy als§ = rot(F) se convierte en

”rot( )dS Mdlv(rot( ))dxdydz 0

puesto queilv(rot(_))) = 0 (basta con hacer los célculos). Entonces, y puesto que

” rot(l_f)dS= J;;[ rot(l_f)dS+ ” rot(l_:))ds

7)//

tendremos que el flujo que nos piden calcular coincide con

”rot( )dS— ”rot( )

zPH

es decir
” rot(l_:))dS= —” rot(l_f) - HdS= ” —2(y - 1)dxdy
" D

P
puesto qual = (0,0, 1). Si calculamos esta Ultima integral doble por cambio a pslaesulta



ser

jpj rot(T:’) ds= ij _2(y— 1)dxdy= jz do j:_ _2(rsin(9) — yrdr =...= 272

PROBLEMA 3. Sealafuncion
f(2) = x+y|+i(y—-X)

(3.a) Determina el conjunto de puntos del plandC en los quef es derivable.
(3.b) Calculalaintegral de f alo largo de la circunferenciaunidad,

I f(z2)dz
cono(t) = €', t e [0, 2r].

SOLUCION: Teniendo en cuenta qipe+y| = X+, Six+y > 0; y X+ Y| = =(X+Y), Si
X+Yy < 0, tendremos que

X+y+iy—Xx) six+y>0
f(2) = . .
—X-y+i(y—Xx) Six+y<0

Por tanto consideraremos ambas regiones para estudiataceaerivable (apartado (3.a)):
- Six+y > 0 : Sidetonamos par = x+Y, V=Y — X, es inmediato ver que se cumplen las
ecuaciones de Cauchy - Riemann, por lo fisera derivable en dicha regién del plano complejo.
- Six+y < 0 : Sidetonamos par = —-x—Yy, v =y — X, es inmediato ver que NO se cumplen
las ecuaciones de Cauchy - Riemann, por lofgN® sera derivable.

Para (3.b): Puesto que la circunferencia unidad se eneueni@mbas region&s; y D,
(siendoD; el conjunto de puntos del plano tal gue y > 0y D, el conjunto tal quex+y < 0),
tendremos que

§ f(zdz = _[ f(zdz+ I f(z2)dz
o D; D>
y si calculamos ambas integrales de forma directa
3r/4
_[ f(2dz = _[ X+y+i(y—x)(X +iy)dt= _[
D1 —nl4
mientras que

Trld
_[ f(2dz = _[ (X—=y+i(y—x)(X +iy)dt =
D> 3r/4

3nl4
/ (cost + sint + i(sint — cost) ))(—sint + i cost)dt = 0
nl4

Trl4
= J. / (—cost — sint + i(sint — cost) )(—sint + icost)dt = (1-i)x
3r/4

Asi,
j f(2dz= (1-i)x

PROBLEMA 4. Discute en funcion del radio g > 0 los distintos valores de la integral



J‘ Z+1 dz
y Z2(Z2+1)(422 - 10z + 4)
siendoy(t) = i + Be, t € [0, 2r], la circunferencia de centroi y radio f.

SOLUCION: Las singularidades que tiene el denominadorzoa 0 (que es un polo
T : - e ” .

dObl'e),Zz,g = +i (ambos son p_olos_ simplespy = 2,75 =  (también polos simples). Por tanto,
segun los valores dé > 0 distinguiremos:

- Si B < 1 : So6lo hay una singularidad dentro de la circunferenciaesentraz, = i).

-Sip < % : Hay dos singularidades dentro de la circunferencia gsoniy z; = 0).

- Si < 2 : Hay tres singularidades dentro de la circunferenciafseni, zz = 0y
Z5 = %)

- Si B < J/5 : Hay cuatro singularidades dentro de la circunferencia #se- i, z; = 0,
Zs = < yz3=—i).

-SiB > J/5 : Las cinco singularidades estan dentro de la circunfeaenci

(Hemos distinguido estos valores en los que vAya que la singularidag, = 0 esta a una
distancia de 1 del centro de la circunferencia, mientradajgmgularidadz; = i es el centro de
la circunferencia; el puntm; = —i esta a una distancia 2 del centzg;= 2 esta a distancid 5
del centro yzs =  esta a@ del centro).

Por tanto sélo hemos de calcular los respectivos residuoadauna de las singularidades y
aplicar el teorema de los residuos segun los valorgs de

Como se tiene que

d +1 _ _5
Res(0) =13 dz( 22+ 1)(42 - 102+ 4) ) T8
Resfi) p((')) .-k
Resti) = p(( l)) =..= —%
_ P2 a7
Res(2) = 415 == 155
1,_ p1/2 17
Res(z) = —q/(1/2) =.==30
siendop(2) = z# + 1yq(2) = 2%(Z? + 1)(42%> — 10z + 4), entonces:
Sip<1:
[ Z+1 dz = 2riResfi)
y Z2(Z2+1)(422 - 10z + 4)
-Sifi< % :
[ @ 1)2(4 ot 4y d2= 2xi(Resfi) + Res{0))
Sip<2:
[ Z+1 dz = 2ri(Resfi) + Resf0) + Res1/2))
y Z2(Z2+1)(422 - 10z + 4)
-Sip<J5:
[ @ 1)2(4 4;21_ 1o 4y 92= 2ri(Resti) + Res(0) + Rest1/2) + Res{-i)

-Sip> J5:



Z4 1 . .
Iy T 1)(4;2 105 ) dz = 2zi(Resfi) + Resf0) + Res{1/2) + Rest-i) + Rest2))



