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Introduccion.

Recordemos que el teorema de Cauchy-Goursat nos afirmaba que si una funcién es
analitica en todos los puntos de un contorno cerrado simple y y en todos los puntos de su
interior, el valor de la integral de la funcion a lo largo de ese contorno es cero. Sin
embargo, si la funcion no es analitica en un nimero finito de puntos interiores a y, existira,
como veremos en este tema, un nimero especifico, llamado residuo, con que cada uno de
esos puntos contribuird al valor de la integral.

Asi, en este tema vamos a desarrollar un resultado de los mas importantes en el Analisis
Complejo, y con diferentes aplicaciones en ciertas areas de Matematica Aplicada: el
teorema de los residuos.

Puntos singulares aislados de una funcion.
Comenzaremos el tema recordando una definicion ya establecida en el tema de
funciones analiticas:

Definition Se dice que un punto zo es un punto singular aislado de la funcion f(z) si
existe una bola centrada en zp, B(zo,r), tal que f es analitica en dicha bola
salvo en el punto z = z,.

Example Varios ejemplos.

Segun sea el comportamiento de la funcion f(z) cuando z — zg, pueden distinguirse tres
tipos de puntos singulares aislados: punto singular evitable, polo y punto singular esencial.

Definition Sea zo un punto singular aislado de f. Entonces:

a) Si f se puede convertir en analitica en toda la bola B(zo, r), asignandole
a f un valor adecuado en zy, se dice que zo es un punto singular evitable de f.

b) El punto zo es un polo de orden n de f si f se puede expresar en la forma

f(z) = (Z?(Z?)n ,conn > 1, yguna funcién analitica en un entorno de z, y tal

que g(zo) # 0. Cuando n = 1 se dice que zo es un polo simple.

c) A una singularidad aislada z, de una funcion analitica que no sea



evitable ni polo se le llama singularidad esencial.

Remark Una forma equivalente de dar la definicion anterior seria: si existe y es
finito !LrZTg f(z), la singularidad z, es evitable; si !LrZT; f(z) es infinito, la
singularidad es un polo; y si !Lrggf(z) no existe, la singularidad es esencial.

Una consecuencia inmediata es que los ceros y los polos de orden n se encuentran
estrechamente vinculados, ya que se verifica el siguiente resultado:

Proposition Sea f analitica en B(zo,r). Entonces, f tiene un cero de orden nen zo si'y
solo si la funcion % tiene un polo de orden n en z,.

Los tipos de puntos singulares aislados estan estrechamente ligados con el caracter del
desarrollo de Laurent de la funcién f(z) en B*(zo, r):

Theorem Sea zo un punto singular aislado de una funcién analitica f. Sabemos que
en B*(zo, r) existe el desarrollo de Lgurent
_ 00 n 0 n .
f(2) =2 ,an(z—20)"+2 R Entonces:
a) Siesb, = 0Vn > 1, lafuncién f(z) tiene en zo una singularidad
evitable, y la serie de Laurent coincide con la serie de Taylor. Y
reciprocamente.

b) Si solamente hay un ndmero finito de b, = 0, entonces f posee un polo en
Zo. Siesbn # 0ybpg = bn2 =..= 0, el polo es de orden n. Y reciprocamente.

c) Si hay un namero infinito de b, # 0, entonces f posee una singularidad
esencial en zo. Y reciprocamente.

Remark Es posible estudiar el comportamiento de una funcion f(z) en el punto del
infinito: Para ello, solo se ha de estudiar el comportamiento de la funcién
f(1/z) en el punto z = 0 (Asi, f sera continua, derivable o diferenciable en
z = oo, si f(1/z) loesen z = 0; si f(z) fuese analiticaen R < |z| < oo,
haciendo z = 0 en f(1/z) se observa que z = oo es un punto singular aislado,
que podra ser singularidad evitable, polo o singularidad esencial).

Residuos: Definicion y calculo.

Ya tenemos establecido que si zo es un punto singular aislado de f, existiraun r > 0 tal
que f serd analitica en B*(zo,r). Asi, Vz € B*(zo,r), f admitird un desarrollo de Laurent de
la forma Z:}w cn(z — 20)". En particular, el coeficiente paran = —1 es ¢_1, cuya expresion

viene dada por
_ 1
C1= 5~ J.y f(z)dz

siendo y cualquier circunferencia de centro zo contenida en B*(zo,r) y recorrida en sentido
positivo. Precisamente, a este coeficiente c_; se le Ilamara residuo de f en zo y se designara
por Resf(zo), por Res(f,zp), o simplemente por B cuando z, Yy f estén claramente indicados.

Puesto que en definitiva, Resf(zo) no es sino el coeficiente de _120 en el desarrollo de

Laurent de f en zo, serd interesante que, a fin de evitar calcular desarrollos de Laurent (ya




gue en muchos casos no se podra recurrir a desarrollos conocidos y no tendremos mas
remedio que aplicar el teorema de Laurent), veamos como pueden calcularse tales residuos
segun sea el caracter del punto singular aislado. Asi pues, se verifican los siguientes
resultados:

Proposition Sea zp un punto singular aislado de una funcion f. Entonces:
a) Si zp es una singularidad evitable, Resf(zo) = 0.
b) Si zo es un polo simple,
Resf(zo) = !errg(z —20)f(2)

¢) Si zo es un polo de orden n,

Resf(z0) = g3y il s 12— 20)"))

d) Si zo es una singularidad esencial, Resf(zo) se ha de calcular de forma
directa, es decir, obteniendo el coeficiente c_; del desarrollo de Laurent de f en
Z0.
Como consecuencia de los apartados a) y b) de la proposicion anterior, se verifican los
siguientes resultados, que son interesantes de conocer por su gran aplicabilidad:

Corollary Se verifican:

a) Seaf(z) = % con py g analiticas en zo, p(zo) # 0, q(zo) =0y

q'(zo) # 0. Entonces f(z) tiene un polo simple en zo y el residuo de f en dicho
punto viene dado por

Resf(zp) = %

b) Sea f(z) = % con py g analiticas en zg, p(zo) # 0,
q(zo) = 9'(20) =...= 9"V (z0) = 0, pero q™(zo) # 0. Entonces f(z) tiene un
polo de orden n en zo. En particular, sin = 2, f posee un polo de segundo
orden en dicho punto y su residuo viene dado por

_ 5 P'(20) _ 2 p(20)q"(20)
Resf(zp) = 2 qN(ZO) 3 q//(zo)z

Example Varios ejemplos.

El teorema de los residuos.

Sabemos que si una funcién f tiene s6lo un nimero finito de puntos singulares interiores
a un contorno cerrado simple dado y, éstos han de ser aislados. El teorema de los residuos
sera un resultado preciso del hecho de que si ademas f es analitica sobre y, donde ésta esta
recorrida en sentido positivo, el valor de la integral de f a lo largo de y es 2ri veces la suma
de los residuos en esos puntos singulares:

Theorem (Teorema de los residuos) Sea y una curva cerrada simple y regular a
trozos, y f una funcion analitica sobre y y en su interior, salvo en un nimero
finito de singularidades z1, zy, ..., z, interiores a y. Entonces



j f(z)dz = 2xi Y Resf(zy)
14 k=1

Example Calcular | %dz siendo y el circulo z = 2 positivamente orientado.
) 2
Remark Para el caso particular en que la funcion f del enunciado anterior sea
ademas analitica en todo el plano exterior a y, resultara a veces mas eficiente,
sobre todo desde el punto de vista practico, calcular j f(z)dz hallando un solo
Y

residuo de una cierta funcion relacionada. Concretamente, podremos sustituir
la expresion que nos da el teorema de los residuos por

jy f(z)dz = 27riRes(Z% .f(%),o)

Aplicacion al calculo de ciertas integrales reales.
Finalizaremos este tema estudiando una aplicacion que tiene el teorema de los residuos.
En concreto veremos la aplicacion al calculo de ciertas integrales reales:
El teorema de los residuos nos proporcionard un método sencillo para calcular algunos
tipos de integrales reales sin necesidad de conocer una primitiva de la funcion integrando.
@ Integrales de la forma jz” R(cosx,sinx)dx, donde R es una funcién racional de cosx y
sinx : Estas integrales pueden resolverse introduciendo la variable complejaz = e, de
manera que el intervalo [0, 27 ] se transformaré en la circunferencia |z| = 1 recorrida en
sentido positivo. Teniendo en cuenta la sustitucion anterior, obtendremos

J.zn R(cosx,sinx)dx = '[|Z|_1 R( 22+1 221 )Q

2z ' 2iz iz
y resolveremos esta ultima integral por medio del teorema de los residuos.

® Integrales de la forma rw f(x)dx, con f(x) = g”(())(()) , donde P y Q son polinomios de
o N

grado ny m respectivamente. Si Qn(x) = 0y m > n + 2, entonces se verificara
[ T H00dx = 27 3 Resf(2)

en todos los polos del semiplano superior.

“+00 - sy Ve
@ Integrales de la forma IO xaf(x)dx, 0 < a < 1 : Si f es analitica salvo en un nimero

finito de singularidades zx (k = 1,2,...,m), no tiene polos en el semigje real positivo y
limz2f(z) = Izir(r)l z?f(z) = 0, entonces

m
a1 __ ge"
IO xaH(x)dx = sinax kZl:ResF(zk),

siendo F(z) = z27(2).

® Integrales de la forma f;oo f(x) logxdx : Si f es analitica salvo en un numero finito de
singularidades zx, (k = 1,2,...,m), no tiene polos en el semieje real positivo y



limf(z)(logz)* = IZier(z)(Iogz)2 — 0, entonces

j:o f(x) logxdx = %Re{z ResF(zk)},
k=1

siendo F(z) = f(z)(logz)>.

® Integrales de la forma jj: ePf(x)dx : Si f es analitica salvo en un nimero finito de
singularidades, no tiene polos en el eje real y se cumple !{im max{|f(z)|; lz| = R} =0,
entonces

m
j ePf(x)dx = 27i Y ResF(z),
0 k=1

siendo zx (k = 1,2,...,m) los polos de f en el semiplano superior y F(z) = eP*f(z).

@ Integrales de la forma fgw f(x) cos axdx, jgw f(x)sinaxdx : Si f es analitica salvo en un
numero finito de singularidades, no tiene polos en el eje real y se cumple
lim max{[f2)|; z| = R} =0,

entonces:

j;w f(x) cosaxdx = Re{ni > ResF(zk)},

k=1
siempre que f sea par, mientras que si es impar,

I:O f(x) sinaxdx = Im{n > ResF(zk)},

k=1
siendo zx (k = 1,2,...,m) los polos de fy F(z) = eP*f(z).



