Profesor Roque Molina Legaz

Tema 4: INTEGRAL DE SUPERFICIE

Introduccion.

De la misma forma que la integral de linea extiende el conapintegral sobre un
intervalo del eje real al caso de curvas en el espacio, lgratde superficie extendera la
definicion de integral sobre un dominio plano al caso de digies alabeadas.

Existe gran similitud en el estudio de las integrales sdbesk y superficies, tanto en las
definiciones como en las interpretaciones y aplicacioAkigual que en la integral de linea
interviene el sentido del recorrido de la curva de integmacen las integrales de superficie es
necesario distinguir las dos caras de las superficies Hashilateras u orientables. Como se
verd, la distincion entre ambas caras de integracion seahtegag&és de criterios basados en el
sentido del vector normal a la superficie.

Superficies bilateras. Ejemplos y definiciones previas.

Definition Se define unauperficie parametrizad& como la imagen de una funcion
® : Q c R?>-»R® dada pord(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)). A la funciond se le
llama parametrizaciéonde S Si ® es diferenciable (lo que equivale a decir que sus
componentes son funciones diferenciables), se dice qupé&ficie S es
diferenciable

Remark En general, y al igual que ocurre con las curvas, se tienderduwdir la
superficie con su gréfica en el espacio. Sin embargo, ésitaadike define como

gréfica(®) = {®(u,v) | (u,v) € Q}
que es el conjunto d&° que representa .

Example Dada una funcion de dos variables D — R?- R, ésta define de forma natural
una superficie de la formé : Q < R?-R® dada por

X(u,v) =u

y(u,v) = u
Z(u,v) = f(u,v)

Asi, por ejemplo, si consideramdg.fy) = x? + y? definida en
D =[-1,1] x [-1,1] se obtiene una superficie cuya grafica viene dada por



De igual forma la gréfica de(k,y) = cogx - y) definida en
[-m, ] x [-m,w] es

O
Il

Caso aparte es la "silla de montar”, que es la gréafica de ladign f(x,y) = x? — y?
que, por ejemplo definida en B [-2,2] x [-2, 2], resulta ser

Example (Plano)Obviamente, cualquier plano d&® es una superficie. Sabemos que un
plano viene dado por una ecuacién del tipo-ABy+ Cz+ D = 0. Si, por ejemplo,



suponemos que A 0, podremos despejar x de la ecuacion anterior y obtendremos
que el plano viene dado por la siguiente parametrizacghon R~ - R®

x(u,v) = +(D-By-C2

y(u,v) =u
z(u,v) =V

Example (Esferay elipsoidefl elipsoide de centrxo,Yo,20) € &2 viene dado por la
ecuacion implicita
2 2 2
(X—>2<o) L Y=y)  (@Z-20)"
a b2 c?

donde a b, c son reales positivos. Cuando=ab = ¢ = R, obtenemos una esfera de
radio R, dada por las ecuaciones

(X=%0)?+(Y=Y0)? + (z-20)* = R
En este caso, para dar una parametrizacion de la misma pusdacensejable usar
coordenadas esféricas:

X(¢,0) = Xo + Rcospsingd
Y(9,0) = yo + Rsinpsing
2(9,0) = 20 + Rcod

dondeg € [0,27]y 6 € [0,7]. Por ejemplo, si consideramos que la esfera esta
centrada en el origen y que su radio es=R2 su representacion grafica sera

En el caso mas general del elipsoide, la parametrizacioa gerla forma
X(p,0) = Xo + acosp sind
y(9,0) = yo + bsingsind
Z(¢p,0) = 20+ ccoY

de manera que si consideramos el elipsoide centrad®gh0) y con semiejes
a=3 b=2yc=1tendremos



En este caso también podriamos haber considerado para perenar la esfera la
misma consideracion que hemos realizado anteriormenta paalquier funcion de
dos variables de los ejemplos anteriores, aunque en tal lzassfera seria la uniéon
de dos gréaficas cuyas parametrizaciones serian

x(u,v) = u x(u,v) = u
y(u,v) =v y y(u,v) = v

Z(u,v) = +yR? —u? —V? Z(u,v) = —yR? —u? —V?

Example (Cilindros) Un cilindro podemos pensarlo como una superficie que sergeaie
repetir una curva plana una cantidad infinita de veces, oue gs lo mismo, la
superficie que se genera al desplazar una curva plana a lgdapor ejemplo, de un
eje. Consideremos como ejemplo un cilindro de base circdialo por la ecuacion
x2 +y2 = R?, donde 0< z < h. Notemos que es la base del cono (en este caso la
circunferencia ¥ + y? = R?) la que se repite. Por ello, si la curva plana tiene por
ecuaciones parameétricagt) = (x(t),y(t)) conte [a,b], una posible
parametrizacion para el cono de bagé) seria la dada por

X(u,v) = x(u)
y(u,v) = y(u)
Z(u,v) = v

conue [a,b]yv e [0,h]. Por ejemplo, si tomamos el cilindro de basemxy? = 4,
donde 0< h < 5, su parametrizacion seria

x(u,v) = 2cosu
y(u,v) = 2sinu
zZ(u,v) = v

conue [0,2r]yVe [0,5].



Para el caso de un cilindro parabdlico con base la parabola yx? se parametriza

como
X(u,v) =u

y(u,v) = —u?
z(u,v) = Vv

y si consideramos que @ [-1,1] y v € [0,5], tendremos

Example (Conos)La ecuacién normalizada de un cono viene dada gor y? = z2. Para
parametrizar dicha superficie es aconsejable tomar cooadias cilindricas. Para
ello sabemos que para cada=zz, € R se tiene una circunferenci& x y? = z3,
gue se escribe en coordenadas polares, teniendose porleaptwametrizacion

X(u,v) = vcosu
y(u,v) = vsinu
Z(u,v) = v

conue [0,27]y Vv e R. Silo representamos cone« [0,1] se tiene



Supongamos entonces gees una superficie diferenciable ém, Vo). Sile damos a un
valor fijo up, se obtiene una funcidR -R? dada pot —~ ®(uo,t) cuya imagen es una curva

®(uo,V) = (X(Uo,V),Y(Uo,V),Z(Uo,V))
sobre la superficie, y cuyo vector tangente en el puptesta dado por

Ty = (%(UO,VO)1 %(UO,VO)1 %(UO,VO))

De manera analoga, si fijamus= vy tendremos la curva~ ®(t,vo) dada por
®(u,Vo) = (X(u,Vo),y(U,Vo),z(U,Vo))
gue tiene por vector tangente enel dado por

Como los vectore$, y Ty son tangentes a dos curvas sobre la superficie en el punto
®(uo, Vo), deben determinar yslano tangentea la superficie en este punto; esto es, el vector
T = Tu x Ty es normal a la superficie. Asi, se dice que la superficeuase en un punto

®(Uo,Vo) Si T # 0 en(up, Vo). La superficieSessuavesi es suave en todos los puntosSie
Intuitivamente, que una superficie sea suave significanguieene "esquinas”.
Por tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficié o (Xo, Yo, Zo) viene dado por

(X—X0,Y—Y0,Z2—20) + T =0
Veamos algunos ejemplos:
Example Sea la esfera%+ y? +z?2 = 1 dada por su parametrizacion (coord. esféricas)
X(¢,0) = cospsind
y(p,0) = singpsing
Z(p,0) = cosd
cong € [0,27] 0 € [0,7]. Entonces
T, = (—singsind,cosp sind, 0)
Ty = (COSp O, Sing cosH,—sind)
y el vector normal sera



[ ] Kk
" =T,xTyp=| —sinpsind cospsing 0 =
Ccospcosf sinpcosy —sind

= (—cosp - (sind)?,—sine(sind)?,—sind cosd)
= —sing - (X(QD’Q)’Y((PyQ)yZ((D’Q))

Example Sea el cono dado por la parametrizacion
x(U,v) = ucosv
y(u,v) = usinv
z(u,v) = u
conue [0,1]y v e [0,2r]. Entonces
Ty = (cosysiny,l) 'y T, = (-usinvucosy0)
y el vector normal sera
[ j k
A=TuxTy=| cosv sinv 1|=
—usinv ucosv 0

= (ucosvusinyvu) = u-(cosysiny,1)

por lo que el cono sera suave excepto cuando @, o lo que es o mismo en el el
punto(0,0,0).

Al igual que en el caso de las integrales de linea interviésergido del recorrido de la
curva de integracion, en las integrales de superficie essagio distinguir las dos caras de la
superficie (siempre se trabajaran cuperficies biladterasu orientables). La distincion entre
ambas caras de integracion se haré a través de critericddsasa el sentido del vector normal a
la superficie. El criterio mas usual, y que sera el que nos@mplearemos, consiste en tomar
comocara superior o positiva aquella en la que el vector normal forma en cada uno de sus
puntos un angulo agudo con la direccion positiva del3yees decir, tal que cgs> 0, siendo
cosy el coseno director en dicho eje; anadlogamenteala inferior o negativasera aquella en
la que el vector normal forma un angulo obtuso con la direcpisitiva del ejédZ, es decir, tal
gue coy < 0. Ambas caras se encuentran separadas ponébrno o frontera, de forma que
un punto mévil sobre la superficie, para pasar de una a otea @ebera interceptar al contorno.

Antes de proceder con integrales de superficie considae@rimero el problema de
calcular el &rea de una superficie, de forma analoga a corebaapitulo anterior se considero el
problema de hallar la longitud de un arco de curva:

Definition Se define efrea de una superficie parametrizadamediante
A® = [[ITux Tull - dudv
Q

donde|| T, x Ty|| es lanorma de Ix T,. Si S es la unidn de superficies Su area
es lasumade las areas de las S

Example Vamos a calcular el area de la esfera de radio 1 dada en el piendlejemplo



anterior: Como sabemos que
T =T, x Ty = (—cosp - (sin)?,—sing(sing)?,—sind cosy)
sera
2 T
A —”HT x Tyl - dpd =....= [ sing - dpdd = [ " dp [ "sin0 - do = 4z
0 0

Q

Remark Para el caso particular en que la superficie S venga dada dar@a z= f(x,y),
ésta admitira la parametrizacion dada por=xu, y = v, z = f(u,v), por lo que si f
es de clas€ ™V, la formula para el calculo del area de S se reduce a

w9 = [[)(ZL)(2) 1 0a
Q

Establecidos estos preambulos, podremos pasar a defauneépto de integral de
superficie, lo que haremos inicialmente para el caso deduas escalares, y con posterioridad
extenderemos dicha definicion al caso de funciones vedésti

Integral de superficie.

Integrales de funciones escalares sobre superficies.
Definicidn y propiedades.

Consideremos una superficibilatera, dada por su ecuacion paramétdicaQ — R?-R3y
seaF : A < R® - R un campo escalar definido soleque supondremos también acotado y
continuo. Para definir la integral desobreS, procederemos como en temas anteriores:
Realizaremos una particion arbitraria8lenn areas curvas parcialegescamas de superficie
cada una de ellas con &rea S (k= 1,2,...n). En cada una de ellas elegiremos un punto
arbitrario intermedid(«, n«, 0x). La suma integral (suma de Riemann) se define como la suma de
productos de los valores que tofR&n los puntos intermedios por las correspondientes areas
parciales:

n
F($1,12,83) * A1 S+ +F(Cn1n,0n) + &0 S= D F(Cka M dk) * Ak S

k=1

Definition Si existe el limite de la suma anterior cuande-no y Ax S - 0 (es decir,
cuando consideramos una sucesion de particiones de S cadaag&finas y con
norma tendiendo a)) siendo este limite independiente de la particién en &reas
curvas parciales realizada y de la eleccion de los puntoesrimedios, a su valor le
llamaremosntegral de superficiede ®(X,y, z) sobre S, y se representara por
| <F - dS, es decir

H FodS—lim 3 F(Cundo) - 4xS

Ak&o k=1

Por supuesto, y como ya hemos visto cada vez que hemos iaiilodin nuevo concepto de
integral, esta definicibn no nos servird para abordar téireente el calculo de la integral de
superficie, aunque si nos permitira establecer sus prageximas importantes. Entre éstas,
resaltaremos:

Proposition En las condiciones anteriores, se verifican:



a) Las funciones continuas en S son integrables.

b) Las funciones casicontinuas (funciones acotadas camsarho, un nimero
finito de discontinuidades) son integrables.

c) Linealidad:

_”(F+G).dS= ”F.dSJr“'G.dS

S S S

”c-F-dS= c”F-dS (ccte)

S S

d) Particion del dominio de integracionSi S= Uirzls-, siendo $superficies
gue no se intersectan excepto, quiza, a lo largo de las cugquagiefinen sus

fronteras, entonces
”F-dSzZm:”F-dS

S i=1 S

Célculo préactico de integrales de funciones escalare® suiperficies.

Una vez establecido el concepto de integral de superfiaig @bordar su calculo desde el
punto de vista practico. Para ello distinguiremos que l&digie Svenga dada por una
parametrizacion o por una expresion explicita (por ejeng#da formaz = f(x,y)). En
cualquiera de estos casos habremos de sustffgn funcidon de algo que sepamos calcular (por
ejemplo, siSviene dada por sus ecuaciones parameétricas con paramgtrésndremos que
expresadSen términos delu, dv; si Sviene dada poz = f(x,y), tendremos que expres@sen
términos delxy dy). En definitiva, se prueba que tenemos los siguientes casos

@ SiSviene dada po® : Q < R2-R3, con®(u,v) = (X(u,v),y(u,v),z(u,v)), resulta ser

[[F-ds= [[F@@v)) - ITuxTv] - dudv
S Q
gue ya es una integral doble sobre el recinto
® SiSviene dada en forma explicita, distiguiremos los siguentsos, segin proyectemos
sobre segun que plano coordenado:
- Proyeccion sobreXyY : En este cas8viene dada por una ecuacion de la forma
z = f(x,y). Entonces si representamos jmora la proyeccion d&sobre el plano RY, se

obtiene
[[F-ds= ”F(x,y,z(x,y))‘/lJr (%)Z (2_5)2 - dxdy

S D

De forma anéloga:
- Proyeccién sobreX¥ : Si representamos p@r, a esta proyeccion y si la ecuacion8e
viene dada en forma explicita ppe= y(X,2),

.”F -dS= ” F(x,Y(X,2),2) J1+Yy%+Yy2 - dxdz
S Dy

- Proyeccion sobreY¥ : Si representamos p@r; a la proyeccion y si la ecuacion &
viene dada en forma explicita por= x(y, 2),



[[F-ds= [[Foy.2.y.2) [T+ - dydz
S D3

Example Calcular ”S(XZ +y?2)dS siendo S la superficiez 2 — (x2 + y2).

Remark Estas formulas de céalculo se aplican directamente en el dasjue S presente
regularidad segun las direcciones de los ejes. En otrossas@ preciso realizar
una particion previa de la superficie S en porciones regegade acuerdo con la
propiedad de particion del dominio de integracion.

Remark En el caso de que la ecuacion de S venga dada en forma imimita
G(x,y,2) = 0, resultaran las siguientes formulas de célculo:

”F -dS= ” F(xy,2) “G§+G§+G§

; 2 e
v X V4

IJF-dSzJI;IF(x,y,z) G2+|§;2,|+G2 - dxdz
X V4

jst.dsz ijF(x,y,z) "GZ+|§X§|+G2 . dydz

Example Calcular ﬂSdS extendida al casquete de ra@ode la esfera de radio R

Integrales de superficie de funciones vectoriales.
La definicion de integral de superficie para funciones kesea puede extenderse al caso de

funciones vectoriales en la forma siguiente: Dado un careptnviall_f definido sobres, se
- -
define laintegral de superficie deF sobreS y se denotara pq’dS F - dS como la integral de

superficie de la componente normal (a la que representarpora) de F sobre la superficie, es
decir

”I_:)-d8=” <ER>dS
s s

= , .
donde< F,n > representa el producto escalar de ambos vectores (queéiastiiemos
=4 Ve - - - - - -7
representar pdfen). A esta Ultima, que no es sino la integral de superficie gefuncion
. = . e
escalar, se le conoce corflojo del campo F a través de la superficieS Por tanto

”I_f -dS= ” < I_f(d)(u,v)),ﬁ’ > dudv= ” < I_:)(Gb(u,v)),Tu x Ty > dudv
S Q Q
Example Consideremos la esfera de radio 1 dada por su corresponeligatametrizacion
(vista en un ejemplo anterior). Séa= (x,y,z). Para calcular el flujo del campé&
a traves de dicha esfera hemos de calcular

”ﬁ’ .dS= ﬂ < F(®(¢,0)),T, x Tp > dpdd
S Q
Como sabemos que

TfP x To = —sing - (X((Pye)yy(ﬁﬁ’e)’z(@ye))



E(@((p,@)) = (cosp sind, sing sinf, cos)
(s6lo hemos de sustituir dhlas expresiones d@(p,0)), tendremos entonces
”l? -dS= ” < (cospsing, sing sind,cosv), — sind « (X(¢,0),y(¢,0),2(¢,0)) > dpdd =

S Q

= [[-sin6 - dpdt = [~ do [ (-sing) = 4z

Q

Example Calcularﬂsl_:) -dS siendd_:)z(x -y,—X2,x+2) y S la parte del plano
2X+ 2y+ z = 6 que queda en el primer octante.

Teoremas fundamentales de la Teoria de Campos.

Las integrales de funciones vectoriales intervienen earmlpo de la fisica matematica en lo
gue se conoce combeoria de Camposy en concreto en dos teoremas de gran importancia: el
teorema de Stokgsel teorema de la divergencidas expresiones vectoriales de ambos
teoremas proporcionan interpretaciones fisicas reladias con trabajos de circulacion y flujos
vectoriales, que tomaran especial relevancia en los casesatiores conservativos y
solenoidales.

Teorema de Stokes.
El teorema de Stokes constituira el resultado principabdedria de integrales de superficie.
Se trata de una generalizacion del teorema de Green en el flanordemos que este teorema
relacionaba la integral sobre una region plana con la iatelgr linea sobre la frontera de la
region; en el teorema de Stokes se relacionara una integyglperficie con la integral de linea a
lo largo del borde de dicha superficie:
Theorem (Stokes)Sea S una superficie orientable limitada por una curva cgargt

simpley, con un vector normal unitari®d. SiF es un campo vectorial con derivadas
parciales de primer orden continuas sobre S, entonces

j; Fedr= ”(rotl_:)) e -dS
S

Remark Estaigualdad expresa que la integral curvilinea de la congrae tangencial a

=g . . .,
un vectorF alrededor de una curva simple cerraglaque limita una porcion de
superficie S (también conocido coitmabajo de circulacior), coincide con el flujo
de su rotacional a través de dicha superficie en la direceiormal a la cara de

. ., . = .
integracion que se considere. En el caso en que el campea conservativo (es
decir, si roF = 0), se verifica qué F e dr = 0, como ya sabemos.

Y

4

Example Calcularﬂs(rotl_:)) eT - dS, siendd = (3y,—x - z,y - 2%), S la superficie del
paraboloide 2z= x? + y? limitado por z= 2 yy el contorno de S

Example SiF = (y,~x,y - 2), calcularjjs(rotl_f) « T - dS, siendo S la parte de la

superficie z= 2x? + 2y?, con z< <. Hacerlo directamente y mediante el teorema
de Stokes.

Remark Este teorema puede generalizarse a superficies que no aargd restricciones
impuestas, siempre que dicha superficie S pueda dividirseiperficies § S,



...,%&, de contorno% 1, v2, ...,Yk Qque sicumplan las restricciones. Se aplica
entonces el teorema a cada superficie y, sumando las inesyde cada miembro,
se obtendra el resultado final.

Example Comprobar el teorema de Stokes pg)ra: (2zx,y?) sobre la superficie S del
paraboloide z= 4 — x? — y?, siendoy la base de S sobre el plano 0XY

Teorema de la divergencia.

El teorema de la divergencia, también conocido céeavema de Gauss-Ostrogradsky
comoteorema de Green en el espacj@s otra forma de extension del teorema de Green en el
plano y relaciona una integral tomada sobre una superfiadaS que limita un volumerv,
con una integral triple extendida sobre

Theorem (Divergencia)Sea S una superficie cerrada que encierra una region de vextum
V, donde se toma como direccién positiva la de la normal éxterla superficie.
Dadas 3 funciones AA,, Az de clase_ ™V en dicha region, se verifica que®ify y
son los angulos de la normal con cada uno de los ejes cooraen@s decir, Si
T = (cosa,Ccosp,cosy)), entonces

m( AL | 0Py, OMy )dxdydz: j j (A1COSx + A, COSB + Agcosy) - dS
Vv X o s

0z

Remark La igualdad anterior se puede expresar en forma vectoriai@o
[[] divF - dxdydz= [[F + 7 - ds
\% S

lo cual quiere decir que la integral de superficie de la comgate normal de un
vectorF (es decir, el flujo) en una superficie cerrada coincide camtegral de la

divergencia de dicho vector en el volumen que encierra |2dige.

Example SeaV laregion sélida limitada por los planos coordenadobkptano
2X+2y+z= 6. CalcularﬂsF e T - dS siendd = (x,y?,2).

Remark Este teorema puede generalizarse a cualquier tipo de sigpicerradas en el
espacio (para ello, sélo habremos de dividir estas supedien otras que sean del
tipo que aparecen en el enunciado anterior, y calcularentdisij@ a través de cada
una de ellas).

Remark En caso de que la superficie S sea abierta, para aplicar esiteetna, habremos
de cerrar ésta mediante superficies elementales, de manperaalcularemos,
mediante el teorema de Gauss, el flujo total a través de tadaperficie cerrada 'y
posteriormente calcularemos el flujo a través de la supgrfabierta como
diferencia entre el flujo total y los flujos de las superfigielementales.

Example Calcular, mediante el teorema de Gau S, F T -dS siendo
1
F=(x-y,1,z+ 1)y S la superficie de la semiesferd x y> + z2 = 9 con z> 0.

Example SeaF = (X -z3X-Y,~22). Calcularjjsl? T - dS aplicando el teorema de
Gauss, en los siguientes casos:

a) S es el cilindro cerrado limitado poPx-y? =1, z=0y z= 3.

b) S es la superficie cilindrica®x- y?> = 1 con 0< z < 3.



Aplicaciones de la integral de superficie.

Las aplicaciones geométricas se limitan a la evaluaciéareal de porciones de superficie
curvas, y las de caracter fisico estan relacionadas comcelle@le masas, centros de masas y
momentos de inercia de distribuciones de materia sobrefstipe curvas:

@® Area de una porcion de superficie:Si la funcion integrando es la unidad, de acuerdo con
la definicion
A=([ds
S
® Masa de una distribucion superficiat
® Centros de masas de una distribucion superficial:

® Momentos de inercia de una distribucion superficial:



