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Introduccion: Repaso de topologiaen  R".

Es aconsejable que recordemos conceptos previos intcmfuen Matematicas |. Entre
éstos, podemos destacar:

Definition  Se defineR" como el conjunto
[Rn = {(Xllle'-'axn); X| S [R}

Lo normal es trabajar erR? y R3, puesto que son los puntos que podemos
representar graficamente.

Proposition Searnx,y € R" dados por
X = (X1,X2,--Xn), Y =(Y1,Y2,.--,Yn)
Las operaciones tipicas que podemos hacer con estos vecdeRe son las
siguientes:
a) Suma de vectoresSix,y € R", se define laumade ambos como

X+Y =(X1,X2,...,Xn) + (Y1,¥2,...,¥n) = (X1 + Y1, X2+ Y2,...,.Xn + Yn)

b) Producto de un escalar por un vectoBia € R, se define
a(X1,X2, ..., Xn) = (00 * X1,0 + X2,...,0 * Xn)

c¢) Producto escalar de dos vectordso denotaremos pot X,y > 0 por Xe Y,y
en la base canodnica viene dado por el nimero real

Xoy = (X1,X2,-:%n) ® (Y1,¥2,---,Yn) = X1 * Y1+ X2+ Y2 +...4Xn * Yn
d) Norma (o médulo) de un vectorSe define como el nimero real dado por

X|| i= /X oX = (X2 +...4X3
1

e) Algunas propiedades de la norma: Se verifican, entrespless siguientes
propiedades



]l =0
IX| =0 x=0
la« x| = al[x]]
X +yl < x|+ [yl
f) Angulo entre dos vectoresSi denotamos pd al angulo que forman los
vectores,y, se tiene que

cogh) = co9x,y) = _Xey

Iy

g) Producto vectorial de dos vectorelSsta es una operacion que se puede
hacer enR3, y que viene dada por

TT K
XXY = x; X, Xz | = (XaY3—Xay2) i + (Xay1—X1y3)] + (X1y2 — X2y1)K

Y1 Y2 VY3

Definition Otras definiciones son:
a) Bola centrada ernxp y de radior : Se define como el conjunto
B(xo;r) = {X € R" |[X—Xoll <}
Ejemplos: Varios.
b) Conjunto abierto - Interior:
c) Conjunto cerrado - Clausura:
d) Frontera de un conjunto:

e) Conjunto compactoEs todo conjunto d&" cerrado y acotado.

Exercise Utilizar la definicién de angulo entre dos vectoresRiepara comprobar la
igualdad siguiente, dond# = ang(x,y) :

sin?(@) =

2
x>yl
2 2
IXI=1yl

Exercise Comprobar si los siguientes conjuntos son abiertos o cersa@alcular ademas
su frontera:

a)A={(xy) e Rz x2 -y >1} b) B = {(xy) € R? x+y>0, x>0}

c)C = {(x,y) e R?; x2+y—22 <1} d)D = {(x,y) e R?; x2+y—22 <1,x+y20}

Exercise Representar graficamente el conjunto definido por



D= {(xy) eR% (x-1)°+(y-1)*<1,y<x}
Calcular su interior, clausura y frontera. ¢ Es un conjuntmmgpacto?

Sistemas de coordenadas.

Sistemas de coordenadas &R?.
Los dos sistemas de coordenadas usados habitualmeR#esen las coordenadas
cartesianas y las coordenadas polares. Las recordamasierie:

@ Cartesianas Consisten en expresar un puiigy) € R? en la forma
(XY) = X(1,0) +Y(0,2) = xi +Y]
siendoi y T los vectores unitarios de los ejE® Y, respectivamente.

@ Polares Consisten en representar cualquier punto del pleqg) € R?, en la formar,0),
siendor el médulo del vector asociad®,y), y 6 el angulo que dicho vector forma con la
parte positiva del ejX, es decir

r=/x2+y%; 0= arctan%

X = rcog0); y = rsin(f)

(notemos que las primeras expresiones son las que usaranagsgsar un punto de
coordenadas cartesianas a polares; mientras que lassitimsgermiten el paso inverso).

0, lo que es equivalente

Ya hemos recordado como se pasa un punto de polares a caatefeal reves). Pero, ¢,qué
ocurre cuando queremos expresar un vector de unas a otraeonadas? Recordemos que los
vectores unitarios de cada eje en coordenadas cartesamis sectores; = (1,0) y
Uz = (0,1), que normalmente representamos pde= T), U = T Estos vectores constituyen,
como sabemos, una bade, U+ ortonormal (con el producto escalar usual). Sin embargo, si
estamos trabajando en coordenadas polaré$, tendremos, analogamente, unos vectores
unitarios en dichas coordenaddsy Uy, y tal que la basé€uy, Uy} también sea ortonormal. Suele
tomarse como base

o = %(rcos(@),rsin(e)) — (cog8),sin0));
T, = %a—%(rcos(e),rsin(e)) = (=sin(), cogh))

(se deja al lector que compruebe que, efectivamente amlts®s son ortogonales y unitarios;
en la seccion siguiente se vera el cambio a coordenadadrimhis -que basicamente es el mismo
a polares- y se vera graficamente el porqué de la expresiarigpbase(Uy, Us ).

¢, Como podemos entonces pasar de un vector en coordenadasoarss a polares o
viceversa? Lo haremos mediante una matriz de cambio dedms®anera que $k,y)
representan las coordenadas de un vector en cartes{ang)yson sus coordenadas en polares,

tendremos
X B coqf) -sin(@) a
y |\ sin@) cogd) B

o lo que es lo mismo



a \ [ cok6) —sin®) x ~( cog0) sin®) X
g ) \ sin@) cogo) y |\ —sin®) cog®) y

Example Expresar el vectoV = (1,-1) = T —Ten coordenadas polares:
Tendriamos
( @ )_( cogd) sin(6) )( 1 )_( cog6) — sin(6) )
B —sin(f) co90) -1 —sin(f) — co90)
Por lo tanto

V = (cog0) —sin(0))e; + (—sin(@) — cog0))e;

Remark Una extension de las coordenadas polares sorctasdenadas elipticasle
manera, que si tomamos la elipse de ecuacion

el cambio vendria dado por
X = a-rcog?0); y =b-rsin(0)
0 reciprocamente

I N _a
r= a2+b2’ tan(@)—b

Sistemas de coordenadas eRd.
En este caso las variables mas utilizadas son las cartes@liiadricas y esféricas. Las
recordamos brevemente:

Cartesianas
Consisten en expresar un puiiigy,z) € R2 en la forma

X,Y,2) = x_i)+yT+zT<)

siendoi , Ty ¥ los vectores unitarios de los ejgsYy Z, respectivamente.



=l

Sistema de coordenadas cartesianas

Cilindricas:
Consisten en representar cualquier punto del espaginz) € R3, en la formar, 6,z),
siendor el médulo del vector asociada,y, 0), y 6 el &ngulo que dicho vector forma con la parte
positiva del ejeX, es decir

X = rcog#); y = rsin(0); z=12

Sistema de coordenadas cilindricas

Example Si un punto tiene por componentes cartesiangs 8 2), en coordenadas
cilindricas este punto tendra por componentés &,z) = P(5, arccos{%),Z),

puesto que & 42 + 32 = 5, mientras que c@8) = ¥ = ¢.

De igual forma tendremos unos vectores unitarios en dicbaslenadas, y que
- - -z
representaremos paf, Us y K, y tal que la base{Ur’,u_@’, k} también sea ortonormal. En la
- . - _). . .
figura anterior observamos que el vector unitdise aplica en el puntB y es paralelo al eje

Z.El vector unitaridl; se aplica e y es paralelo al vector dibujado en el planXY, y que
viene determinado por la proyeccion Beobre el citado plano. El vector unitailig se aplica en

Py es perpendicular a los otros dos, verificarida U; = Ug. El vector de posicién de un punto
P viene determinado pdR = ri; + zK, no quedando univocamente determinado.



Vamos a ver como podemos relacionar los vect@fgsty con los unitarios' y j, pues el
unitario k coincide: Trasladanday y Uy al planoXY resulta

z

Relacion entre vectores unitarios
Observamos entonces que

T = cog0) 1 +sin@)]
— z\? . z\? . - -
Uy = cos(0+ 5 ) [ +sm(0+ 5 )J sin(@) i +co90)]
K=K
Esta relacion se puede expresar facilmente mediante uallggumatricial, de manera para

pasar un vector de coordenadas cartesianas a cilindricgesv@ksa lo haremos mediante una
matriz de cambio de base, de manera qug,$i z) representan las coordenadas de un vector en

cartesianas Y, 8,7) son sus coordenadas en la b{ﬁ,u_@’,_k)}, tendremos

cogH) -sin(@) O a
y = sin(@) cogh) O B
z 0 0 1 y

gue nos permite pasar de cilindricas a cartesianas, msequeael cambio inverso (de cartesianas
a cilindricas) vendra dado por

-1

a cogf) —sin(@) O X cogh) sin(@) O X
B = sin(@) cogh) O y = —sin(@) cogd) O y
y 0 0 1 z 0 0 1 z

Example Expresar el vectoV = 47 + BT + 2K en el sistemas de coordenadas cilindricas
{E’,u_e’,?} :

Setiene que £ 4% +32 = 5, mientrasque c@8) = ¥ = ¢y

sin@) = £ = % De esta forma las nuevas coordenadas seran las dadas por

a cogh) sin(®) O 4 + 20 4 5
B | =] -sin®) cogh) O 3 |=| -2 %0 3 =] o
v 0 0o 1 2 0 01 2 2

es decir



V = 50+ 0Up + 2K = 507 + 2K

Esféricas

Consisten en representar cualquier punto del espaginz) € R3, en la formar, 6, ¢),
siendor el médulo del vecto(x,y,z), y 0, ¢ dados por la gréfica siguiente

es decir,
cogp) = £ = z=rcogp)
sin(p) = % = p=rsin(p)
cog0) = % = X = pcog0)
sin(f) = % =y = psin(@)

donde pomp hemos denotado a la distancia del vector proyeccidx,gez) sobre el planY (es

. , = . -z
decir, el médulo del vectdr). De esta forma se tiene que la relacion entre estas coatdena
viene dada por

X = rsin(¢)cog0)
y = rsin(e) sin(0)
z=rcoqp)

conr = x> +y2+272.

De igual forma, también podemos relacionar los vectoresios en carte&ana%l o k}

con unos vectores unitarios en coordenadas esféricas, gpresentaremos paf, Up y U,, de
manera que la bas@r, Us, U, » también sea ortonormal.:

A partir de la figura



se llega a
& = sin(p)cog0)T +sin()sin@) ] + cogp)K
8 = —sin6) i cok0)]

&, = cogp) o)1 + cogp)sin®)] — sin(p)K

¢, Como podemos entonces pasar de un vector en coordenadagoas a esféricas o viceversa?
Lo haremos mediante una matriz de cambio de base, de mareesa(gLy, z) representan las
coordenadas de un vector en cartesian@s §,y) son sus coordenadas en la bédsg Uy, U, },
tendremos

sin(p)cogd) —sin(@) cog¢p)cogh) a

y = sin(p)sin(f) cogh) cogp)sin(d) B

z coqp) 0 —sin(p) y
o al revés

a sin(p)cogd) —sin(@) cog¢p)cogh) N X

B = sin(p)sin(f) cogh) coggp)sin(d) y

Y cogy) 0 —sin(e) z
de donde operando resulta

a sin(p)cogh) sin(p)sin(@) code)

B = —sin(f) cog0) 0 y

y coqp)cogh) coge)sin@) —sin(e) z

- —-> 54 . , .
Example Expresar el vectoV = 4i + 3] + 2k en el sistemas de coordenadas esféricas
{07, 05,0y}

Se tiene que
r=J#2+3+22 - J29; p-|R|-/#+F -5

5

; sin(p) = E

cog0) = %; sin(f) = %; cogp) = _J%



de manera que

a / sin(p)cogh) sin(e)sin(@) cos(q)) (

= —sin(o) cog0)
Y \_ cog(p)cog0) cogp)sin(d) —Sln(qo)
= -3 4 0 3 | = 0

por lo que
V =47 +3] + 2K = Y291 + 00g + O, = V29T

Campos escalares y vectoriales. Operadores

diferenciales.

Definiciones
En esta parte del tema vamos a tratar con el concepto de ctanpmescalar como vectorial,

asi como de las diversas maneras de transformar uno en agamies directamente a ver las
definiciones:

Definition SeaQ < R3 (siQ fuese un conjunto en el plano supondriamos entonces siempre
gue z= 0). Se llamacampo escalaa toda funcion f. Q - R, mientras que un
campo vectorial es toda funcién FQ - R3. En lo que resta de tema, intentaremos
r_gpresentar (para que no haya lugar a dudas) a los campo®viatts en la forma

F.

Example Conocemos de la Fisica ejemplos de estos campos. Asi, ebgaanptatorio o
el campo eléctrico son campos vectoriales dados, res@astnte por

= - _ m-M
F(X’ylz) - G (x2+y2+22)3/2 (X’yyz)

q-Q
(X% +y? +7%)
mientras que las funciones potencial gravitatorio y eliéctde estos campos son
campos escalares dados por

fx,y,2) =G

E(xy,2) = -K

5 (%Y.2)

m-M
X% +y? + zz)ﬂ2

e(xy,2) = K— 99

X% +y? + zz)ﬂ2

Example (Cambios de coordenadas en campos escalares) Dados laersigsicampos
expresados en coordenadas cartesianas o polares, exjpwsgar el otro tipo de
coordenadas:



a) f(x,y) = x2 + y?: Este campo viene en cartesianas, por lo que se expresa en
polares sin mas que realizar la correspondiente sustituciksi obtenemos

f(x,y) = X2 +y2 = (rcosd)? + (rsinf)? = r2

b) g(x,y) = x2cosy+ log(x+Y) :
g(x,y) = x2cosy+ log(x +y) = (rcosh)?cogrsind) + log(rcosh + rsing)

c) h(r,0) = r?cos) : En este caso el campo esta en polares, por lo que si lo
pasamos a cartesianas tendremos

h(r,0) = r>cosd =r -rcosh = /x> +y?x

Mas complicados son los cambios cuando se trata de camposiakss:
Example Dado el campo vectorial en coordenadas cartesianas
= - >
Fxy) = (=%,X) = -yl +X]
expresarlo en polares:

Tenemos que sustituir sus componentes por sus expresiopetaees, pero

también hemos de sustituir los vectores directargsj por sus expresiones en
funcion de los vectores directores de la nueva bageu; >. Por tanto, y como el

cambio entre las coordenadas se puede expresar a travésmattez de cambio
vista anteriormente, y que es

x | [ cog8) -sin(0) a
y |\ sin@) cog9) B

0, equivalentemente

a coqH) sin(0) X

( B ) ) ( —sin(@) cog0) )( y )

Asi, obtendremos
( a )_( cogh) sin(H) )( -y ) B
B —sin(f) cog9) X
B ( cogh) sin(H) )( —rsin(0) ) B ( 0 )
—sin(@) cog#) rcog0) r

es decir, la expresion del campo en polares viene dada por

F(r,0) = 08 +re; = re;

Exercise Idem para el campo dado por
I_f(x, y) = (X2 + 2y)_i) + sin(xy)T

Example Pasar a cartesianas el campo vectorial que, en polares geviEado por

F(r,0) = (Lv) = & + r2cog0)e;



En este caso hemos de aplicar

x |\ [ cogh) —sin(®) 1 [ cosf —r?cosdsing
y |\ sin@) cog0) r2cogd) | sinf + r2cos’0

uesto que c@8) = —X—, sin(d) = —X—, obtendremos
2
—x  _([x2yry2 ) —>x__ V¥ —Xy+ —=%
(X)_ e (X+y)WW _ y,/><2+y2
y y +X2 X2+L
D2 D2
es decir

Fxy) = | xy+ —%— |7+ x2q—3 Fil

Lo mismo podemos hacer si se trata de campos vectorialRé en

Example Pasar a cilindricas y esféricas el campo vectorial
- - - -
F(x,y,2) = X i+ y i+ Z K

JX2+y?2+ 22 JX2+y?+ 22 JX2+y?2+ 22

Para pasarlo a cilindricas solo hemos de aplicar

X

a cos) sind O cos) singd O PEry*ez?
y
= —sing cost 0O y = —sinf cosf O s
y 0 0 1 z 0 0 1 z
rcosf r
cos sing O ~/r2‘+z2 Iz
=| —sind cosv 0 j;'%fz = 0
0 0 1 z
JF%%EE Jresz2
es decir
Broz-—" &+0.8+—2Z K
CEr N

Para el cambio a esféricas aplicaremos




\\

a sin(p)cog0) sin(e)sin(@) cos((p) X
= —sin(@) cog0) y | =
¥ cog¢)cog0) coge)sin(d) —sm(go) \ Z
[
sin(p) cog0) sin(p)sin(d) cos((p) eyt
| -sinw) cog6) e |-
cog¢)cog0) coge)sin(o) —sm(go) z
sin(p) cog6) sin(p)sin(@) cogp) [ Isin(p) coB) 1
= —sin(f) cog0) 0 Tein(p)sin6) =
cogp)cogh) cogp)sin@) —sin(p) \ fcoslp) 0

obteniendo entonces
E(rﬁ’@) = 1‘§r)+0'€9)+0-e_¢) -e

Vamos a estudiar qué tipo de operaciones podemos hacercanipmos escalares y
vectoriales. En lo que resta de tema, y salvo que se diga toacam supondremos que todos los
campos o funciones son suficientemente derivables.

Operadores diferenciales.

Definition Seaf: Q < R3 - R un campo escalar de clag@. Se define ejradientede f
como el campo vectoriaV/f, dado por

grad(f) = Vf : O < R® > R3
vix,y,2) = (S xY.2), 2.2, 2 (xY.2))

Definition Un campo vectoriaF se diceconservativcsi existe un campo escalar f de
oy 4 =4 ., .
manera qué/f = F. A f se le llam&uncion potencid.

Definition Dado un campo vectoridf = (F1,F2,F3) : Q < R® » R3de clase?, se
-
define ladivergenciade F como el campo escalar

div(l_f) QO cR3SR

div(l_f(x,y,z)) = LL0Y.2) + T2y, 2) + (XY, 2)

Definition Dado un campo vectorid = (F1,F2,F3) : Q c R® > R3de clasec®®, se
define elrotacionalde F como el campo vectorial dado por



rot(l_f) ' QcR®>R3
rot(E(X,y,Z)) - (aa_Fys R aa—i,l)

que puede deducirse a través de la regla nemotécnica

T 7 K
rot(F(x,y,z)) = < % <

Fi(x,v,2) Fa(x,y,2) F3(XY,2)

Por esta razdn, suele ponerse
—_
rot(F(x, Y, z))

—
VxF

Teoremas basicos.
Vamos a enumerar en este apartado algunos resultados gciemah los conceptos

anteriores:
Proposition Dado el campo escalarfQ < R3 - R de clasec®?, se verifica que

rot(ﬁ(x,y, z)) — (0,0,0).

Proposition Dado el campo vectoridf : Q < R3 - R3 de clasec®?, se verifica que
. -
dlv(rot(F(x,y, z))) =0.

Proposition Dado el campo vectoridf : Q — R? - R3 de clasec™® definido sobre un
conjunto convex® (conjunto que tiene la propiedad de que dados dos puntos
cualesquiera suyos, el segmento que une ambos puntos Eegfiamente eq), se
verifica que existe una funcion potencial fﬁe(es decir, el camp@ es

conservativo) siy solo si r@l_:)(x, Y, z)) = (0,0,0).

Exercise Dado el campo vectoriaF_F)(x, Y,2) = (Y+Z X+ z,X+Y), probar que este campo
es conservativo y hallar su funcion potencial.



