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Introduccion.

Las integrales iteradas o integrales maltiples son una extension natural del concepto, ya
estudiado en el tema 9, de integral definida de Riemann sobre un intervalo [a,b].
Resultaran de especial interés por sus aplicaciones, las extensiones a funciones de dos
variables sobre dominios acotados de R? (integral doble) y de funciones de tres variables
sobre dominios acotados de R? (integral triple).

Las notaciones usuales que se emplean para este tipo de integrales, en coordenadas

cartesianas, son:

FUNCION DOMINIO NOTACION
f(x) [a,b] c R [ :f(x)dx
f(x,y) D c R? HDf(x,y)dxdy
f(x,y,z) V c R8 mvf(x,y, z)dxdydz
f(X1,X2,...,Xn) |1 R" j---jlf(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn

Como en el caso de la integral simple de Riemann, las definiciones de estas integrales a
través de limites de sumas tienen un carécter abstracto. No obstante, sus diversas
interpretaciones daran lugar a una gran variedad de aplicaciones, sobre todo en Fisica e

Ingenieria.



Como caso particular de la integral multiple, la integral doble de Riemann vendra a
formalizar un concepto sencillo e intuitivo, el de volumen, de manera que uno de los
objetivos de este tema serd el de dar sentido a la expresion

V= ” f(x,y)dxdy
D

siendo D un dominio cerrado de R? y f : D - R una funcidn acotada en D, de forma que V
sera un nimero que representara, si f(x,y) > 0, el volumen de la region de R® comprendido
entre la superficie z = f(x,y) y su proyeccion sobre D.

Va a existir una gran similitud entre las definiciones (y por tanto, de propiedades y
aplicaciones), de la integral multiple con las ya estudiadas para la integral simple de
Riemann. De hecho, se intentard, en lo posible, seguir un camino totalmente paralelo: En
sintesis, el proceso consistira en plantear particiones cada vez mas finas del dominio de
integracion, lo que permitira definir la integral superior y la inferior; de aqui, se llegara a la
definicion de integral maltiple de Riemann de una funcion acotada en un intervalo
compacto de R" a través de un limite, cuando el didmetro de la particion tiende a cero.

No obstante, y aunque al introduccion del concepto de integral maltiple puede hacerse
directamente para R", se introducira por separado para la integral doble (y de forma
semejante se hara para la integral triple). Como Apéndices se introduciran las integrales de
linea y de superficie.

Integral doble de una funcién acotada en un rectangulo
de R? : Definicién y propiedades.
Definition Se llama rectangulo de R? al conjunto definido por

[a,b] x[c,d] = {(xy) € R;a<x<bc<y<d}

Definition Se Ilama particion P del rectangulo [a,b] x [c,d] a un conjunto P = P1xP>,
donde P; es una particion del intervalo real [a,b] y P es una particion del
intervalo [c,d].

De esta forma, si P; divide a [a,b] en m subintervalos unidimensionales y P, divide a
[c,d] en n subintervalos, P = P1xP, determinara una descomposicion de [a,b] x [c,d] en
m - n subrectangulos, a los que denotaremos por I11, l12,..., lmn.

Definition Se llama norma de la particion P de | = [a,b] x [c,d], y se representa por
I[P, al maximo area de los subrectangulos en los que P divide al rectangulo
l.

Definition Una particion P de [a,b] x [c,d] se dice que es mas fina que otra particion
Q de [a,b] x [c,d], si cada P; es mas fina que la correspondiente Q; (es decir,
si todo subrectangulo de Q es union de subrectangulos de P) y si [|[P| < |1Q].
Lo representaremos por P £ Q.

Sea entonces | = [a,b] x [c,d] un rectangulo compacto de R? , f : [a,b] x [c,d] - R
una funcién acotada y P una particion de | en subintervalos 11, l12,..., Imn. En cada uno de
los subrectangulos se consideran los valores extremos que alcanza f, a los que denotaremos



por
my = inf{f(x,y); (%,Y) € 1}, Mij = sup{f(x,y); (x.y) € I }.
Definition Llamaremos suma inferior y suma superior de la funcion f(x,y) respecto

de la particion P en [a,b] x [c,d], a los nimeros reales definidos,
respectivamente, por

S(,P) = D > Mij(Xies —Xi) (Vi = Yi); S(P) = D7 >~ Mij(Xiea = Xi) (Yjea — i)

i=0 j=0 i=0 =0

Remark Por lo tanto, el volumen del cuerpo que limita la superficie z = f(X,y)
estara comprendido entre s(f,P) y S(f,P), es decir

s(f,P) <V < S(f,P)
Enunciaremos ahora unas propiedades, que verifican este tipo de sumas, cuyas

demostraciones son analogas a las de la integral simple de Riemann, y que seran de gran
utilidad en la definicion de la integral maltiple:

Proposition En las anteriores condiciones, si u(l) es el area del rectdngulo compacto
I = [a,b] x [c,d], y si denotamos por m = inf{f(x,y); (X,y) € I},
M = sup<f(x,y); (x.y) € I}, se verifican:

(@) s(f,P) < S(f,P).

(b) s(f,P) = m - u(l).
(€) S(f,P) < M« u(l).

es decir,
m . u(l) < s(f,P) < S(f,P) <M . u(l).

Proposition En las anteriores condiciones, sean P y Q dos particiones del rectangulo
compacto | = [a,b] x [c,d], con PZ Q. Entonces:

(@) s(f,P) = s(f, Q).
(b) S(f,P) < S(f, Q).
Proposition Si Py Q son dos particiones arbitrarias del rectangulo compacto
I = [a,b] x [c,d], siempre se verifica que s(f,P) < S(f,Q).

De esta forma, observamos que si se toman particiones cada vez mas finas del
rectangulo compacto | = [a,b] x [c,d] y con norma tendiendo a 0, se obtiene una sucesion
monotona creciente de sumas inferiores y una sucesion mondtona decreciente de sumas
superiores. Como la primera sucesion

S1 <52 <...<55 <...
esta acotada superiormente por M - u(l), y la segunda sucesion
S1>S,>..>5,>...

esta acotada inferiormente por m - u(l), ambas sucesiones seran convergentes. Asi, tiene
sentido considerar la siguiente definicion:

Definition Se llama integral inferior de Riemann de f en el rectangulo
I =[a,b] x [c,d], y se representa por j_l f, al nimero limite de la sucesion de



sumas inferiores obtenidas al considerar una sucesion de particiones de | cada
vez mas finas y con norma tendiendo a cero; se llama integral superior de
Riemann de fen I, y se representa por jl f, al limite de la correspondiente

sucesion de sumas superiores; es decir,
j f = lim{s(f,Pn);... LPy/LPusl...LP1, [Pl > 0O
| n

[ = lim{S(,Po);... LPaLPyal... LPy, |Po]l — O},
|

Remark Observemos que se verifica de forma inmediata,
f<|f
J._| - J.|

Definition En las anteriores condiciones, se dice que una funcién acotada
f: [ab] x[c,d] € R* - Resintegrable Riemann (o simplemente integrable)
en el intervalo I si
f=|f
JLi=1

En tal caso, al nimero real definido por cualquiera de ellas se le llama integral
doble de Riemann de f en rectangulo compacto | = [a,b] x [c,d] y se
representa por

” f(x,y)dxdy
|

Veamos unas propiedades analogas a las ya conocidas para el caso de la integral simple:

Proposition (Criterio de integrabilidad de Riemann). Sea | el rectangulo compacto
I =[a,b] x[c,d]yf: | > Racotada. Entonces, f es integrable Riemann en I si
y solo si para cada & > 0 existe una particion P de | tal que
S(f,P) —s(f,P) < &.

Proposition En las hipotesis anteriores, si f : 1 — Res continua en I, entonces f es
integrable en 1.

Proposition Seanf,g : | -» Rdos funciones acotadas e integrables en I. Entonces:
(a) f + g es integrable en | y”l(fig) = ”Ifiﬂlg.
(b) Si A € R, Afes integrable en | y”l(/lf) = /l”l f.
(c) f-gesintegrableenI.

(d) %es integrable en I, donde se supone que |[g(X,y)| > k, V(X,y) € ly
para un cierto k > 0.

(e)Sif>0enl, setiene que”lfz 0.

(fSif<genl setieneque [ f<][] g



(9) [fles integrable en 'y |”|f| < [ Ifl.

(h) Si P es una particion de | en m subintervalos I1,12,...,In, fes
integrable en I siy solo si f es integrable en cada Ix (k = 1,2,...,m), y se

verifica
IEEMIK

Proposition (Teorema de la media) Seaf : | — Rcontinua y acotada en el rectangulo
compacto | = [a,b] x [c,d] = R®?. Se verifica que existe algun punto
(c1,¢c2) € | tal que

”. f = f(cy,c2) - u(l)

Integrales iteradas: Teorema de Fubini.

El proceso que acabamos de desarrollar para el calculo de la integral maltiple (OJO:
hasta ahora siempre hemos introducido el concepto para el caso de la integral doble, aunque
de forma similar se puede hacer para la triple), también conocido como proceso de
aproximaciones sucesivas, al igual que ocurria con el caso de la integral simple, tiene méas
interés tedrico que practico: basta con intentar calcular cualquier integral maltiple mediante
este procedimiento para comprender que este calculo ha de realizarse por otros
procedimientos. Desde el punto de vista practico, la herramienta basica para el célculo de
estas integrales es un resultado conocido como teorema de Fubini y que nos permitira
reducir el calculo de integrales dobles a integrales simples. Lo mismo ocurrira en el caso de
la integral triple.

Teorema de Fubini en un rectangulo.
Normalmente, en el caso n = 2, al intervalo compacto | =[a,b] x [c,d], que es un
rectangulo, lo representaremos por D, mientras que en el cason = 3, a I, que es un
paralelepipedo, lo representaremos por V.

Proposition (Teorema de Fubini en un rectangulo). Seaf : D — & una funcion
definida, acotada e integrable en D = [a,b] x [c,d]. Supongamos que para

cada x € [a,b]fijo, la integral fj f(x,y)dy existe y vale A(x). Entonces la
integral j:A(x)dx también existe y su valor coincide con HD f(x,y)dxdy, es

decir
” f(x,y)dxdy = j:(j: f(x, y)dy)dx
D

Analogamente, si suponemos que para caday € [c,d] fijo, la integral
j: f(x,y)dx existe y vale A(y), también existira j: A(y)dy y su valor coincide con
HD f(x,y)dxdy, es decir

” f(x,y)dxdy = Ij(j: f(x, y)dx)dy
D



Remark A las integrales jZU:f(x,y)dy}dx, j:“:f(x,y)dx}dy, si existen, se les

Ilaman integrales iteradas de f en I. Cuando f es continua, ambas integrales
reiteradas existen y son iguales.

Example Calcular ”D(x +y)dxdy en D = [0,1] x [0,2].
Example Calcular [ff (xy +2)dxdydz, siendo V = [0,1] x [1,2] x [2,3].

Remark Notemos con este ultimo ejemplo, que no es preciso integrar primero
respecto de z, despueés respecto de y y por ultimo respecto de x. Por el
contrario, es aconsejable elegir las iteraciones de modo que el célculo de cada
una de las integrales iteradas sea lo més simple posible. Esto no tiene
demasiada importancia cuando el dominio de integracion es un rectangulo o
un paralelepipedo, aunque si lo tendra cuando consideremos dominios mas
generales, como se vera en la seccion siguiente.

Remark Normalmente, y cuando se van a calcular integrales maltiples, en lugar de

expresar
J._\[I(Xy +z)dxdydz = J.:Ui[.[z(xy + z)dz}dy:|dx

o0 cualquier otra posible combinacién existente entre las 3 variables, por
comodidad y por aclarar ain mas el intervalo de variacién de cada variable,
expresaremos

'U;J.(xy +2)dxdydz = J; dx Ii dy Iz(xy +7)dz

expresando implicitamente que no se trata de un producto de tres integrales,
sino que se han de calcular las integrales iteradas comenzando siempre por la
situada més a la derecha.

Integracion sobre regiones mas generales.

SiD < R" (n =20 3)en lugar de ser un intervalo compacto fuese un conjunto
cualquierade R" (n =20 3)yf: D - R es una funcién continua, el teorema de Fubini
anteriormente enunciado va a poder extenderse sin dificultad a estos nuevos conjuntos
siempre que el dominio D cumpla alguna condicion de “regularidad” (en nuestro caso,
supondremos que su contorno estara formado por curvas continuas), Como veremos a
continuacion.

Proposition (Teorema de Fubini en dominios mas generales).

Sean h,g : [a,b] » Rdos funciones continuas, con h(x) < g(x),
Vx € [a,b], y sea D el conjunto
D={(xy) e R a<x<h h(x)<y<g(Xx}.Sif:D - Resuna funcion
acotada y continua en S, entonces f es integrable en D y se verifica



” f(x,y)dxdy = J : [ J. :E: f(x,y)dy J dx
D

La afirmacion del teorema anterior se representa en la siguiente figura.

En la préctica, para hallar los limites de integracion, primero se examina la variacion de
X (a < x < b); fijado entonces un valor de x arbitrario entre ay b, la ordenada y de los
puntos de | varia entre h(x) y g(x).

Example Calcular ”D xydxdy, siendo D la regién del cuadrado [0,1] x [0,1]
comprendida entrey = xy la curvay = x2.
Remark No siempre es obligatorio fijar x € [a,b] y hacer variar y, sino que el

mismo teorema anterior también es valido para el caso en que D sea de la
forma

D= {(xy) € R h(y) <x<g(y),c<y<d}
con lo que se tendria

” f(x,y)dxdy = J : [ J. :E: f(x,y)dx J dy
D

Remark Habitualmente, fijaremos una variable y haremos variar la otra segln
convenga al problema en cuestion. Por ejemplo, en el caso anterior es
indiferente cual sea la variable que se fije.

Example Calcular ”D xydxdy, siendo D el dominio definido por la interseccién de
los circulos x2 +y2 <1, (x—1)* +y2 < 1.

Example Calcular
x2
”x -e Y dxdy
D

extendida a la porcion del plano delimitadaporx =0,y =x2, y =1,y = 2.

Remark EIl teorema de Fubini en dominios mas generales puede extenderse sin
dificultad a dominios de la forma

V={(xy,2);a<x<b, ¢1(0) <y < g2(x), ya(x,y) <z < ya(x,y) )

o cualquier otro tipo de posibilidades entre X, y, z. La Unica dificultad radica
en que ahora las correspondientes gréaficas son en 3 dimensiones.

Veamos un ejemplo que nos muestre el sentido geométrico de cada elemento:

Example Consideremos la piramide limitada por los planosx = 0,y = 0, z = 0,
X+Yy+z =1, yvamos a estudiar la variabilidad de cada una de las 3
variables:

Sea P(X,Y,z) un punto interior a la pirdmide. Su proyeccion sobre el plano



OXY es el punto R(x,y,0), mientras que la proyeccion de R sobre el eje OX es
S(x,0,0). Como la posicién de este Gltimo punto nos indica la posible
variacion de la coordenada x de los puntos de nuestro recinto, tendremos que
0<x<1

Puesto que la proyeccion de cualquier punto del recinto varia en el
triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), fijado un valor para x en
[0,1], la coordenada y variara entre el punto S(x,0,0) y el punto T(x,1 — x,0),
porloque0 <y <1-x, paracadax € [0,1].

Por ultimo, la coordenada z de un punto cualquiera P cuyas coordenadas x
e y estén fijas en el triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), variara
entre la componente z de R y la componente z de Q (donde Q representa un
punto del planox +y+2z = 1), esdecir,0 <z <1-x-Y.

En resumen
V={(xy2;0<x<1,0<y<1-x0<z<1l-x-y}.

De esta forma, si queremos calcular mv zdxdydz, siendo V la piramide
anterior, s6lo habremos de resolver

”j zdxdydz = J; dx I;_x dy I:_X_y xydz =...= 1—%0
\Y

Example Calcular

J.y zdxdydz

siendo V el tronco del cilindro x2 + y? = 1 limitado por los planos z = 0,
z=1.

Example Calcular
”j x2yz3dxdydz
\Y

siendo V %I solido limitado por el planoy = 0y las superficies
_1 2_ 1
(x-3) +v =7
Example Calcular

J.y dxdydz

siendo V el sélido limitado por el paraboloide z = 2x? + y? y el cilindro
z = 4 —y? en el primer octante.

Cambio de variables en la integral multiple. Casos

particulares.

Vamos a desarrollar la teoria del cambio de variables para el caso n = 2 (de forma
analoga se haria paran = 3) :

Dada HD f(x, y)dxdy extendida a un dominio D delimitado por la curva F(x,y) = 0,



vamos a efectuar un cambio de variables y pasar de las variables (x,y) a unas nuevas
variables (u,v), mediante la transformacién dada por

X = x(u,v), y = y(u,v),
que supondremos biyectiva, al menos para los puntos (x,y) de D, y donde también
consideraremos que el jacobiano de la transformacién

OX 0OX
J- ou ov
oy oy
ou ov

es no nulo y es continuo y esta acotado en cada punto de D. De esta forma nos
aseguraremos, en virtud del teorema de la funcion inversa (estudiado en el tema 11), que u

Y V se expresan univocamente en funcion de x e y. Supongamos ademas % +0yes
continua en D.
Proposition Bajo todas las anteriores hipdtesis, se verifica

j j f(x, y)dxdy = ” f(x(u, V), y(u,v)) + J - dudv
D D/

Remark Para el caso de la integral triple, tendriamos
”J. f(x,y,2)dxdydz = j‘” f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) « J - dudvdw
\% v/

Caso particular: Cambio de variable en la integral doble.

El cambio de variable mas habitual en la integral doble es el cambio a coordenadas
polares. Especialmente este cambio se utiliza en el caso en que el dominio es algun sector
circular o la funcion a integrar es simétrica respecto del origen.

Como es sabido, este cambio viene dado por

X = pCoso, y = psiné

De esta manera, y al ser el jacobiano de la transformacién J = s((lx)é)) = p, se tiene:

[[ fxyydxdy = [[fpcose, psing) « p - dpdo
D

D/

Remark En la mayor parte de los casos se toma p como primera variable de
integracion (es decir, p depende de 6), de forma que
p2(0

0 )
” f(x, y)dxdy = j@z do jp o ((000s0,psing) - p - dp
D 1 1

Example Calcular HD J4 —x2 —y? dxdy, siendo D el recinto limitado por la
circunferencia x? +y? = 1.

Example Idem siendo D el recinto limitado por la circunferencia x? + y2 = 2x.

Caso particular: Cambios de variables en la integral triple.
En este caso podemos destacar dos casos particulares: coordenadas esféricas y
coordenadas cilindricas.



Coordenadas esféricas.
Las coordenadas esféricas (0 polares esféricas), son analogas a las polares en el
plano: cada punto P del espacio se representa por (p,0,¢), donde p es la distancia al origen
y 0y ¢ vienen dadas por

De esta forma, el cambio viene dado por
X = psen¢cos6
y = psengsend
Z = pCcos¢
por lo que el jacobiano de la transformacién siempre valdra
. 0xy.2)

~ A(p,6,9)
y sustituyendo en la formula del cambio de variables

HI f(x,y,2)dxdydz = Hj f(psen¢coso, psengsend, pcose) - p?seng - dddgdp
\% \Y4

= p?sen¢g

Remark EIl uso de este tipo de coordenadas esta especialmente indicado cuando en
la frontera de V intervienen superficies esféricas y/o conicas de eje 0Z, debido
a la sencillez de sus ecuaciones:

X2+y?+22=r?eop=r
X2 +y? = (tana)z’? © ¢ = a

Example Calcular mv Jx2 +y2 + 72 dxdydz, siendo V el sélido comprendido entre
X>0,y>0,z>0,x2+y?+22 <1,

Coordenadas cilindricas.
Cada punto se representa por (p, 6,z), siendo el par (p,0) idéntico a las coordenadas
polares en el plano, y z la 32 componente en coordenadas cartesianas.
Asi, se trata de realizar el cambio

X = pcos6
y = psené
Z2=1

por lo que el jacobiano de la transformacién valdra

J_ Ay
o(p.6,2)

y sustituyendo en la formula del cambio de variables



[[[ fox.y. axdydz = [[[ f(pcose, psen6,z) - p - dodpdz
Vv V'

Remark EIl empleo de coordenadas cilindricas equivale a reducir la integral triple a
una integral doble sobre la proyeccion de V en el plano 0XY y a la posterior
resolucion de ésta en coordenadas polares.

Remark Las coordenadas cilindricas resultan especialmente adecuadas para
dominios de integracion V limitados por superficies de revolucion de eje 0Z, ya
que en sus ecuaciones intervienen expresiones de la forma x? + y2.

Example Calcular mv z__dxdydz, siendo V la region del espacio comprendida

x24y?

entrez=0yz=4-x2-y>

Example Calcular mv dxdydz, siendo V la regién del cilindro x2 + y2 = 2y que es
interior a la esfera x? + y? + z2 = 4.

Aplicaciones de la integral multiple.

Integral doble.
Célculo de volimenes.
Si tenemos una superficie representada por una funcion z = f(x,y), acotada y positiva
V(x,y) € D < R?, sabemos que el volumen limitado por dicha superficie, el cilindro de
generatrices paralelas al eje 0Z y el plano 0XY, viene dado por

V= ” f(x,y)dxdy
D

Example Varios ejemplos.

Caélculo de areas de recintos planos.
Para una region plana D comprendida entre dos curvas, se verifica

Area(D) = ” dxdy
D

Caélculo del area de una superficie.
Sea f(x,y) una funcion continua en una region acotada D del plano 0XY. El &rea de una
superficie obtenida por la interseccion de z = f(x,y) con el cilindro que tiene por base D

viene dada por
A= ” J1+ (%)2 + (%)zdxdy
D

Célculo de centros de gravedad y momentos de inercia de figuras planas.




Integral triple.
VVolumen de un cuerpo.
Otra forma de hallar el volumen V de un cuerpo es aplicar

Volumen(V) = ”j dxdydz
\%

Célculo de centros de gravedad y momentos de inercia de cuerpos en R?.



